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§1 Introduction

Dans cet expose, nous allons étudier le probléme de Dirichlet suivant:

m
(1) Qu=3, A (xuXwXXu+B(x,uXu)=0 dans Q
ij=1
(2) u=@ sur 0Q
ol X=(X,,...,.X,,,) est un systéme de champs de vecteurs a coefficients réels de classe

C® dans un ouvert M de an, n>2, et Q un ouvert borné A frontiere C~ tel que
QcM. Supposons que le systtme de champs de vecteurs satisfasse la condition de
Hoérmander sur M a l'ordre r, i. e. X;,....X,, avec leurs commutateurs de longueur<r
engendrent l'espace tangent T,M pour tout x€ M, nous dirons syst¢éme de champs de
vecteurs sous elliptique. Pour les coefficients non linéaires de 1'équation (1), nous

supposons que Aj;, Be C*(QxR x]Rm) i,j=1,...,m, et que la matrice (A;i(x,z,p))

est définie positive pour tout (x,z,p)e QxR xR". L'équation (1) est donc une équation
quasilinéaire elliptique dégénérée du second ordre, nous dirons équation quasilinéaire
sous elliptique du second ordre.

On va étudier le probleme (1) (2) comme dans le cas des équations quasilinéaires
elliptiques du second ordre. A la place de l'opérateur Laplacien Ay, on étudie 'opérateur
de Hérmander H=2j”; 1X jz—co avec ¢,>0. Avec la géométrie sous elliptique de X et les
espaces de fonctions associées, 1'opérateur H posséde presque toutes les propriétés de
l'opérateur A, . Pour le probleme de Dirichlet linéaire Hu=f dans Q; u=¢ sur 0,
on va démontrer aussi un théoréme de régularité holderienne maximale sous certaine
condition prés du bord 0Q ( voir dans §2 I'hypothése (S. E. 0Q)). En utilisant cette
propriété de H, on ramene d'abord le probléme de résolubilité de (1) (2) a un probleéme
de construction d'estimations @ priori dans les espaces de fonctions associées a X pour
des solutions régulieres du probléeme (1) (2). Finalement, pour construire cette estimation
a priori, a cause de la complexité des commutateurs de champs de vecteurs, on a traité
seulement l'équation de type —Zﬁ-?:lX ,-'A ij(x,u)X ju+ j"LlB (x,u)X ju+C (x,u)=0.
on a obtenu un théoréme d'existence et de régularité des solutions pour le probléme de
Dirichlet de cette équation quasilinéaire.

§2 Présantation de resultats

On rappelle d'abord la définition des espaces de fonctions associées a X et de la
géométrie associée. Comme dans [4], on associe & X une distance p(x, y) sur M, et la
boule sous unitaire B(x, R)= {ye M;p(x, y)<R}. Pour K compact de M, on sait
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qu'il existe R,>0, C; et C,>0 tels que la condition de Hérmander implique:
3) {ye M; k—yI<C,R}B(x, R)c{ye M; k—yl<C,R'""}
pour tout xe K et O<R<R,. Pour I=(i,,...,i;) multi-indice, 1<i;<m, on note
=kX'=X; ...X, lopérateur d'ordre I, et X ,=[X, ,...[X; . X, ]..] le
commutateur de longueur U/,

Maintenant, pour 0<a<1, on définit

) s Q)={fe C° @)l 3 = Sup_ V(X)-f(yzl too)
™t xyeq pxy)

et pour ke N, O<a<l1,

©) S @)= e S*(Q); X'fe S* QY VIN<k) .
On pose
- J — 5]
(M), o= XESﬁl’lﬁ#lX u(x), [u] T 18425 [x u]a,Q .
koL — k
On définit la norme sur S (Q) par llull « ___=2 [u]i,?1'+ [u]k’a,n_. Les espaces

$T(Q) j=0
Sk’a(ﬁ) sont alors des espaces de Banach, et possédent les propriétés suivantes (voir
lemme 2.1 de [7]):
i) On a l'inclusion continue:.SJ( 'a(ﬁ)cC
i) Si F(r,2)e C™(Q@x R),ueS“*Q) réelle , on a alors F(x,u(x))e S“%Q) .
iii) Supposons que j+f<k+ @ avec jke N et 0<f, a<l, alors pour tout £>0, il existe

une constante C>0 telle que

6) el Sellul, ,  +Cliul

sPa) s @) LQ)
pour tout ues* *Q) .
Pour des fonctions définies sur la frontiére 0Q, on définit s"'“(an) = {] 39’

(km)/r(Q) pour tout ke N ,O<a<1.

feSk’a(ﬁ)} pour tout ke N ,et O<a<l, et la norme de ue sk'a(ag) par
k,ot —

Hull =Inf{ Ifll 4 ou__; ’ =u}. P ke N et O<p<+oo,

u Sk'a(BQ) nf{ Sk,a(Q) feS(Q) avec f]ag u) our ke e D on

définit aussi comme dans [6]

7 MMP(Q)=(fe L (Q); X'fe L (Q),VVI<k)
et la norme de ue M*?(Q) par lluIIMk p(Q)z(Mng IlX’ﬂIip(Q))”p . On note Mk(Q)=

M k'Z(Q) et M{)‘"’ (Q) la fermeture de C‘(’;(Q) dans M*” (). Alors M kp (2) est un

espace de Banach séparable et réflexif pour 1<p<+eo et M* (€2) est un espace de Hilbert
séparable. On a aussi les propriétés suivantes:

kir, R
iv) On a l'inclusion continue M{;”’(Q)CW rp(Q) pour tout ke N et /<p<+eo, ol

WP(Q) est I'espace de Sobolev usuel.
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v) Pour tout >0 et O<lJI<k, il existe une constante C>0 telle que

8 xul . <ellul +Cllll
® o M Lo

pour tout ue Mk'p(Q).
Pour le probléme de Dirichlet linéaire suivant:
)] Hu=f dans Q
(10) u=Q sur 09,
on pose d'abord une condition prés de bord 0€2. On note:

L'espace engendre par les combinisons linéaires de champs de

Mvecteurs X 1,---Xm avec les coefficients réels de la classe C*(M),

et X1=% NT(0Q) pour xe 92 Maintenant pour j<r, on définit
£j=[i 1,ij_l]={[Y,Z]; YeX,, Ze ij_l}
X=[X1,%1]={[Y.Z]; Ye X1, Ze Xj,}.

La conditon de Hormander implique ¥ (x)=T,(M) pour tout xe M. Supposons
qu'on a:

0L est non caractéristique pour le syst¢me de champs de vecteurs
(S.E.0Q) X1,....Xm. Et pour tout 1<j<r, on a 2,—-& iNTx(0€2) pour tout x

€0Q, et la dimension de ¥; est constante dans un voisinage de Q.
Avec cette condition, toutes les bases de X satisfont aussi la condition de Hérmander a
'ordre r sur 0L, les espaces Sk '“(asz) peuvent donc obtenir comme Sk ’“('fz') par les

définitions (4) (5) avec une base de X ;. On a le théoréme suivant:

Théoréme 1

Supposons que le systéme de champs de vecteurs X satisfait la condition de
Hérmander et !'hypothése (S. E. 0Q). On a alors que pour tout ke N, O<oa<l, et
fe Sk'a(_ﬁ), Qe sk+2'°‘(ag), il existe une unique solution ue Sk+2’a(§) pour le

probléme de Dirichlet (9) (10).
Pour le probléme nonlinéaires (1) (2), pour alléger les notations (voir [2,4,8]), nous

ferons directement I'hypothese suivante, nous dirons sous ellipticité holdérienne pour le
systéme de champs de vecteurs X sur Q:
Il existe un entier 0 < k g < +oo, tel que pour tout 0<k <kg, O<ax <1,
SEH) ’ fes k+2'“£§), @ €SK2:%09Q), et tout le systéme de champs de
‘vecteurs X équivalent a X, le probléme de Dirichlet:Hu =f dans €,

u =@ sur 9K, posséde une solution et une seule dans S¥*>%Q).
En utilisant le théoréme du graphe fermé, on peut obtenir I'estimation sous elliptique a

priori (sur Q) suivante:

11 Wall ., <CUAI, .+l )
(11) 2y, ﬂsk,a(ﬁ) ¢ PR,
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ou C est indépendant de u, f et .
Pour le probléme nonlinéaire, on a d'abord le théoréme suivant:

Théoréeme 2
Supposons que l'opérateur quasilinéaire Q est sous elliptique, Al.j.,

Be C”(ﬁle xR m) et pe S 2'“(8!2) avec O<a<l, que le systéme de champs de
vecteur X posséde la propriété (S.E.H.) sur Q, et que 0X2 est non caractéristique pour
X. Si pour certain 0<fB <1, il existe une constante B telle que pour toutes les solutions

ue S°**(Q) du probléme de Dirichlet (0< G <1):

m
(1) Qu=Y, Ay (uXwXXu+(1-0)cou+oB(x,uXuy=0  dans Q
ij=1
) u=oQ sur 0Q
on ait l'estimation suivante
(12) el <B
s! ’B(ﬁ)

Alors le probléme de Dirichlet (1) (2) peut étre résolu dans 52 B (ﬁ)ﬂC”(Q). De plus,

si e Sk +2'0‘(89) avec 0<k<k,, alors ueSk 2.8 (QNCZ(Q).

Nous avons donc ramené le probléme de résolubilité du probléme de Dirichlet (1) (2)
a un probléme de construction d'estimations a priori (12) pour les solutions réguliéres.
Pour les équations générales de la forme (1), cette estimation a priori est difficile a
construire. Nous étudierons dans cet exposé un cas simple de 1'équation de la forme
suivante:

m m
(13) Pu=-Y, X,.*Aij(x,u)xju+§ Bj(x )X u+C(xu)=0  dans Q

ij=1 Jj
(14) u=0Q sur 09
ol A;;,B;,Ce C*=(QxR). Supposons que pour (x,z,p)e QxRxR", on ait:
m
(15) AP, Ay xap P, AP
ij=1
(16) lAij(x,z)l , lBj(x,z)l , 1C(x,2)I<g(x)

ou g, fe Co(ﬁ), A, A sont deux constantes posititves.

On suppose que 02 satisfait la condition de cone extérieur uniforme, c'est-a-dire qu'il
existe C.>0 et R;>0 tels que
17 IBR(xO)\{QﬁBR(xO)} 2C B (x O)I

pour tout x,€ 0Q, et 0<R<R,. On ale théoréme suivant:

Théoreme 3
Supposons que l'opérateur quasilinéaire P satisfasse les conditions de structure (15)

(16), (peSz'a(aQ) avec O<a<l1, que le systéme de champs de vecteurs X posséde la
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propriété (S.E.H.) sur Q, que 0Q vérifie la condition (17) et qu'il soit non
caractéristique pour X. Alors il existe it >0 tel que le probléme de Dirichlet (13) (14)

posséde une solution ue Sz’“(—ﬁ)ﬁC”(Q). De plus si @e Sk+2’a(8£2) avec

+2,U0, .
0ksk, on a encore ue el (QNCT(Q).
Pour 1'unicité de la solution , nous avons le principe de comparaison pour des
équations quasilinéaires de type divergence suivantes:

m

(18) Ou = —; XA 0, u,Xu)+B (x,u,Xu)=0
J=

ot A;,Be C°°(5><1R x]Rm). On dit qu'une fonction u définie sur  vérifie éuzo

dans Q (=0, <0), siona A j(x,u(x),Xu(x)), B(x,u(x),Xu(x))e L;C(Q) et

m

(19) O(u,p) = [Q{zl A ,uXwX o — B(x,uXu)e}dx <0, (=0, 20)
‘,=

pour toutes les fonctions non négatives Qe Mé (€2). On a le théoréme suivant:

Théoréme 4
Soient u, ve Sl’a(ﬁ) vérifiant Qu>0, Qv<0 dans 2, et usv sur 982. Supposons

A.
que la matrice (%p—_J (x,z,p)) est définie positive, et que la fonction B(x,z,p) soit
1

. . = oM., .
décroissante par rapport a la variable z pour tout (x,p)e Q xR fixé. De plus si Aj, et
B vérifient l'une des trois propriétés suivantes, on a alors usv dans 2.

i)A=(A,,...,A,) est indépendant de z et a—B— <0 pour tout (x,z,p) € QO xRxR”.

0z
ii) la fonction B est indépendante de p.
2A; 9B
. apj dpi g .. — m
iii) la matrice est semi-définie positive, pour (x,z,p)e Q xRxIR .
a; B
dz 0z
Remarque

On peut introduire des conditions de structure plus générales comme pour les
équations quasilinéaires elliptiques;on a seulement traité€ ici le cas le plus simple, pour les
autres conditions, on renvoie le lecteur a [1].

§3 Probléme de Dirichlet pour les équations linéaires

On esquisse dans cette section la démonstration du théoréme 1, En ce que concerne
l'existence et l'unicité de la solution, J. M. Bony a démontré que pour toutes f € C/(Q),
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pe C%0Q) le probleme (9) et (10) admet une et une seule solution ue CY(Q). Il nous

reste donc a étudier la régularité Sk @ jusqu'au bord pour cette solution. Comme c'est
un probléme local, avec la condition (S. E. d€2), on peut transformer le probléme (9) (10)

sous la forme suivante:

)’ Lu ..a,i_u+2 Y Zu+c(xu=f dans B*

=1
(10)’ ul, =0 sur T,
ou B*=Bn{x,>0}, B*=BN{x,20} et B est un voisinage de 0 dans R n,
T,=BN(x,=0} et supp f cB* suppecT,, Y,,....Y, , sont des champs de
vecteurs tangentiels aux hypersurfaces 7,=BN{x,=¢} pour € petit.

Posons Y f:leTe' la condition (S. E. dQ2) implique que Y7,...,Y . satisfait la
condition de Hormander sur T, et Sk'a(B)|T5=S ,’ﬁ’ea (T,) pour € petit, ou les espaces
S;’ea(Te) sont définis comme S’k ’a(Q) par le syst¢éme de champs de vecteurs Y7, ...,Y ;...
On étudie maintenant 1'approximation homogeéne de B, I'hypothése (S. E. Q) nous
permet de choisir une base de X, sur B de la forme {ax,,,ij; J<r, kSkj} ou

Y. est le commutateur des champs de vecteurs Y,,...,Y ,, de longueur j tel que
Jjk 1Y 1 m-1 g q
{c?x,,,Y o JST, kskj} soit aussi une base de ¥ ,. sur B pour tout r’<r. Il évident

que jkITe=Y 5k » Yir désignent le commutateur de Y7, ...,Y 1. On définit I'application

exponentielle &, par

(20) 6:0)=u=(Uju,)=O@Y), i y=exp(X, Wix i +14,0r, ).
On a O(x,y)=(O'(x.y) ,y,— X,) et

1) Oun =0 x(0y,), Y;,=OY) j=l,...,m-1

oi O est le différentiel de 6.

On fait maintenant comme Métivier dans [3] , prandre f’\j,x la partie principale
homogeéne de degré 1 de Y]-J, j=1,..., m-1. {8,‘",1?\],1 ;j=1,...,m—1} engendre alors
une algebre de Lie nilpotente G, de dimension n et de rang r. Encore une fois, la
condition (S. E. dQ2) nous permet de prandre ?j,x indépendant de la variable u,, donc
G.=G;'¥R, oi Gy~ est une algebre de Lie nilpotente engendre par {)”\j‘x s j=1, ...,
m—1} de dimension n—1 et de rang r . Le groupe de Lie nilpotent correspondant est
Gx=G7*xR .Maintenant la partic homogeéne de l'opérateur L est Lx=83n+2 1 '7; jx oo 1
est un opérateur invariant a gauche, homogene de degré 2 sur le groupe de Lie mlpotent
G,. D'aprés un théoréme de Folland il existe un noyau kx homogeéne de degré —Q+2
sur G, tel que kag(u)=50(u), ol Q=1+Z;=J(kj—kj_ ;) est la dimension homogéne
de G,. Comme les coefficients de L, sont indépendants de u,, et d;=d%, on a kj

(u',u,)=kg(u’, —u,). Choisissons a, b € C, (B*) avec b(x) =1 sur suppa. On pose :
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(22) K(x,y)=a(y)(kz (O(x.)) = kz (O(x,y)+2x,€,))b(x),
et Kf(y)= B,,K (x,y)f(x)dx, on a alors le résultat suivant.

Proposition 5
Avec les notations ci-dessus, on a

(23) L’K(x,y)=a()8,(y) —H(xy),  pour (x,y)e B*xB*
(24) Kf| y,=0=0 pour tout fe C&(B*XB™)
on L’ désigne l'opérateur différentiel opérant sur les variables y. Et pour tout ke N
0<oa<l, on a queK : SkaBEHSE 4B et H : SEABHoSEVUFY) sont des
opérateurs continus, on SE*B*)={fe S**B™) avec supp f cB*}.
En effet , pour les noyaus K(x,y) et H(x,y), on a les estimations suivantes
IXJK(x,y) I SCJP(X»}’)Z- Il l B(Xap(x»)’)) l -
| X/Hx,y) | SCJp(x,y)l' il | Bx.pxy) | !
ou X=(Y,,....Y, ,ﬂy,,) et x,yeB*. En utilisant cette proposition, on obtient
immédiatement le résuletat de régularité pour la solution du probleme (9)' (10)' : pour
tout ke N, O<ae<l, et touts fe SE*B™) cpeSo’”z'“(To), la solution du probléme (9)'
(10)' est dans la classe S€*>*B+). De plus on a l'estimation suivante :

[zl <c{linl + lioll }
Sk+2,a(B_*) If % ¢ $42e

Recoller toutes estimations locales , on peut finalement obtenir 1'estimation (11) et

démonter le théoréme 1.
Pour les équations linéaires en forme suivantes

m m
(25) Lu= Y aij(x)Xinu+; biOXu+c(xu=f  dans Q
j:

ij=1
on a le résultat suivant
Corollaire 6

Supposons que les coefficients de l'opérateur L soient de la classe Slc ’a(ﬁ) pour

un certain ke N et 0<o<l, que la matrice (al-j(x)) est définie positive pour xe Q et

k+2,

c(x)<c,<0. Alors pour tout fe Sk'a(ﬁ), 0e S (0Q), le probléme de Dirichlet

pour l'équation (25) ademet une et une seule solution dans la classe Sk +2'a(Q) .

§4 Théoréme d'existence pour les équations nonlinéaires

On rappelle d'abord le théoré¢me de point fixe de Leray-Schauder.
Lemme 7

Soit (B ,ll«|l) un espace de Banach, T : B — B une application compacte et

continue. Supposons, pour tout be B vérifiant b=tTb, t € [0, 1], on ait
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(26) ”b”ss <B
oul la constante B est indépendant de b et t. Alors T posséde un point fixe.

Démonstration du théoréme 2
On fixe d'abord 0<B<1, et on pose {B, l|-||}={S]’B(§);ll-||S,,B(§)}; l'opérateur

T: SI’B (g_))—)SI’B (Q) est défini comme suit: pour ve SI’[3 (Q), Tv=u est la solution

unique du probléme linéaire suivant:

27) Y, @ X Xu+cu+h (@)—cp()=0  dans Q
ij=1
(28) u=Q sur  0Q

ou a}’j x)=A ij(x,v (x),Xv(x)), b'®x)=B(x,vx)Xv(x))e SB(—Q), co<O0.
L'hypothése (S. E. 0Q) implique que l'opérateur T est bien défini, et ue Sz’mB (Q. 11

est évident que le probleme de Dirichlet (1) (2) est résoluble si et seulement si l'opérateur

T possede un point fixe. L'équation u=cTu est exactement sous la forme (1) (2)'.
Pour utiliser le lemme 7, il nous reste a montrer que T est un opérateur compact et

continu de SI’B (Q) dans SI’B(E). En effet, d'apreés le corollaire 6, T est un opérateur
borné de S] B (Q) dans SZ’B(_ﬁ), mais l'inégalité d'interpolation (6) implique que

l'opérateur identique est compact de % ’B(ﬁ) dans SP (Q). La régularité C™(Q) est le

résultat de [7]. On a donc démontré le théoréme 2.

§5 Estimation a priori pour la solution du probléme (13) (14)

On étudie d'abord le principe du maximum pour l'opérateur 0, on donne quelques
conditions de structure pour les coefficients de 0. Supposons pour (x,z,p)e

QxRxR"™, on ait:

(29) 2. Axzp)pipl-g" ()
j=1

(30) 1A/(x,2p)I<A(pl+g(x))

(31 B(x,z,p)signz<A(Ipl+f(x))

ou f, g20, f, ge Co(ﬁ), et A est une constante. Pour un certain g>nr, on note

g*=nrq/(nr+q) et pose K=ligll 4 +lIfll ¢x . Nous avons le principe du maximum
L 7L (@

suivant:

Proposition 8
Soient Aj, j=1,...m, et B satisfaisant les conditions (29) - (31). Supposons

ue S1.2(Q) vérifiantQ u 20 dans Q. On a alors
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+
(32) Szg) us%zg ut+CK

ou C=(n,r,A,IQI).

Pour la deuxieme étape, estimer la constante de Holder pour des solutions bornées
du probleme (18) et (14), nous supposons que les coefficients de l'opérateuré satisfont
encore une condition structure :

(33) B(x,z,p)I<A(Ipl+f(x)), V(x,z,p)e OxRxR"”
Nous avons le resultats suivant:
Proposition 9
Supposons que | ’opérateuré satisfasse les conditions de structures (29) (30) (33),
que 0 satisfait la condition (17) et qu'il soit non caractéritique pour X. Soit

ue S" %) une solution du probléme de Dirichlet (18) et (14) avec pe SRNCIONY

existe alors u>0 tel que
34 llaell <C
Gy @

on C=C(n,r.Alull _ ol IQ).
L™Q) ' §'eQ)
Dans [6], on a déja obtenu l'estimation (34) a l'intérieur de €. Pour l'estimation pres

de bord dQ2, comme dans le théoréme 11 de [6] , pour un certain ge Jnr,n(r+1)[, on
pose K=Ilf+g2|lLa+llg “Lq' ,K(R)=KR'"""14 | ou §=nq/(2n—q+nr)>1 et

q'=nq/(nr+n—g)>1, on pose aussiM= Sup u*, m= Inf u,et

QN Baxr(x0) 9QNB2x(x0)
u+(x)_fSup{u(x),M}, x€Q 4 (x)_llnf{u(x),m}, xe Q
M\ wQ " \m 12 Q

on obtient le résultat suivant : il existe Ry>0 tel que, pour tout x,€ 0Q, 0<R<R,, si
u 20 sur BZRo(xo)n Q est une solution du probléme (18) (14), on ait (pour 0<6<1)

(35) Sup @ir)" <CA-OR)“Brxp)l | (wfyPdx ,Vp>0
Bor(x0) 'Br(xo)

(36) Sup @) P<C((1-8)R) *1Br(xp)! "f (Um)Pdx . V<O
Bor(x0) 'Br(xo)

ou C = C(n,r,p,q,A,lIuIlL”(Q)) ,et a=a (n,r)>0,a% =ujfy +K(R), iTm =up

+K(R). En utilisant cettes inégalités de Harnack faibles prés de dQ et la conditon (17),
on peut obtenir immediatement la proposition 9.
Nous démontrons maintenant le théoreme 3, i. e. que sous les conditions (15)-(17)

et (S.E.H.), on construit l'estimation a priori (12) pour la solution ue Sz’a(ﬁ) du
probleme de Dirichlet (13) (14). Nous avons 1'estimation suivant:

llzall <C(n,r,\,AJQ, llull , , ligll
(37) u s (n,r,A,AQL @) ¢ )

o0
ou >0 est donné par la proposition 9. En effet, on a aij(x)=A,-j(x,u(x)),

b,(0)=B,(x,u(x)), c()=Cx,u(x))e S"*@)et
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0 A=A( il . Dl Mgl .Cp) avec
ol A=AC Ml Ml o o 181 iy CP)

m

Cp= Sup Iax,zAij(x,z)|+i lax,z j(x,z)l-i-lax,zC(x,z)l}
1 j=1

xeQ lzi<lull \ U=

2,0~ . e et . .
donc ue S c‘(Q) est une solution de 1'équation linéaire suivante

m m
*Z X i*aij(x)Xju'*'Z bj(x)Xju+c(x)=0 , dans Q
. &

ij=1 J

u=Q sur  0Q.
L'estimation (37) resulte donc de l'estimation (11).
Fin de démonstration du théoréme 3

D'aprés la proposition 8 , on a I'estimation pour Ilulle(Q), et d'apres la proposition

9, on a I'estimation pour llull +ay Le théoréme 3 résulte donc de I'estimation (37) et du

théoréme 2.
Le principe de comparaison est un resultat classique (voir [1]).
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