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§ 1 Introduction

Dans cet expose, nous allons étudier le problème de Dirichlet suivant:

où est un système de champs de vecteurs à coefficients réels de classe

C°° dans un ouvert M de 1R n, n&#x3E;_2, et Q un ouvert borné à frontière Cce tel que

DcM. Supposons que le système de champs de vecteurs satisfasse la condition de
Hônnander sur M à l’ordre r, i. e. Xr,...,Xm avec leurs commutateurs de longueurr
engendrent l’espace tangent TxM pour tout xE M, nous dirons système de champs de
vecteurs sous elliptique. Pour les coefficients non linéaires de l’équation (1), nous

supposons que BE et que la matrice 

est définie positive pour tout L’équation ( 1 ) est donc une équation
quasilinéaire elliptique dégénérée du second ordre, nous dirons équation quasilinéaire
sous elliptique du second ordre.

On va étudier le problème (1) (2) comme dans le cas des équations quasilinéaires
elliptiques du second ordre. A la place de l’opérateur Laplacien Ax, on étudie l’opérateur
de Hôrmander Avec la géométrie sous elliptique de X et les

espaces de fonctions associées, l’opérateur H possède presque toutes les propriétés de

l’opérateur A . Pour le problème de Dirichlet linéaire Hu f dans S~; u=(P sur an,
on va démontrer aussi un théorème de régularité hôlderienne maximale sous certaine
condition près du bord an ( voir dans §2 l’hypothèse (S. E. En utilisant cette

propriété de H, on ramène d’abord le problème de résolubilité de (1) (2) à un problème
de construction d’estimations à priori dans les espaces de fonctions associées à X pour
des solutions régulieres du problème (1) (2). Finalement, pour construire cette estimation
à priori, à cause de la complexité des commutateurs de champs de vecteurs, on a traité
seulement l’équation de type 
on a obtenu un théorème d’existence et de régularité des solutions pour le problème de
Dirichlet de cette équation quasilinéaire.

§2 Présantation de resultats

On rappelle d’abord la définition des espaces de fonctions associées à X et de la

géométrie associée. Comme dans [4], on associe à X une distance p(x, y) sur M, et la
boule sous unitaire B(x, R)= y)R ). Pour K compact de M, on sait
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qu’il existe CI et tels que la condition de Hôrmander implique:

pour tout XE K et multi-indice, on note

l’opérateur d’ordre le

commutateur de longueur III.

Maintenant, pour Oa1, on définit

et pour 0oc 1,

On pose

On définit la norme sur . Les espaces

sont alors des espaces de Banach, et possèdent les propriétés suivantes (voir
lemme 2.1 de [7]):

i) On a l’inclusion pour tout 

ii) Si F(x,z)e Coo(Qx 1R réelle , on a alors F(x,u(x»e 

iii) Supposons que j+/3k+a avec j,ke N et 0/3, al, alors pour tout e&#x3E;O, il existe

une constante C&#x3E;0 telle que

pour tout 

Pour des fonctions définies sur la frontière an, on = 

pour tout keN,et 0al, et la norme de par

définit aussi comme dans [6]

et la norme de uE

(Q) et la fermeture de dans Alors est un( ) M ( ) o( )
espace de Banach séparable et réflexif pour 1 p + et est un espace de Hilbert

séparable. On a aussi les propriétés suivantes:

i v ) On a l’inclusion continue tout keN et où

est l’espace de Sobolev usuel.
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v) Pour tout e&#x3E;O et il existe une constante C&#x3E;0 telle que

pour tout Me M 
k,p 
(S

Pour le problème de Dirichlet linéaire suivant:

on pose d’abord une condition près de bord On note:

ae= 1 L’espace engendre par 
les combinisons linéaires de champs de

vecteurs X1,...’xm avec les coefficients réels de la classe C~(M),
pour XE ôQ.Maintenant pour j5:r, on définit

La conditon de Hôrmander implique 3E,(x)=Tx(M) pour tout xE M. Supposons
qu’on a:

3Q est non caractéristique pour le système de champs de vecteurs

(S.E.aD) Et pour tout on a , pour tout xX,...,Xm. Et pour tout 1_j_r, on a Tx(a) pour tout x
E 3Q, et la dimension de aej est constante dans un voisinage de Q.

Avec cette condition, toutes les bases de 3E j satisfont aussi la condition de Hôrmander à

l’ordre r sur DD, les espaces Sk’a (an) peuvent donc obtenir les

définitions (4) (5) avec une base On a le théorème suivant:

Théorème 1

Supposons que le système de champs de vecteurs X satisfait la condition de

Hôrmander et l’hypothèse (S. E. On a alors que pour tout ke N, 0ocl, et

f E Sk+2,a(drB) il existe une unique solution ue Sk+2,a { our lee5’ ’ (), (pe5’ 
’ 

(3), /

problème de Dirichlet (9) (10).
Pour le problème nonlinéaires (1) (2), pour alléger les notations (voir [2,4,8]), nous

ferons directement l’hypothèse suivante, nous dirons sous ellipticité hôldérienne pour le

système de champs de vecteurs X sur Q:

Il existe un entier 0 _ k o  tel que pour tout 1,

(S.E.H.) 
et tout le système de champs de

S.E.H.) 
J/ @ 

vecteurs X équivalent à X, le problème de Dirichlet:Hu =f dans 11,

u =qJsur une solution et une seule dans Sk+2,a(Q).

En utilisant le théorème du graphe fermé, on peut obtenir l’estimation sous elliptique a
priori (sur Q ) suivante:
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où C est indépendant de u, f et p.
Pour le problème nonlinéaire, on a d’abord le théorème suivant:

Théorème 2

Supposons que l’opérateur quasilinéaire Q est sous elliptique, A ii 1J
BE S2’a  aS ) avec a1, que le systèmes de champs de

vecteur X possède la propriété (S.E.H.) sur 11, et que DO est non caractéristique pour
X. Si pour certain l, il existe une constante B telle que pour toutes les solutions

uE du p robléme de Dirichlet _1: )

on ait l’estimation suivante

Alors le problème de Dirichlet (1) (2) peut être résolu dans

Nous avons donc ramené le problème de résolubilité du probléme de Dirichlet (1) (2)
à un problème de construction d’estimations a priori ( 12) pour les solutions régulières.
Pour les équations générales de la forme (1), cette estimation a priori est difficile à
construire. Nous étudierons dans cet exposé un cas simple de l’équation de la forme
suivante:

Supposons que pour Qx1Rx1R , on ait:

où , fE C~( S~), À, A sont deux constantes posititves.
On suppose que an satisfait la condition de cône extérieur uniforme, c’est-à-dire qu’il

existe et Rp0 tels que

pour tout DD, et On a le théorème suivant:

Théorème 3

Supposons que l’opérateur quasilinéaire P satisfasse les conditions de structure (1 S)

(16), OE avec , que le de champs de vecteurs X possède la
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propriété (S.E.H.) sur Q, que an vérifie la condition (17) et qu’il soit non

caractéristique pour X. Alors il existe y &#x3E;0 tel que le problème de Dirichlet (13) (14)

ossède une solution De plus si avec

0-I--ko, on a encore a UE 1+2.Jl(Q)rlCOO(Q).
Pour l’unicité de la solution , nous avons le principe de comparaison pour des

équations quasilinéaires de type divergence suivantes:

où On dit qu’une fonction u définie sur Q vérifie 

pour toutes les fonctions non négatives On a le théorème suivant:

Théorème 4

Soient u, vE S 1, a(h) véri iant ûa0 dans n, et u v sur aSl. Supposons

que la matrice ( âA- (x,z,p)) est définie positive, et que la fonction B(x,z,p) soiti)pi

décroissante par rapport à la variable z pour tout (x,p)e fi De plus si A ., et
B vérifient l’une des trois propriétés suivantes, on a alors u5’v dans .Q.

t j est indépendant de z et az 0 pour tout (x,z,p) E il m az 
°

ii) la fonction B est indépendante de p.
r .....

iii) la matrice est semi-défi nie positive, pour (x,z,p)e Q 

Remarque
On peut introduire des conditions de structure plus générales comme pour les

équations quasilinéaires elliptiques;on a seulement traité ici le cas le plus simple, pour les
autres conditions, on renvoie le lecteur à [1].

§3 Problème de Dirichlet pour les équations linéaires

On esquisse dans cette section la démonstration du théorème 1, En ce que concerne
l’existence et l’unicité de la solution, J. M. Bony a démontré que pour toutes f e 
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cpE C°(8Q) le problème (9) et (10) admet une et une seule solution uE Il nous

reste donc à étudier la régularité ô jusqu’au bord pour cette solution. Comme c’est
un problème local, avec la condition (S. E. on peut transformer le problème (9) (10)
sous la forme suivante:

où et B est un voisinage de 0 dans R ,
et supp f sont des champs de

vecteurs tangentiels aux hypersurfaces pour e petit.
Posons YI=YjIT£ la condition (S. E. âil) implique que Y’ ... satisfait laE m

condition de Hôrmander sur T pour E petit, où les espaces

SYE (T,) sont définis comme f.a(Q) par le système de champs de vecteurs Yi ... Y£ .
On étudie maintenant l’approximation homogène de B, l’hypothèse (S. E. 3Q) nous

permet de choisir une base de 3C r sur B de la forme où

Yjkest le commutateur des champs de vecteurs Y1,...,Ym_ l, de longueur j tel que
j5:r’, soit aussi une base sur B pour tout r’r. Il évident

que désignent le commutateur de Yi , ... ,Ym_1. On définit l’application

exponentielle ©x par

où 8; est le différentiel de 8x.
On fait maintenant comme Métivier dans [3] , prandre la partie principale

homogène de degré 1 de j=1,..., m-1. j=1,...,m-1 } engendre alors
une algèbre de Lie nilpotente ~x de dimension n et de rang r. Encore une fois, la
condition (S. E. nous permet de prandre indépendant de la variable u~, donc

où est une algèbre de Lie nilpotente engendre par j= 1 , ... ,

m-1 } de dimension n-1 et de rang r . Le groupe de Lie nilpotent correspondant est

Gx=G;rxIR.Maintenant la partie homogène de l’opérateur L est il

est un opérateur invariant à gauche, homogène de degré 2 sur le groupe de Lie nilpotent
Gx. D’après un théorème de Folland il existe un noyau kX homogène de degré -Q+2
sur Gx tel que où est la dimension homogène
de Gx. Comme les coefficients de Lx sont indépendants de Un, et on a kx

-un). Choisissons a, b E avec b(x) ::1 sur suppa. On pose :
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Proposition 5

Avec les notations ci-dessus, on a

où Ly désigne l’opérateur différentiel opérant sur les variables y. Et pour tout ke N,
0«xl, on a que K : et H : . sont des

opérateurs conti nus, où S k, a(ff+) avec supp f cB + } .
En effet , pour les noyaus K(x,y) et H(x,y), on a les estimations suivantes

où et x , yE B+. En utilisant cette proposition, on obtient

immédiatement le résuletat de régularité pour la solution du problème (9)’ ( 10)’ : pour

tout ke lq , 0oc 1, et la solution du problème (9)’

(10)’ est dans la classe De plus on a l’estimation suivante :

Recoller toutes estimations locales , on peut finalement obtenir l’estimation (11) et
démonter le théorème 1.

Pour les équations linéaires en forme suivantes

on a le résultat suivant

Corollaire 6

Supposons que les coe el cients de l’opérateur L soient de la classe p our

un certain kE N,et 0 a 1, que la matrice (at J .(x)) est définie positive pour e t

Alors pour tout JE E S k+2,a (aQ), le problème de Dirichlet( ) o A/9 C ) 
’ 

(3, D’c/ï/

pour l’équation (25) ademet une et une seule solution dans la classe 1+2.a(Q) .(Q) -

§4 Théorème d’existence pour les équations nonlinéaires

On rappelle d’abord le théorème de point fixe de Leray-Schauder.
Lemme 7

Soit un espace de Banach, une application compacte et

continue. Supposons, pour tout vérifiant b=tTb, t E [o,1 ], on ait
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où la constante B est indépendant de b et t. Alors T possède un pointfixe.

Démonstration du théorème 2

est défini comme suit: pour T v=u est la solution

unique du problème linéaire suivant:

L’hypothèse (S. E. a.Q) implique que l’opérateur T est bien défini, et . Il

est évident que le problème de Dirichlet (1) (2) est résoluble si et seulement si l’opérateur
T possède un point fixe. L’équation u=6Tu est exactement sous la forme ( 1 )’ (2)’.
Pour utiliser le lemme 7, il nous reste à montrer que T est un opérateur compact et

continu dans . En effet, d’après le corollaire 6, , T est un opérateur

borné de SI’~ ( S~) dans 5’ (~), mais l’inégalité d’interpolation (6) implique que
l’opérateur identique est compact dans S~’~ ( S~) . La régularité est le

résultat de [7]. On a donc démontré le théorème 2.

§5 Estimation à priori pour la solution du problème (13) (14)

On étudie d’abord le principe du maximum pour l’opérateur Q, on donne quelques
conditions de structure pour les coefficients de Q. Supposons pour 

on ait:

o ù f, f, ge et A est une constante. Pour un certain q &#x3E; n r, on note

q*=nrq/(nr+q) et pose +1 fll q~ . Nous avons le principe du maximum
L (Q) L (il)

suivant:

Proposition 8

Soient Aj, satisfaisant les conditions (29) - (31). Supposons
dans Q. alors
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où 

Pour la deuxième étape, estimer la constante de Hôlder pour des solutions bornées
du problème (18) et (14), nous supposons que les coefficients de l’opérateuri satisfont
encore une condition structure :

Nous avons le resultats suivant:

Proposition 9

Supposons que l’opérateurQ satisfasse les conditions de structures (29) (30) (33),
que aS2 satisfait la condition (17) et qu’il soit non caractéritique pour X. Soit

uE Sl.a(D.) une solution du problème de Dirichlet (18) et (14) avec qJE S2,a (a Ç2). Il
existe alors tel que

Dans [6], on a déja obtenu l’estimation (34) à l’intérieur de ~. Pour l’estimation près
de bord 3Q, comme dans le théorème 11 de [6] , pour un certain on

on obtient le résultat suivant : il existe Ro&#x3E;0 tel que, pour tout XOE an, si

u &#x3E; 0 sur est une solution du problème (18) (14), on ait (pour 0 8 1 )

- ’--J

+K(R). En utilisant cettes inégalités de Hamack faibles près de 8Q et la conditon (17),
on peut obtenir immediatement la proposition 9.

Nous démontrons maintenant le théorème 3, i. e. que sous les conditions (15)-(17)

et (S.E.H.), on construit l’estimation a priori (12) pour la solution du

problème de Dirichlet (13) (14). Nous avons l’estimation suivant:

où y &#x3E; 0 est donné par la proposition 9. En effet, on a
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donc est une solution de l’équation linéaire suivante

L’estimation (37) resulte donc de l’estimation (11).
Fin de démonstration du théorème 3

D’après la proposition 8 , on a l’estimation pour , et d’après la proposition
L (&#x26;2)

9, on a l’estimation pour Iluil sg(n)* Le théorème 3 résulte donc de l’estimation (37) et du
théorème 2.

Le principe de comparaison est un resultat classique (voir [1]).
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