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1. Introduction.

Soit L = un opérateur dans R", n &#x3E; 3 n impair. On
suppose que les coefficients ajk (x), c(x) satisfont les hypothèses :

Posons Lo = -0 et considérons les problèmes de Cauchy pour les opérateurs (~ + Lo ) et
(at + L) dans Rt x Rn. Soit HD(Rn) le complété de ego (Rn) par rapport à la norme

et soit H = L2 (Rn ) l’espace énergétique. On introduit dans H deux groupes
unitaires Uo(t), U(t) associés respectivement aux problèmes de Cauchy pour at + Lo et
8f + L. On peut construire une théorie de diffusion liée aux groupes Uo (t) et U(t) et on
introduit la matrice de diffusion

comme une fonction à va,leurs des opérateurs unitaires (cf. [1], [6]). La fonction S(A )
admet un prolongement méromorphe sur C avec des pôles z ? da,ns le demi-plan 1 z E C :
Im z &#x3E; 0 ~ . De plus, 5’(À) = Id + où Ii(A) est un opérateur nucléaire et cela rend
possible l’introduction de la phase de diffusion

Dans cet exposé on se propose d’examiner l’existence de pôles ~z~ } tels que

où {~7} est une suite de nombre réels.

D’autre part, l’existence de pôles ayant la propriété ( 1 ) implique une croissance
de la dérivée 1 quand 1 -~ oJ.
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Nous nous intéressons aux problèmes stiiva,nts :

(I) Soit p E N. Trouver une suite de pôles et une suite de nc)lnlires réels
telles que

avec une constante Cp &#x3E; 0 indépenda,nte de j .

(II) Soit m E N, m &#x3E; n. Trouver une suite IAJ 1 - oo, telle que

avec C &#x3E; 0 indépendante de j.

(III) Trouver une a.symptotique de type de Weyl avec deux termes pour la phase de
diffusion quand - oo .

Les problèmes (I)-(III) sont liés et pour qu’on ait (2) il faut que la mesure de l’ensemble
de points périodiques par rapport au flot Hamiltonien de L soit positive. En effet, nous
donnerons une précision sur la conjecture de Ralston [12] qui a suggéré que l’existence
des trajectoires périodiques stables implique l’existence de pôles z. pour lesquels on a (1).
Les résultats concernant l’appa,rition de pôles zj tels que lm Zj - 0 ont été obtenus par
Ralston [12], Ikawa [5] pour des perturbations captives.

D’autre part, Gérard, Martinez et Robert [3] ont examiné la croissance exponentielle
de la dérivée de la phase de diffusion pour l’opéra,teur de Schr,5dinger -h2A + 1’( ar ).da
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2. Annonce de résultats.

Soit R(x, fl) = c2(x) ¿j,k le symbole principal de L et soit ç) le symbole
sous-principal de L. On introduit l’ensemble

et on considère sur E les trajectoires du flot Hamiltonien 0’ de Ê(x, s). On dit que v e E
est périodique avec période T si = v. On désigne par HT l’ensemble de points
périodiques ayant période T et on pose Il = Ut&#x3E;oIli. Etant donné v e S, considérons la
trajectoire périodique

où T(v) est la période primitive de b ( v ) ). Posons

Soit E Z l’indice de Ma,slov de la trajectoire pér iodique 6(p) et soit

Etant donné À e R, on note [A]2x le residium de À modulo 27r, déterminé par

Finalement, introduisons la, fonction

Il est facile de voir que pour tout v E 11 110l1S avons T ( v ) &#x3E; b, &#x3E; 0 et cela implique

La fonction Q(À) a, été introduite par Safarov [15] (cf. aussi [4]). Afin d’annoncer une

formule de Weyl pour s(~), introduisons la constante

Dans le théorème suivant on obtient une formule de Weyl pour la phase de diffusion 
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Théorème 1. Pour tout s &#x3E; 0 on a

où la constante Co &#x3E; 0 ne dépend pa.s cle et A.

Remarques :

1) Dans le cas où mes II = 0 on obtient une asymptotique avec un reste de type
0(~1n-1 ~. Dans ce cas le résulta,t a, été obtenu par d’autres méthodes par Robert [13], [14].
Il a traité aussi le cas général avec un reste de type o(an‘1 ).

2) Pour des métriques non-captives une formule pour la phase de diffusion a été
démontrée par Majda et Ralston [7]. On renvoie ~, [9] pour des résultats concernant la
phase de diffusion associée à, F opérateur de diffusion pour des obstacles.

Il est facile de voir que la. fonction ~~ ~ ~ est continue tl~ ga,uclle et à. droite. De pllls, si
on pose

on obtient

La continuité de la fonction Q a ) sur R joue un rôle crucial pour l’existence de pôles Zk
tels que - 0.

Théorème 2. Supposons qu’il existe ~ &#x3E; 0 et deux suites a~ %‘ oc et
ek ’B. 0 telles q u’on a

Alors pour tou te constante C &#x3E; 0 il exi,ste et des tels que

De plus, si p 2: n il existe k1 et C’’ tel,s que

Corollaire 3.- Supposons qu’il existe ~ &#x3E; 0 et une suite a~; / 00 tel que

Alors la condition (4~ est sa,tisfaite pour N.
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Dans l’exemple suivant 1’liypothèse (7) est satisfaite même si on exa.mine seulement
une partie des trajectoires périodiques.

Exemple 4 : Soit n = 3. Supposons qu’il existe a &#x3E; 0 et 0  ro  ri  po tels que

Alors pour tout v E nous avons une trajectoire périodique de Hq ayant période
T(v) = 2a . En effet, si ~t(Q~, ~(o~, -1, ~(~)~ est une trajectoire périodique, on trouve

D’autre part, nous avons qs(v) = 0 , qc( v ) = -2 pour v E puisque = 0.

Alors q(v) _ 20137r et on considère la suite

pour laquelle .Àk201r -7r = 0 (mod 27r). On obtient

et

où est la mesure induite sur E. De telle manière, pour tout p E N et Cp &#x3E; 0 il existe

des pôles tels que 
-

On peut comparer cet exemple avec celui de Ra,lston [12], où la~ métrique est radiale.
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3. Idée de la démonstration du théorème 1.

Pour simplifier la description des idées on va, supposer que c(.r) = 1. Alors l’opérateur
L admet une extension auto-adjoint dans L2(Rn) qu’on note aussi par L. On commence
par une formule de trace obtenue dans [1] . Pour chaque fonction E Cô (R) on a

où à(À) est la transformation de Fourier de cp(t). En suivant les argumentes de Melrose [8]
on peut montrer que pour toute fonction cp(t) e Cg°(R+ ) on a

où est la transformation de Laplace et la sommation est sur tous les pôles z, en les
répétant en suivant leur multiplicité. Comme en [9] on introduit la distribution

Soit ~V(R) = jt{~ 1 1  R} la fonction de comptage de nombre de pôles dans le disque 1 z 1 
R. Récemment, Vodev [19] et Sjôstrand et Zworski [17], [18] ont obtenu une estimation
optimale pour la fonction N(R) dans la forme

Alors en combinant (8) et (9) on déduit la, représentation

où la sommation est sur tous les pôles zj calculés avec leur multiplicité et la série est
convergente au sens de distributions. Cette forme de d’ pour des ol)sta,cles bornés a été
proposée par Melrose [9].

Soit ~(t) E une fonction telle que ~(t) = 1 pour Itl  2 , ~(t) = 0 pour ] &#x3E; 3.

Introduisons la fonction 81 (À) par

et on pose S2 (À) = s(~)-sr(~). Il est facile de voir que s?(~) est un symbole dans l’espa.ce
Sn(R) et
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Soit p e S( R) une fonction ayant les SllÍYalltes :

où 0  £o  81 est assez petit et p(t) désigne la, transformation de Fourier.

Posons _ ~ n( ~ ) ~ ~  b ~ 1. Rappelons un théorème taubérien démontré par
Safarov [15].

Théorème 5 [15].- Soit e ( x ) une fOl1Ctioll cnoissante telle que le( ’B)1 ]  CI’BI1B1. Soit

(e * P6)(À). Supposons que c[ ( A)  C’1(1 + )?t-1. 4lozs pour tout E E (0,1) et

avec des constantes Co? G’Q qui ne (lépel1clel1t pas de f et 8.

Afil1 d’a,ppliquer ce tlléorèlllfB pour la fonction . ( 1 on estime

Après on utilise la formule (8) avec p(t ) = et on obtient l’a.sY1111)totic!ue

avec do = ¥cQ. Pour la fonction .s.(Â) par un calcul direct on déduit pour 0  6  s les
estimations

Soit lzi solution du 

et soit Eo (t, x, y) la s(:)Iution ClBlllléllHB Lo il la L. Alors
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Soit 0(t) E C§°(R) telle que supp 0 C (-b1, bt ), ~(t) = 1 pour Itl  -6-L. L’étude de (14)
avec p(bt) remplacée par ne pose pas de problèmes. D’autre part, notons que

= 0 pour t # 0. L’intégration sur R" par rapport à i; dans (14) engendre des
difficultés quand b - 0 puisque le support de 9« Ft ) est inclus dans Pour
cela on va utiliser une formule de trace pour des fonctions ~f(t ) ayant support dans R+.
Soit ho (t, x, y) la solution du problème

où on prolonge et comme 0 pour t  0. Soit Q = L - LU .

Théorème 6.- Pour chaque fonction ~( t, ) e R +) on a

où l’intégration est interprétée au sens de distributions.

Soit c~~(x) E Co(Rn) deux fonctions telles due = 1 po +

1 , = 0 pour Ixl l &#x3E; po +2 et a2(X) = 1 sur supp ai (x). Notons la transformation
de Fourier de

On applique (15) avec cp(t) = e‘a~(1 - et on obtient

On écrit

et on rema,rque que
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où les intégrales sont interprétés au sens de distributions.

On voit facilement que les singularités des distributions

sont inclus dans le diagonal

En profitant de (17), (18) on observe que si dans (16) on remplace Qx par l’opérateur
(~x - ~C2 ), on obtient des termes qu’on peut estimer par pour tout AI e N
uniformément par rapport à b e (o,1 ). L’opérateur + ~L~ )( ~4 + Il2) donne le terme

où l’intégration par rapport à r est sur un compact qui contient les trajectoires périodiques
de Afin de traiter l’opérateur (Ax + /~~)(L~ 2013 ~c2 ~ on fait une intégration par parties
dans l’intégral par rapport à z et on exploite (17). De telle façon, modulo des termes
négligibles, on obtient des intégrales

où P2-, sont des opérateurs différentiels par rapport à, z (l’ordre 2 -1,1. On examine (19)
en construisa,nt une paramétrix de On obtient une intégrale oscillant ayant des
points critiques qui sont hors du domaine de l’intégra,tion.

On répète le même argument pour les fonctiolis (p(t) e Cfo(R -) et on se ramène à
l’étude de l’intégrale

L’a,sy-mptotique de est liée avec les périodes des trajectoires périodiques de On
dit qu’un point Il, est absolument périodique si les gra.phes de Ot et de l’identité sont
tangent d’ordre infini en (v, 1/). Posons lIa == 1 où IIt C fli désigne l’ensemble de
points absolument périodiques aya,nt période on obtient le résultat suiva,nt .
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Proposition 7. On a.

où o(a’~-1 ) ne dépend pas de 6 E (0,1 ).

Pour démontrer cette proposition comme dans [4], [15] on construit une paramétrix
globale pour E(t, x, y) et on utilise le fait que étant la mesure

induite sur E. Cela permet de calculer les singularités associées aux périodes de trajectoires
absolument périodiques. Pour terminer la démonstration du théorème 1 on utilise (12),
(13) et (20) et l’argument de Safarov [15].

Remarque 8. Pour la phase de diffusion associée à. Inéquation des ondes dans l’extel’letll’
d’un obstacle compact ]( aya,nt frontière C-o on peut obtenir le même résultat que celui
du théorème 1. Pour cela il faut considérer les trajectoires périodiques et réfléchissa,nts
correspondant au flot généralisé de 8f - Az dans 7B". D’autre part, dans le cas

générique nous avons mes II = 0 (cf. [10]).

4. Démonstration du théorème 2.

Supposons qu’il existe ~ &#x3E; 0 et deux suites telles qu’on a (4).
D’après (3) on trouve

8’).- - 

si on prend 62 assez petit 

Maintenant, supposons qu’il existe Co &#x3E; 0 telle clue pour tout 6 ibl [  1, tous les pôles
zj et ~1 fixé on a ~~;1 &#x3E; 1 et
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Alors

où la constante Cl ne dépend pas de Pour ko nous avons avec une autre constante

G’1 l’estimation

Prenant ko assez grand on obtient une contradiction avec (21). De telle manière, on
trouve k2 e N tel que pour tout k &#x3E; I~~~ il existe au moins un pôle Zk pour lequel

avec 18kl ~ 1. On en déduit

.§lors il existe k3 E N tel que potil- k &#x3E; k3 ou a

Pour la démonstration de (6) on applique l’argument de (11~.
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