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Meétriques de Quillen et plongements complexes
par

Jean-Michel BISMUT

Les métriques de Quillen sur le déterminant de la cohomologie d'un fibré
holomorphe sur une variété complexe compacte X possédent un grand nombre de
propriétés remarquables. Bien que ces métriques soient calculées a l'aide d'invariants
globaux de la variété considérée, le théoréme de courbure de Bismut-Gillet-Soulé
[BGS1, Théoréme 0.1] assure en particulier que la courbure de la connexion
holomorphe Hermitienne sur le fibré en droites qui est l'inverse du déterminant de la
cohomologie est calculable explicitement & 1'aide de données locales.

Soit maintenant i:Y — X un plongement de variétés compactes complexes, soit
M un fibré holomorphe sur Y, et (&, v) un complexe de fibrés holomorphes sur Y
résolvant le faisceau i, OY(T]). Tautologiquement les droites inverses des déterminants

de la cohomologie de m et €& sont canoniquement isomorphes. Si on introduit des
métriques sur TX, TY, &, N, une question naturelle est de comparer les métriques de

Quillen sur ces déterminants.

C'est précisément 1'objet d'un article récent de Lebeau et moi-méme [BL2], dont
les résultats sont annoncés dans [BL1]. Disons pour simplifier qu'il s'agit au premier
abord de comparer des invariants spectraux sur X et Y.

Le résultat essentiel de Bismut-Lebeau [BL1,2] assure que le rapport des
métriques de Quillen relatives 8 X et Y - I'une calculée a I'aide de la théorie de Hodge
de X, l'autre a l'aide de la théorie de Hodge de Y - est calculable localement sur X et
Y, par une formule complétement explicite, faisant intervenir des classes
caractéristiques préalablement construites dans [BGS4], [B2], [GS].

Sur le plan technique, il s'agit essentiellement de déformer de maniére adéquate
une théorie de Hodge sur X en une théorie de Hodge sur Y. Une obstruction & une
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telle déformation est en particulier la notion de théorie de Hodge transverse [B2],
[BL2].

L'objet de cet exposé est modeste : il s'agit essentiellement de décrire rapidement
les deux membres de la formule de [BL2], I'un des membres étant de nature globale
sur X et Y, l'autre de nature locale. Un tel résultat rentre dans une classe de résultats
raffinant le théoréme d'Atiyah-Singer [AS].

Les preuves de [BL2] font intervenir des maniére précise des données de
géométrie différentielle locales ou globales sur X ou Y, des techniques d'indice local,
des méthodes d'analyse semi-classique (tout phénomeéne de type "instanton" étant
heureusement exclu !), la théorie spectrale dans des situations trés dégénérées. On est
en particulier souvent amener a donner dans [BL2] une description matricielle de
certains opérateurs différentiels. Les propriétés de vitesse finie de propagation pour les
équations hyperboliques interviennent aussi de maniére cruciale dans [BL2].

Pour un exposé plus complet sur les métriques de Quillen, nour renvoyons a
notre article de revue [B4].

La lecture de l'introduction de [BL2] peut étre utile également pour une
présentation trés compléte des résultats de [BL2] et des techniques qui y sont utilisées.
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a) L'inverse du déterminant de la cohomologie.

Soit X une variété compacte complexe, de dimension complexe dim X = £. Soit
€ un fibré holomorphe sur X.

Soit Q(O")(?;, d) le complexe de Dolbeault associé aux sections C™ de
A(T*(O’I)X) ® &, sur lequel agit naturellement l'opérateur 9. Pour 0 < p <2, soit

HP(X, £) le pitme groupe de cohomologie du complexe Q@) 3) . Classiquement
[GrH, p 84], les HP(X, &) sont de dimension finie. On pose

H(X, &)= é HP(X, &)

p=0
Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on pose
(M det (E) = A™¥E
Si A est une droite complexe, on désigne par Al la droite duale.
Définition 1 : On appelle inverse du déterminant de la cohomologie la droite complexe

2 i (_1)i+1
@) A (&)= ® det (Hi(x, £))
i=0

b) Métrique de Quillen sur Il'inverse du déterminant de la cohomologie

Soit gTX une métrique Hermitienne sur TX, soit e une métrique Hermitienne
sur &. g'IX et h® induisent un produit Hermitien sur A(T*(O’I)X) ®E&. Soit dvTX

la mesure de volume sur X canoniquement associée a grIX .

Si o,a'e Q(O")(g, d), on pose

S, =L o, o' Jdvrx
?3) < ’ >L2 (zn)dimx fX< >d
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Soit 9" l'adjoint formal de 0 relativement au produit Hermitien < , >L2 sur

Q0¢, 9).

Par la théorie de Hodge [GrH, p 80] on peut identifier canoniquement H(X, &)

aux formes harmoniques, i.e.
@ H(X, &) & {a e QOIE, 3),da=0, 3 a=0).

De (3), (4), on tire que le produit Hermitien < , >L2 induit sur A(§) une
métrique notée | 'l(&) .

La métrique | |L est une "mauvaise" métrique sur A(§). En effet soit
2

®: M — S une submersion holomorphe de fibre compacte X et soit & un fibré

holomorphe sur X. Pour chaque s € S, on peut construire la fibre inverse du

déterminant de la cohomologie 7\.(§|X ), obtenue par restriction de & a la fibre
s

X = n'l(s). Par une construction de géométrie algébrique de Grothendieck-Knudsen-

Mumford [KM], on peut construire canoniquement un fibré holomorphe lG(ﬁ) sur S,
dans la fibre 7LG(§)S est canoniquement isomorphe a ?»(ﬁlx ). Si gTX et h® sont
S

des métriques Hermitiennes sur TX (qui est maintenant le fibré tangent relatif aux
fibres X) etsur &, par la construction précédente, on peut munir les fibres XG(};)S =

A(E), du fibré KG(E_,) de métriques notées | ng(g). Toutefois les métriques
S

| G .. n'induisent pas une métrique C* ou méme continue sur le fibré AS),
S

ceci essentiellement & cause du fait que la dimension des groupes de cohomologie
Hp(Xs, E-'IX ) n'est pas localement constante.
S

On va maintenant introduire une nouvelle métrique sur A(E), dite métrique de
Quillen, qui n'aura pas les inconvénients décrits plus haut. Soit P le projecteur
orthogonal sur le sous-espace de Q)¢ J) formé des formes harmoniques (qui
annulent donc 0 et 5*) relativement au produit Hermitien < R >L2 . On pose pl=
1-P. On désigne par [(+ 0 )2] I'inverse de l'opérateur (9 + 9 )2 agissant sur
l'orthogonal a I'espace des formes harmoniques (qui forment le noyau de (5 + 5*)2).
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Soit Ny, l'opérateur de nombre agissant sur Q(O")(?;, d). Si0< p <dimX, si
ae QODE J) (e si o estunesection C° de AP(T*ODx)y ® £) | alors
Nyo = pa.

Soit T l'opérateur définissant la 22 graduation évidente sur Q(O")(é, d), i.e.

N .
t=(-1) V. Si A estun opérateur a trace agissant sur QO )(§, d), la supertrace
Trs[A] est données par la formule

5) Tr [A] = Tr[1A]

Définition 2 : Pour s € @, Re(s) > dim X, on pose
(6) 0:(s) = - Tr[Ny[(@ + 3T P,

Alors par Seeley [S], 6.(s) s'étend en une fonction méromorphe de s € C
€

qui est holomorphe en s =0.
Définissons les métriques de Quillen [Q2], [BGS3, Section 1d)].

Définition 3 : On appelle métrique de Quillen sur la droite complexe A(§) et on note
Il le@, la métrique

00
@) I )=l ) exp {%——a-f-(o)}

20
Le facteur exp { - %—é (0)} (ou son carré€) est appelé€ torsion analytique de Ray
ds

et Singer [RS].

La métrique |I "M&) est "naturelle”. En effet si Q(O")(ﬁ, d) était un complexe
dim X = i+1
de dimension finie, la droite  ® (det (Q(®(E, 3))D" " serait a la fois
i=0

canoniquement isomorphe 2 la droite A(§) (par un argument élémentaire d'algeébre
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homologique) et porterait une métrique naturelle. La métrique || ”M&) (qui aurait un

sens encore dans ce cas) serait exactement cette métrique naturelle. Cette métrique
garde un sens ici, grace aux propriétés des fonctions z€ta d'opérateurs elliptiques.

¢) Propriétés des métriques de Quillen

Les métriques de Quillen posseédent des propriétés trés remarquable, démontrées
dans [BGS], 2, 3].

Une premiére propriété essentielle est que comme il est montré dans [BGS1,
Théoré¢me 0.1], dans la situation d'une submersion holomorphe ©: M — S de fibre

X, les métriques de Quillen || "kG(&) induites sur les fibres x(: (&) par

l'isomorphisme KS(Y;) = )‘@IXS) induisent une métrique C™ II "lG@ sur le fibré

kG(ﬁ) de Grothendieck-Knudsen-Mumford [KM]. En d'autres termes, la construction
de la métrique de Quillen, qui est une construction d'analyse, est compatible aux
constructions de géométrie algé€brique de [KM].

Dans une telle situation, sur le fibré holomorphe Hermitien (xG(I;), I IIXG@),

G
il existe une unique connexion holomorphe préservant la métrique notée vAoe)

Le résultat essentiel de [BGS1, Théoréme 0.3] assure que quand M est
Kihlérienne, et quand les métriques gTX induisent une métrique Kihlérienne sur les
fibres X de m, alors la courbure de VM) est calculable par intégration dans la fibre
de t: M —» B d'une forme différentielle explicite et locale sur M. Cette formule
représente un raffinement au niveau des formes différentielles des versions
cohomologiques du Théor¢me de Riemann-Roch-Grothendieck. En particulier la
premiére classe de Chern de A(§) - qui est un élément de HZ(S, Q) - estici
représentée a un facteur pres en théorie de Chern-Weil par la courbure de la connexion
unitaire VM®),

Il découle des résultats de [BGS3, Théoréme 1.23]que quand on varie la
métrique gTX dans la classe des métriques K#hlériennes sur X, et h® dans la classe
des métriques Hermitiennes sur &, on peut explicitement calculer la variation de la
métrique I Ilk@ sur la droite A(§) a l'aide de formules locales sur X, faisant
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intervenir des classes caractéristiques secondaires des fibrés et des métriques
considérés, dites classes de Bott-Chern [BoC]. Les formules de variation de métriques
de Quillen sont appelées formules d'anomalie généralisées.

Par ailleurs, un énoncé conjectural sur les métriques de Quillen peut étre formulé
a partir du Théor¢me de courbure de [BGSI1, 2, 3]. En effet des constructions
canoniques d'algebre homologique permettent d'exhiber des isomorphismes canoniques
entre certaines droites complexes A(§). Si on munit ces droites A& ) de métriques de

Quillen, on peut chercher a calculer la norme de 1'isomorphisme. L'énoncé conjectural
est que cette norme est calculable localement a I'aide de classes caractéristiques
secondaires.

Un cas typique ou un tel énoncé conjectural est démontré est la situation ou les
deux droites A(§) sont identiques et portent des métriques de Quillen distinctes. Dans

ce cas 1'énoncé conjectural est vrai et s'exprime par les formules d'anomalie de [BGS
3].

Une telle situation apparait aussi dans le travail de Bismut-Lebeau [BL2] annoncé
dans [BL1] dont nous décrivons les résultats a la Section 1h). Les Sections 1d)-1g)
sont consacrées a la description des objets apparaissant dans la formule principale de
[BL1, 2].

d) Immersion complexes et résolutions de fibrés.

Soit maintenanti:Y — X un plongement de variétés compactes complexes.

Soit 1 un fibré holomorphe sur Y. Soit (§, v) un complexe de fibré
holomorphes sur X tel que OX(E,, v) est une résolution projective du faisceau

1Oy (M),

Quelques explications sont ici bienvenues. Un complexe (€, v) s'écrit sous la

forme

®) 08 HE .. 5E—0

v
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ou les §j (0 £j <m) sont des fibrés holomorphes sur X, v est un morphisme
holomorphe appliquant E_,j dans éj-l tel que v2 =0. Soit r une application
holomorphe de restriction gOlY — 1. Soit Ox(ﬁj) 0<j<m) le faisc;:au des sections
holomorphes de §j sur X. Soit Oy(n) le faisceau des sections holomorphes de 1

sur Y. i*GY(’n) est alors un faisceau sur X.

Dire que @X(l‘,, v) est une résolution de OY(’q) , c'est dire qu'on a la suite

exacte de faisceaux

©) 0 —»@X(im) - ox(gm-l) . Ox(io) — 10 Y(Lf]) —0.

Soient maintenant K(E_,j) (0<j<1n) et A(n) les droites complexes qui sont les

inverses des déterminants de la cohomologie de & i et M. On pose
m .
(0
(10) r(e)=® (A (g)
j=0

Un argument simple utilisant des suites spectrales montre que les droites
complexes A(M) et A(E) sont canoniquement isomorphes [KM]. Soit ¢ I'élément
non nul de A"1(n) ® ME) définissant I'isomorphisme canonique.

Soit gTX une métrique Kihlérienne sur TX, induisant une métrique Kéhlérienne

gTY sur TY. Soit héo, s hgm , g" des métriques Hermitiennes sur &, ..., &_, M.

Soit h®= @h ! la métrique sur E=@ {5;’ somme directe des
0 0

E.
J . - < ’, . . .,
h™7. Soit Il "7&(&1-) (1<j<m), |l ”?»(11) les métriques de Quillen associées sur

?»(Zj,j) (1<j<m),A(M). (7»(1]))-1 ®AE) est alors naturellement muni d'une

métrique qu'on note I i ) .
1 am) 'ene)

L'objet de l'article de Bismut-Lebeau [BL2] est de montrer que

Log(llol’.

(7»(71))'1 ®7k(§)) est calculable explicitement par une formule locale sur X et sur
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Y, faisant intervenir des classes caractéristiques secondaires de l'immersion, des fibrés
et des métriques considérés.

Le résultat de [BL2] est une illustration frappante du principe conjectural décrit
plus haut, & savoir que tout isomorphisme algébrique de fibrés déterminants a une
traduction métrique qui s'exprime a 'aide de quantités locales.

e) Courants de Bott-Chern

Apres avoir décrit le membre de gauche de la formule de [BL2], qui est

Log(lloll”

1 ) , nous allons maintenant brievement décrire son membre de
(AM)) "®AE)

droite.

On identifie le fibré normal N a Y dans X al'orthogonal dans TY & TXy

X
pour la métrique g Y Soit gN la métrique correspondante sur N.

On a introduit dans [B1] une hypothése de compatibilité entre les métriques

th, s hém , gN, g". En effet on montre dans [B1] 2 partir de résultats classiques

sur les résolutions que si pour ye Y, Hy(é, v) désigne 'homologie du complexe de
dimension finie (€, v) y? alors on a un isomorphisme canonique Hy(&, v)= (A N'®
T])y . De plus par la théorie de Hodge du complexe (&, v)y , Hy(F,, v) s'identifie aux

éléments "harmoniques" de (&, v)y (qui annulent donc v et v*) et hérite donc d'une

0w

métrique hH associée aux métriques h

On fait alors I'hypothése (A) de [B1] que les métriques h§0’ s h§m sont telles

que l'isomorphisme H(E,v) = AN" ®1 est une isométrie. Par [B1, Proposition
1.6] , on peut toujours choisir les métriques héo, s hém de fagon telle que ce soit le
cas.

Faisons maintenant une revue rapide de la théorie de Chern-Weil. Soit en effet E
un fibré vectoriel de dimension k sur une variété B, soit VE une connexion sur E,

RE sa courbure. Soit P un polyndme ad-invariant défini sur les matrices (k, k). Alors
E

P(—;.{ ) est une forme différentielle fermée sur B, dont la classe de cohomologie ne
in
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_pE
dépend pas de VE . La classe de cohomologie de F(-Z—-) est une classe
in

caractéristique de E.
Si A est une matrice (k, k), on pose

ch(A) = Trexp(A)]
(11)

Td(A) = det (T_C;;W)

chet Td sont appelés respectivement caractere de Chern et genre de Todd.

Si B est une variété complexe, (E, gE) est un fibré holomorphe Hermitien sur
B, soit VE 1la connexion holomorphe Hermitienne correspondante. Dans une telle

- RE
situation on utilise la notation P(E, gE) au lieu P(T) .
in

On pose
12 enfev¥ = 3 vien e, n®.
i=0

Soit &, le courant d'intégration sur Y. Il résulte du Théoréme de Riemann-
Roch-Grothendieck pour les immersions que les courants ch(g, hé) et

sont cohomogues. Par ailleurs ces courants sont somme de courants de type (p, p).

Dans [B1], nous construisons une famille & un paramétre u € [0, + o] de

courant sur X, sommes de courants de type (p, p), dépendant continiiment de u, telle

que
@ = ch(&, h%)
(13)
_ chn, g" «
® TdNgY) Y
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qui sont fermés et mutuellement cohomologues.

. * Ly ge . .
Soit eneffet v l'adjointde v. Onpose V=v + v". Alors V est une section

§ m
et & Soit V. =gV j Ilaconnexion

j=0

impaire de §,i.e. V échange vaair impair

holomorphe Hermitienne sur (&, hg). Alors pour u20, A = VJé +YuV (quiestla

somme d'une connexion préservant la Z graduation de £ et d'une section impaire de
End(§)) est une superconnexion au sens de Quillen [Q1]. Dans le formalisme de

E 3
Quillen (ob variables de Grassmann impaires dans A(TpX) et €léments impairs de
End(€) anticommutent), la courbure A‘Zl de la superconnexion Au est un tenseur

donné par

2
2 g
(14) Au=(V) PV Veuy?

Dans (14), (Vg)2 est la courbure de la connexion Vg, VEV est 1a dérivée covariante

de V. Soit T linvolutionde &, telleque tT=+1 sur & . ,-1 sur § Pour

pair’ impair’

u> 0, on pose

(15) o, = ¢Tr [exp(- A2)]

-dego
ol @ envoie O € Apa“(T* X) vers (2ri) 2 «. Par Quillen [Q1], on sait que
? R

pour u 20, la forme o, est fermée et est cohomologue a O

De [B1, Théoréeme 3.2], il résulte que quand u — + <o, on a la convergence de

courants

n
(16) lim o = ﬂ“’LN) 5,
u—+oo Td(N,g™)
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Soit Ny l'opérateur de nombre agissant sur € par multiplication par j sur

§j(0 <j<m).
On pose
a7 B,=0¢Tr, [NHexp ( - Alz,)]
Soit (Td'l)’ (x5 X q) le polynéme caractéristique
(18) (Tdy x, ..., x) = ;%{Td"(x1 b, x + D)}

Alors il résulte de [BGS1, Théoréme 1.15], [B1, Théoréme 2.4], que pour u>0
(19) Y=g By-

De plus par [B1, Théoré¢me 4.3], quand u — + oo, on a la convergence de courants

@) im B, =- (1) (8, ¢en n, £7)5,

u— + oo

Plus précisément, on démontre dans [B1] que si B_ désigne le membre de droite de

(20), alors on a une estimation microlocale dans 1'espace des courants dont le front
. *
d'onde est inclus dans NR

1) Bu- Bw=0(-v%)

Suivant Bismut-Gillet-Soulé [BGS4, Définition 2.1], on est donc amené a
poser la définition suivante.

Définition 4 : Pour s€ €, 0 <Re(s) < % , ON pose

@ Rl = [0 By p
0
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On vérifie trés simplement que R(&, hg)(s) s'étend en une fonction holomorphe de

s pres de 0. On pose

2 rle.n0.

23) (e, 0

On montre alors dans [BGS4, Théoréme 2.5] le résultat suivant.

Théoréme 5 : Le courant T(E, hé) est somme de courants de type (p, p) et son front
d'onde est inclus dans N;. De plus T(, hé) vérifie 1'€quation de courants sur X

09

~— TE b = TaI(N, £ chn, g7 8y - chE, h)
1T

(24)

Preuve : (24) résulte en particulier de (19). Les propriétés de front d'onde de T(E, hg)
découlent de (21). ]

On appelle T(E, hg) un courant de Bott-Chern.
f) Classes de Bott-Chern.

Considérons maintenant la suite exacte de fibrés holomorphes Hermitiens

(25) 0->TY > TX;y > N-0.

Par les résultats de [BoC], [BGS1, Section 1f)], & une telle suite exacte, on peut
associer de maniére unique une classe de formes C™ sur Y qui sont sommes de
formes de type (p, p), modulo des @ ou 0 cobords, qu'on note

'f&(TY, Xy, gTX”) , telle que

e 2 Td(TY, Xy, ™) =Ta(rx, g™)- Ta(TY, ™) T (N, £).
(26) 2in

La construction de [BGS1] est relative a une suite exacte courte arbitraire de
fibrés holomorphes Hermitiens 0 - L - M — N — 0. On impose des propriétés
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fonctorielles évidentes 2 la classe Td, qui est en particulier telle que si la suite exacte
courte considérée est scindée holomorphiquement et métriquement, Td s'annule. La
classe Td est appelée classe de Bott-Chem.

g) Le genre R de Gillet et Soulé

Soit { la fonction zéta de Riemann. On introduit maintenant le genre R de
Gillet et Soulé [GS].

Définition 6 : Soit R(x) la série formelle

27 Rig= 3 ($%+22;(.-;))C(-r3)x

n impair
On associe a la fonction R le genre additif correspondant i R (x i) .
1

Remarque 7 : La série formelle R(x) a été obtenue par Gillet et Soulé [GS] dans un
calcul de la torsion analytique de P™(€) muni de la métrique de Fubini-Study. Cette
série est réapparue dans un calcul complétement distinct de [B2], qui joue un role
essentiel dans la preuve du résultat fondamental de [BL1, 2].

2
h) Calcul de Log(llcll(x'l(q))®x(§)

Nous énoncons maintenant le résultat de Bismut-Lebeau [BL1, 2].

Théoréme 7 : On a l'identité

P RO B TP LR

+fYTd'1(N, gMenln. ¢ Tafry, Xy, ™)

] f  Td(TX)R (TX)ch (g) + f Td(TY)R (TY) ch (n)

(28)
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2
Remarque 8 : Du Théoréme 7, on tire en particulier que Log (“ 0”(1( )lea (E:.)) est
n

donné par une formule locale sur X et Y. Ce résultat est moins inattendu qu'on ne
pourrait le croire, compte tenu du théor¢me de courbure de Bismut-Gillet-Soulé
[BGS1, Théoréme 0.1] relatif a la métrique de Quillen sur l'inverse du déterminant de
l'image directe.

Remarque 9 : La preuve du Théoréme 7 donnée dans [BL2] est simple dans son
principe, trés complexe dans sa réalisation.

p ~~
Soit N)é, Ny, les opérateurs agissant sur A (LI‘*( O'I)X) ®E j par multiplication
par p,j.
Pour u>0, T>0, onpose
=uDX + TV

Au,T

On montre alors dans [ BL2 , Théor¢me 3.5] que la 1 forme sur R: X R:

d X 2 dT 2
(29) o=, [Nvexp (- AWT)] E T, [NHexp( ; A\,,T)]

est fermée.

Soit B la 1 forme sur R: x R: déduite de o par le changement de variables

%* %
u—u, T—uT. Soit I' un rectangle de cdtés paralleles aux axes dans R_XR_ .

Al f =0.
ors I‘B

L'idée essentielle de [BL2] est de déformer deux cotés du rectangle vers les axes
oT , Ou , et donc en particulier de repousser les deux autres cotés du rectangle vers
I'infini. Dans ce processus la derniére étape est la déformation de la demi droite
d'origine (0, €) dans le repere (_O_"I' , 6?1) paralléle a OT quand € — 0. Cette

derni¢re étape est 1'une des plus difficiles (et intéressantes !) de [BL2].
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En général, les difficultés analytiques rencontrées dans [BL2] ont une origine

géométrique tres précise.

Disons seulement ici que pour u >0, quand T — + e, certaines supertraces
relatives a exp(- (uDX + TV)2) convergent vers des supertraces correspondantes
relatives a exp(- (uDY)Z), et ceci grice a la notion de théorie de Hodge transverse [B2,
Section 1], [BL2, Section 7]. Toutefois quand T — + o, les expressions locales sur
X obtenues par développement asymptotique des noyaux de la chaleur quand u — 0
relatifs a exp(- (uDX + TV)2) ne convergent pas au sens des courants vers les

expressions correspondantes pour exp(- (uDY)z). De maniére équivalente on ne peut
pas échanger les limites quand T — + o0 et u — 0.

Une grande partie du travail de [ BL2] consiste & mesurer l'impossibilité
d'échanger ces limites, d'ou l'apparition d'un terme correctif B (TY, Xy, gTX‘Y)
qui est local sur Y, et s'obtient par un calcul compliqué dans les fibres de TXy ol

interviennent différents oscillateurs harmoniques. B (TY, Xy, gTX“’) ne possede

pas a priori de formule explicite.

A ce stade, la situation pourrait paraitre désespérée. Toutefois le théoreme de
courbure de [BGS1] garantit en principe que B (TY Xy, gTX“') doit pouvoir
étre effectivement calculable. Le calcul de B (TY, TXy, gTX”) a été mené
complétement dans [B2] modulo des d et d cobords qui sont sans effet sur le calcul.
Le vrai miracle est en effet que la forme B (TY, Xy, gTX"’) est un cas particulier
d'un objet universel (ou fonctoriel) relatif a une suite exacte courte arbitraire 0 > L—
M — N — 0 de fibrés holomorphes Hermitiens. Dans [B2], on calcule B(L, M, N)

par déformation de la suite considérée en une suite scindée. La formule de [ B2]
exprime B(L, M, gM) (modulo des 9 et 9 cobords) a l'aide de la classe

Td (L, N, gN) et d'un genre additif D évaluée sur N, ou D est trés proche de R.

Pour préciser les choses au plan analytique, disons seulement que la fonction
K(X)=(X/2)/ sh(x/2) est étroitement liée au noyau de la chaleur sur le groupe
dHeisenberg. Cette fonction définit le genre multiplicatif de Hirzebruch. Par ailleurs
les preuves modernes du Théoréme d'indice local d'Atiyah-Singer [Ge], [B3], [BeV]
font apparaitre la forme de Chern-Weil A évaluée sur la courbure du fibré tangent
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comme €tant associée au noyau de la chaleur sur le groupe de Heisenberg, qui dépend
ici de la courbure de TX (ou X est la vari€té€ considérée).

Laclasse B (TY, Xy, gTX”) apparait d'un certain point de vue comme une

obstruction a la déformation des formes d'indice local sur X en formes d'indice local
sur Y, et ceci via des opérateurs agissant sur le groupe d'Heisenberg.

C'est dire l'importance de certaines techniques d'indice local dans [BL2]
essentiellement inspirés de Getzler [ G].

L'expression de certains opérateurs différentiels sous forme de matrices (2, 2) ou
(3, 3) joue aussi un role important dans [BL2].

Disons pour terminer que les propriétés de la propagation a vitesse finie des
solutions d'équations hyperboliques sont aussi utilisées dans [BL2], en particulier pour
rendre compatibles les techniques d'indice local et les techniques matricielles de [BL2].

On renvoie le lecteur a l'introduction de [BL2] pour plus de détails sur les

techniques qui sont utilisées dans [BL2]. La lecture de la totalit€ de [BL2] ne devrait
pas poser de difficultés majeures au lecteur averti.
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