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I. OPERATEUR DE SCHRODINGER.

On s’intéresse d’abord à l’opérateur suivant :

et V sont des polynômes réels sur Rn, de degré

_ r. On suppose que V(x) &#x3E;0 pour tout x, et on pose :
..........."

Rappelons la proposition suivante :

Proposition 1 [5]. L’opérateur P est essentiellement auto-adjoint, et les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La résolvante de P est compacte.

2. Il n’existe aucune rotation d’axes qui transforme tous les

polynômes et V en des fonctions indépendantes d’une des coordonnées.

Nous supposons désormais que la condition 2 est satisfaite, et nous

désignons par N(5l) le nombre de valeurs propres de P (répétées selon leur

multiplicité), qui sont 5lZ. Pour préparer le lecteur aux généralisations du

§II, rappelons l’encadrement de N(5l) donné dans [11]. On pose :

La propriété 2 ci-dessus équivaut à dire que M(x)-oo On pose

aussi :

Pour tout 5l &#x3E;0, désignons par No (A) le volume, dans de l’ensemble

des points (x, ~) tels que M(x, c;)2~À. On démontre dans [11] le résultat

suivant :

Proposition 2 [11]. Il existe une constante C&#x3E;1, ne dépendant que des

entiers n et r, telle qu’on ait :
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pour tout Â ~1, et pour tous potentiels A 1 ... An et V, de degré r, vérifiant

les hypothèses ci-dessus.

Lorsque le potentiel magnétique (Al’ ... An) est nul, ce résultat avait

été énoncé sous une autre forme, et démontré, dans Fefferman [3].

On peut compléter les résultats de [11] par un encadrement de la

trace Z(t) du noyau de l’équation de la chaleur associée à P :

Proposition 3. Il existe une constante C&#x3E;0, ne dépendant que des entiers n

et r, telle que :

pour tout et pour tous potentiels A1, ... An et V, de degré _r, vérifiant les

hypothèses ci-dessus.

Rappelons que, pour certains potentiels tels que V(x, y) = x2 y2 dans

R2, le potentiel magnétique étant nul, D. Robert [16] et B.Simon [17] ont
donné un équivalent de N(5l) et de Z(t). L’estimation de l’intégrale Zo(t)

nous permet seulement de donner un encadrement, qui s’écrit, dans ce

cas, pour t assez petit :

Remarquons que, pour un potentiel comme celui de cet exemple, la

formule classique de Weyl n’a aucun sens, puisque l’intégrale qui y

apparaît est divergente.

II. REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS.

Commençons par énoncer le résultat en partant de la forme

explicite des opérateurs étudiés, qui généralise celle de (1.1). On considère,
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dans IRn, p opérateurs différentiels d’ordre ~1, notés ... 1t(Xp). On fait

les hypothèses suivantes :

(Hl) Chacun des opérateurs Xi est de la forme suivante :

où les Aj et B sont des polynômes réels, ne dépendant que des variables

indiquées.

(H2) Il existe un entier r&#x3E;_1 tel que tous les commutateurs itérés, de

longueur &#x3E;_r+1, des opérateurs 1C(JS), sont nuls.

On s’intéresse alors à l’opérateur suivant :

Pour toute suite finie I = (il , ... d’entiers compris entre 1 et p, on note

XI le commutateur itéré )= ... (ad on note

1r(XI)(x, 4) le symbole complet de cet opérateur, et on pose = m. On pose

aussi :

On démontre dans [5] la proposition suivante :

Proposition 4 [8], cf. aussi [5]. Sous ces hypothèses, l’opérateur x(P) est

auto-adjoint, et à résolvante compacte, si, et seulement si :

(H3) M~(x, ç) - oo quand 1(x, 

On suppose désormais que les hypothèses (Hl), (H2) et (H3), sont

vérifiées, et on note N(~,) le nombre de valeurs propres de x(P) (répétées

selon leur multiplicité), qui sont A. Pour obtenir un encadrement de N(A),

on note N 0 (Â) le volume, dans IR 2n, de l’ensemble des (x, ~) tels que

M~(x, ~ )2 _ ~,. Nous pouvons énoncer le résultat principal, d’abord sous

une forme "explicite".
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Théorème 5. Il existe une constante C&#x3E;O, ne dépendant que des entiers p et

r, telle qu’on ait :

pour tout système d’opérateurs n(X1) ... n(Xp) vérifiant les hypothèses (Hl),

(H2) et (H3).

On remarque que les hypothèses (Hl), (H2) et (H3) décrivent

exactement l’ensemble des représentations unitaires irréductibles de

groupes nilpotents. Nous pouvons donc réexposer le théorème 5 sous une

forme équivalente, mais plus algébrique. On note 9 l’algèbre de Lie

nilpotente libre, à p générateurs Xl , ... X~ , de rang de nilpotence r. On

adopte, pour les crochets itérés des générateurs, la même notation XI que
ci-dessus. On note ôt (t&#x3E;O) les dilatations naturelles de l’algèbre de Lie ?

(application linéaires telles que b t XI = ), on note 5~ : ~ * -7 ~ *

l’application transposée de St. On note ) [ [ III une "norme homogène"

quelconque dans % * (c’est-à-dire une fonction continue &#x3E;0, ne s’annulant

qu’à l’origine, Par exem p le,

on peut prendre :

D’après la théorie de Kirillov, on sait que toute représentation unitaire

irréductible du groupe exp 9 correspond à une certaine orbite C 7r c *. En

fait, les opérateurs 7r(Xj) vérifient alors les hypothèses (H1), (H2) et (H3) ci-

dessus, avec un entier n qui dépend de x, et, pour tout l’opérateur

7r(X) est de la forme (2.1). L’orbite coïncide avec l’ensemble des formes

linéaires X- f (x, ~), où (x, ç) décrit R. 2n. L’orbite 0,, est munie d’une

mesure canonique g : quand on identifie t avec R2n comme ci-dessus,

cette mesure est simplement dx d~. (voir [8] et [5]). On pose
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L’énoncé suivant est donc équivalent au théorème 5.

Théorème 5’. Il existe une constante C&#x3E;0, ne dépendant que des entiers p

et r, telle qu’on ait :

pour toute représentation unitaire irréductible 1C du groupe exp ~ .
Ce résultat est à comparer avec celui de D. Manchon [9],

démontrant une conjecture de Karasev-Maslov [7]. En général, le résultat

de [9] ne s’applique pas à notre opérateur (2.2), mais à une classe

d’opérateurs qui contient le suivant :

Ces opérateurs sont, eux aussi, autoadjoints à résolvante compacte, et

l’encadrement de leur donné dans [9], s’exprime comme dans la

formule classique de Weyl. Cette formule n’aurait en général pas de sens

pour nos opérateurs, les intégrales qui y apparaissent étant divergentes.

On donne aussi un encadrement de la trace Z (t) = Tr en

posant :

Théorème 6. Il existe une constante C&#x3E;o, ne dépendant que des entiers p et

r, telle qu’on ait :

pour toute représentation unitaire irréductible 1C du groupe exp ~ .

L’idée de la preuve est d’appliquer la formule du minimax en

utilisant un système convenable de fonctions de L2(IRn). A défaut des

propriétés qu’on attendrait, (être une base orthogonale, se déduire d’une

seule fonction à partir d’une suite de transformations unitaires, rendre
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les normes des espaces de Sobolev associés à notre opérateur équivalentes

à celles d’espaces e2 avec poids, ...), ces fonctions vérifient une longue liste

de propriétés plus techniques, et qui s’approchent autant que possible de

celles qu’on voudrait. On s’inspire à la fois des idées de Perelomov [15]

(états cohérents), et de Meyer [10] (ondelettes).

III. PROBLEMES OUVERTS.

Soit maintenant V une variété compacte sans bord, munie d’une

mesure dJ1. Soit Xl , ... Xp un système d’opérateurs pseudo-différentiels

d’ordre 1, formellement autoadjoints. Avec les notations précédentes, on

note XI les commutateurs itérés, et XI (x, 4) leurs symboles principaux

(homogènes de degré 1). On suppose qu’il existe un entier r tel que les XI

forment un système elliptique d’ordre 1. Rappelons que cette

condition est nécessaire et suffisante pour que le système des X soit sous-

elliptique avec perte de 1 - 1 / r dérivée (cf [1]). On pose alors :

On s’intéresse à l’opérateur Pour encadrer son 

on note dxd4 une mesure symplectique dans T*V, et la mesure le

l’ensemble des (x, tels que M(x, ç)2~Â. On peut conjecturer le

résultat suivant :

Conjecture 7. Il existe une constante C&#x3E;0 (dépendant des £) telle qu’on ait

pour ~,&#x3E;0 assez grand.

Un encadrement du N(X) a été obtenu par Feffermen-Phong [4]

lorsque les X~ sont des champs de vecteurs réels. Pour tous R&#x3E;0 soit

B(x, R) la "boule" centrée en x et de "rayon" R pour la métrique associée

dans [4] à l’opérateur P. On pose :
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et on montre dans [4] que

C-1 Nl (C-1 ~,)  C N 1 pour assez grand.

La conjecture 7 n’est pas incompatible avec ce résultat. En effet

(dans une carte locale), si l’on note A(x, p) le volume de l’ensemble des

ç E IR n tels que M(x, ç) il semble qu’on puisse écrire, en combinant les

techniques de [4] et celles de Nagel-Stein-Wainger [12] :

lorsque les X. sont des champs de vecteurs réels. La conjecture 7 serait

donc une extension au cas pseudodifferentiel, qu’on pourrait peut-être

obtenir avec les techniques de [14], et de [2] et [3].
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