
Séminaire Équations aux dérivées
partielles – École Polytechnique

J. FLECKINGER
Comportement asymptotique des valeurs propres du
laplacien sur un ouvert à bord fractal

Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1988-1989), exp. no 18,
p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1988-1989____A19_0>

© Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(École Polytechnique), 1988-1989, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Équations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1988-1989____A19_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES

DU LAPLACIEN SUR UN OUVERT A BORD FRACTAL

J. FLECKINGER

CENTRE
DE

MATHEMATIQ UES
Unité de Recherche Associée D 0169

Séminaire 1988-1989

ECOLE POLYTECHNIQUE
F-91128 PALAISEAU Cedex (France)
Tél. (1) 69.41.82.00
Télex ECOLEX 601.596 F

Exposé n°XVIII 25 Avril 1989





XVIII-1

Résumé
On obtient ici le comportement asymptotique (quand À tend vers du nombre de

valeurs propres inférieures à À du problème de Dirichlet pour le Laplacien sur un ouvert à
bord fractal. On montre que le deuxième terme a une croissance de l’ordre de À6/2 Où 6
est la dimension de Minkowski du bord.

1 Introduction

Le son émis par un tambour dépend de son volume. Cette conjecture des physiciens
a été démontrée en 1911 par H. Weyl [25]. Plus précisément, si S~ est un ouvert borné de
Rn, de bord an suflisamment régulier, le problème aux valeurs propres :

possède une infinité dénombrable de valeurs propres réelles positives tendant vers +oo :

asymptotiquement on a 1"équivalence :

où 1.ln désigne la mesure n-dimensionnelle de Lebesgue et Bn celle de la boule unité dans
R,n.

C’est souvent en introduisant la "fonction de comptage"

(nombre de valeurs propres inférieures à À de (P)~ que l’on exprime (1) ; on a alors la
"formule de Weyl"

Dans la suite on étudie l’influence de l’irrégularité du bord an sur le comportement asymp-
totique de la fonction comptage.

Pour cela on considère, pour t = 0 et 1, les problèmes :

- déterminer À E C et u E vérifiant (au sens faible)
’ t - ¿lu = Àu dans n,
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avec, pour i =1, := Hl (n), l’espace de Sobolev usuel d’ordre 1 ; pour i = 0, Vo(f2) :_
est le complété de D(n) pour la norme de L’indice i précise donc les

conditions limites (homogènes) (i = 0 pour les problèmes de Dirichlet ; i = 1 pour ceux de
Neumann).

Aux problèmes (Ps ), on associe les "fonctions de comptage" Ni (a, Q), nombre de
valeurs propres inférieures à À des problèmes (Pi).

Pour i = 0 et S2 borné, la formule de Weyl (2) est toujours valable [19,20].
Poux i = 1, par contre, le bord ne doit pas être "trop long" pour que la formule (2)

reste valable [8,10,18,19,20].
Plus précisément, la distance dans Q doit être équivalente à la distance euclidienne

usuelle ; on a en particulier le contre exemple suivant :
Soit une suite d’intervalle ouverts disjoints (Ij)JEN, IJ pour 0  {3  1,

désignons par Qo l’ouvert de R2 : .

Le signe s5 signifie qu’il existe deux constantes positives encadrant a-1~2~~V’1(a, Si~).
Pour des ouverts très réguliers, on sait d’ailleurs précisément comment intervient la

mesure du bord dans "le son du tambour. Pour un ouvert de bord G°°, on a en effet
l’estimation "avec reste" [11,12,22].

Des formules analogues aux formules (2) et (3) ont été établies pour des ouverts irréguliers,
non bornés, et des opérateurs plus généraux par de nombreux auteurs. En 1966, en parti-
culier, la recherche sur ce sujet a été réactivée par le célèbre article de M. Kac [13] intitulé
"can one hear the shape of a drum ?", où l’auteur pose la question de savoir si la connais-
sance du spectre permet de déterminer complètement les caractéristiques géométriques de
n. La réponse est négative, comme l’a montré H. Urakawa [24]. Toutefois, la connaissance
du spectre donne de nombreux renseignements qui ont des applications ; il est par exemple
possible de détecter des fissures dans un objet car elles modifient sa "réponse vibratoire"
(il "sonne CTeux" ).

Dans la suite on considère des ouverts "à bord fractal" et on obtient une majoration
du "reste" No~~, S~) - ~p(~, S~). Plus précisément, si an a pour dimension de Minkowski 6,
on a [9,15,16] :
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Ce résultat a été obtenu en collaboration avec M.L. Lapidus qui a, depuis, étendu ce
résultat aux cas de certains problèmes de Neumann ou d’opérateurs plus généraux [14].

Avant de démontrer ce résultat (dans le paragraphe III) nous rappelons, dans le
paragraphe suivant, les définitions des dimensions de Hausdorff et de Minkowski ainsi

que la conjecture de M. Berry et les résultats de J. Brossard et R. Carmma.

II Dimensions fractales et conjectures
En 1980, lors d’une étude sur la diffraction des ondes par des fractals, M. Berry fait

(avec les notations précédentes), la conjecture suivante [1,2] :
Si n est un ouvert borné de bord an de dimension de Hausdorff H et de H-mesure

de Hausdorff alors :

La dimension de Hausdorff d’un ensemble r de Rn est définie de la façon suivante :
Pour E &#x3E; 0 fixé, on considère l’ensemble des recouvrements de r par des

ensembles de diamètre oi  ~ et on pose 
’

la quantité ma, ê, r) est une fonction non croissante de e, et on définit moa, r), la a-
mesure de Hausdorff de r par

La dimension de Hausdorff H de r est alors définie par

Si an est suffisamment irrégulier, on a H &#x3E; n - 1, et on justifie ainsi la terminologie de
"dimension fractale" utilisée, et actuellement très répandue [17].

Toutefois d’autres dimensions non entières existent, et, en particulier, la dimension de
Minkowski. Cette dimension peut s’introduire de diverses façons, et, de ce fait, on la trouve
dans la littérature sous des terminologies variées, telles que : dimension logarithmique,
ordre dimensionnel de Bouligand, "box counting dimension",.... Il s’agit en réalité de
l’extension par Bouligand [3], au cas fractal, de la dimension de Minkowski.

Soit r un ensemble de Rn ; désignons par r) le nombre minimum de boules de
rayon e nécessaire pour recouvrir r ; on définit alors 6, la dimension de Minkowski de r,
par
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Avec les notations précédentes ((6) et (9)), on a :

et donc

On peut aussi, pour définir 6, introduire la "saucisse" de Cantor Minkowski :

ici dist (x, r) désigne la distance euclidienne usuelle de x à r.
. Pour a &#x3E; 0, on définit la "a mesure supérieure de r au sens de Minkowski" par

on définit de même la "a-mesure inférieure" :

on dit que r a pour dimension de Minkowski 6 si

de plus si ¡.t*(6,r) = ¡.t*(6,r), cette quantité est appelée 6-mesure de Minkowski de r.

En 1984-85, J. Brossard et R. Carmona [5,6] montrent, à l’aide d’un contre exemple,
que (5) n’est pas toujours valable, et ils suggèrent de substituer 6 à H dans (5). En effet,
par des "estimations browniennes", ils obtiennent une inégalité pour la "fonction partition"
Z(t, n) := de la forme :

Cette estimation est valable quand an a pour dimension de Minkowski b et sous une
hypothèse supplémentaire sur ce bord (hypothèse de "densité capacitaire minorée").

La fonction partition Z(t, 0) est obtenue par transformation de Laplace de la fonction
spectrale du problème (Po) ; toutefois, une estimation asymptotique sur Z(t, n), quand
t --~ 0, est plus faible qu’une estimation asymptotique sur quand a -~ +00.

Le contre exemple de J. Brossard et R. Carmona est un ouvert de R2 constitué d’une
réunion dénombrable de carrés de taille décroissante : on considère un grand carré Go de
côté 1 ; à l’extérieur de Go, on "accroche", sur le tiers médian de chaque côté, quatre
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carrés de côté § et on recommence indéfiniment l’opération en plaçant régulièrement des
carrés de côté 3-p , p E N :

En blanc, un cube de côté 1~
En gris, 4 cubes de côté 1/3.
En hachuré, 20 cubes de côtés
1/9 .
En noir, les cubes de côté
1/27 .

on a là un "fractal régulier" pour lequel b = H = ~. Les auteurs "créent alors du
bord" en subdivisant chaque carré de côté 3-P en [aP] carrés égaux ([.] désigne la partie
entière de .), avec a &#x3E; 1. On a maintenant b &#x3E; H, et un calcul montre que, pour cet
ouvert, le "reste" Na(a, S~) - cp(À, 0) est de l’ordre de aaf 2.

III Démonstration 
’

Avec les notations précédentes, on démontre que

Théorème 1. Si n est un ouvert borné de Rn avec un bord 8Q de 6 mesure supérieure
de Minkowski M*, et de dimension de Minkowski EJra - tels que

La méthode utilisée ici est celle de courant [7,21] utilisant la formule du "mini-
max" et ses conséquences. Plus précisément on reprend exactement les démonstrations
de G. Métivier [19,20]. On considère une partition de Rn en cubes égaux et disjoints

de côtés rip = 2-p.

On définit par induction :
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On fait alors les remarques suivantes :

Remarque 1. n~ C avec e. = = ..¡n2-p. En tenant compte de la définition de
6 dans (9), on en déduit qu’il existe M &#x3E; 0 et po E N tel que, pour tout p &#x3E; po,

Remarque 2. Pour tout avec

Ceci est une conséquence immédiate du calcul des valeurs propres (positives) du Laplacien
sur un cube (avec des conditions limites de Dirichlet ou de Neumann).

Dans la démonstration on utilise aussi les deux estimations suivantes :

Proposition 1. D existe une constante positive e’, ne dépendant que de n, telle que
pour tout cube Q de Rn de côté t7 et pour tout a &#x3E; 0, on ait :

Cette estimation se trouve par exemples dans j7~.
Proposition 2. Si w est un ouvert borné convexe de Rn de dimaètre 6(úJ), il existe
une constante C" &#x3E; 0 qui est indépendante de w, telle que, pour tout f E 

où L désigne Ia, valeur moyenne de f sur w.

Cette estimation se déduit de [8,10,18] ou [20], lemme 3.7 p.15’l.
On choisit maintenant a suffisamment grand pour que P &#x3E; po. On obtient un en-

cadrement du "reste" en utilisant la formule de "Dirichlet-Neumann

bracketing" [7,21]. Ainsi :

Par conséquent :
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Dans (15), étudions d’abord le "terme intérieur"

En utilisant (11) et (13) on obtient

Par conséquent il résulte de la définition de P, (12), que

On étudie maintenant le volume de la "bande frontière" . On déduit de la remarque 1 que

Il résulte alors de (10) et (12) que

Il reste enfin à estimer le "terme de bord" Ni ( A, S~P). Pour cela on utilise les méthodes de
[8,10,18 ou 20], et, en particulier, la proposition 2 ci-dessus.

Soit

et

on a donc :

Il résulte alors, que comme dans la remarque 1,

on prolonge alors u e par 0 en dehors de f2 et l’on note par û ce prolongement.
Sur chaque cube on approxime il par sa moyenne urp et sur chaque cube

on approxime ic par 0.

Sur on approxime ainsi u par
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On remarque que v est dans un sous-espace de de dimension ~B’ et il résulte de
la proposition 2 que

avec rp = Urp EB 
La constante cio ne dépend que de n et f2.

Ainsi, compte tenu de (12) et (18)

et le théorème 1 résulte de (15), (16), (17), (20).

Remarque 3 : L’inégalité (20) se déduit de (19) en utilisant la notion de k épaisseur et
le lien avec la théorie spectrale donné dans [4,8,18,19,20].

Remarque 4 : Cette démonstration s’applique aux problèmes de Neumann pour des
ouverts ayant la propriété de 1 prolongement.

Remarque 5 : La démonstration de [9] est plus simple ; on considère en effet une réunion
de cubes 0 contenant et on majore par No(À,8). Prenant

on a, pour B, une estimation analogue à (18) si l’on remplace l’hypothèse (10) par :
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