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1 Introduction

Nous donnons ici un bref résumé de résultats récents (voir [4]) qui concernent
l’existence, l’unicité et la stabilité de solutions d’équations différentielles ordinaires et
d’équations de transport. Ces résultats autorisent des coefficients peu réguliers, et per-
mettent donc de traiter de nombreux exemples intervenant dans l’étude des modèles
cinétiques (voir [5]) ou en Mécanique des Fluides (voir [6] et la section III ci-dessous).
Une description rapide de ces résultats est donnée dans la section II. Signalons néanmoins
qu’il s’agit d’étudier des flots associés à des équations différentielles ordinaires plutôt
qu’une solution individuelle correspondant à une condition initiale fixée. En effet, l’étude
globale du flot permet d’éliminer un ensemble "exceptionnel" - dont il faut démontrer,
par exemple, qu’il est négligeable pour la mesure de Lebesgue - de conditions initiales
"singuliers" pour l’existence, l’unicité ou la stabilité.

Les démonstrations des résultats présentés dans la section II peuvent être trouvés dans
[4] : elles reposent sur une étude précise des équations de transport associés ("point de
vue Eulérien" ) et notamment sur la notion de solutions renormalisées de telles équations.

II Principaux résultats
Soit n un ouvert borné régulier de RN ( N &#x3E; 1), soit B (x ) un champ de vecteurs dans

RN -dont la régularité sera précisée ultérieurement- . On s’intéresse à l’existence, l’unicité
et la stabilité de solutions de

Outre le caractère homogène de cette équation différentielle ordinaire - hypothèse qui n’est
pas fondamentale pour les résultats qui suivent -, nous supposerons pour simplifier (voir
[4] pour un cadre plus général) que Q est un domaine invariant i.e.

où v désigne le nombre unitaire (par exemple extérieure) à On. Nous noterons À la mesure
de Lebesgue sur fi et par Y o À la mesure image de À par une application mesurable Y de
fi dans n (par exemple) de sorte que Y o À est alors une mesure sur n et

Nous utiliserons la condition suivante

avec 0, et où Xt(x) = X~t, x) est solution de (1).
Enfin, nous dirons que X est un flot p.p. associé à (1) si X C C(R; L’ (Çi» et si X

vérifie
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Remarques : 1) Les conditions (3), (6) et (*) entraînent bien sûr

1

2) D’autre part, la continuité dans LI de Xt et les conditions (*) impliquent que B(Xt) E
C(R; si B E q  00).

3) Enfin, (*) entraîne (4).
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un des résultats prouvés dans [4].

Théorème 1. Soit B E vérifiant (2), tel que div B E L’(n).
I~ ~I existe un unique flot p.p. X associé à (I), vérifiant (*) avec 

De plus, p.p. x E S2, B(X) E C(R), X E (1), (3) et (6) ont lieu E R, ~/s E
R) ; et si p &#x3E; N, ces affirmations sont exactes pour tout x E Q.

3) Le flot X vérifie aussi

et X est l’unique solution de (7) dans L°°(R x ~)..

4~ Soit (Bn)n E W1,I(n) (pair exemple) vérifiant div Bn E L°°(Si) et (2) (pour tout n &#x3E;

1), on note X n le flot p.p. correspondant et on suppose que Bn converge dans L1 (S~) vers
B. Enfin, on suppose que divBn converge dans L1(S~) vers divB ou bien que (divBn))n est
bornée dans L-(Ç2). Alors, Xn converge vers X dans C([-T, +T]; LQ(!1))(Vq  oc), 
converge vers ~- dans C((-T, +T~; L1(S~)) pour tout T en particulier Xn(.,x)
converge vers X(~, x) uniformément sur tout compact de R, pour presque tout x E ~2.

Remarques :
1) La question de l’unicité d’un flot p.p. sans supposer (*) est ouverte.

2) Dans [4], nous donnons un exemple où N = 2, B E E)o,1(), div B = 0
pour lequel deux flots p.p. distincts préservant À existent. Cet exemple indique que
la régularité supposée sur B est en général "optimale". Restent néanmoins deux
cas "limite" intéressants pour lesquels nous conjecturons que des contre exemples
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similaires à celui mentionné ci-dessus devraient être possibles : il s’agit du cas où
B E BV(R2), divB = 0 et du cas où B est une solution stationnaire des équations
d’Euler dans R2 dans le cas incompressible telle que B E L 2, rotB est une mesure
bornée c’est à dire

où désigne l’espace des mesures bornées sur Q.

Un tel contre exemple -grâce à la construction utilisée dans [6] et que nous rappelons
dans la section III ci-dessous fournirait un exemple de non unicité pour le problème de
Cauchy correspondant aux équations d’Euler dans R3 dans le cas incompressible, pour des
données initiales L2.

3) Des contre exemples classiques (voir [4] pour plus de détails) indiquent que la condition
de bornitude sur divB E est fondamentale : elle l’est de toute façon pour
assurer (~). On peut toutefois l’affaiblir légèrement en supposant que E 

avec a &#x3E; 0 et on peut également la remplacer pa,r ~ div ( B w ) E où ( w, w -1 E
il convient alors de remplacer À par wA.

4) Des résultats analogues pour des flots dans l’espace entier sont possibles et nous ren-
voyons le lecteur à [4] pour des énoncés précis.

5) Si l’équation différentielle n’est plus homogène i.e. si B dépend de t, des résultats
similaires restent vrais (voir [4]) : il convient alors de supposer que
B E L1 (o, T; W 1~1 (S~)), div B E L1(0, T; (avec T oo [). Le résultat de sta-
bilité donné dans (4) est alors vrai à condition de supposer que Bn converge faiblement
dans vers B et + h) - ] -~ 0 si 1 h ] -~ 0
uniformément en n.

6) La démonstration du Théorème 1 repose sur l’étude de l’équation de transport associée
à (1) à savoir si B e le flot X donné dans le théorème 1 vérifie (1), (3), (6)
pour tout x e Q et ~ E C (R ; 

ou f ° est une condition initiale fixée. Cette étude est rendue possible grâce à la no-
tion de solution renormalisée de (9) : soit f ° e L°(S~) - ~ f mesurable de !1 dans
R, If 1  oop.p.}, nous dirons que f E L°(R x !1) est une solution renormalisée de
(9) si, pour toute fonction (3 E ,Q( f )(E L°°(R x ~2» est solution de (9)
au sens des distributions pour la condition initiale ,~( f ° ) ; et ceci a un sens dès

que /3 E L1(]0,T[x!1) et div NB E L1(]0,T[x!1) (si on pose l’équation (9) sur
]0, T[x!1...). On vérifie bien sûr aisément que toute solution renormalisée de (9)
appartenant à par exemple est solution au sens des distributions, par
contre la réciproque n’est pas vraie en général et elle le devient si on suppose que
B E L1 (o, T; W 11 (~)), divB E L1 (0, T; L°°(~)).
Avec cette notion de solutions, on peut démontrer le résultat suivant (voir [4] pour

plus de détails) qui permet notamment de démontrer le Théorème 1 :
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Théorème 2.- Soit B C Wl(52~ vérifiant (2~, tel que divB E L’(Q). Soit f° E 

l~ Il existe une unique solution renormalisée f E LO(R x Q) de (9). En particulier, f
vérifie : .- E C(R; et

De plus, on a :

p.p. x E S2 où X est le flot donné dans le Théorème I.

2) Si B E et si f E T; 6]0, oo~~ est une solution au sens des
distributions de (9) oo, alors f est une solution renormalisée.p 9

3) Soit e (par exemple) vérifiant divBn E L°°(Q) et (2) (pour tout
n &#x3E; 0). On suppose que divBn converge dans vers divB ou que (divBn)n est

bornée dans Soit C LO(Ç2), on considère la solution renormalisée de (9)
correspondant à que l’on note fn, on suppose que converge en mesure vers

f ° E LO(O) et on désigne par f la solution renormalisée de (9) correspondante.
Alors, fn converge vers f en mesure sur Q, uniformément en t E [-T, +T](VT E

]0, oo[), i.e. a(( f n - f )(t, x) &#x3E; quand n tend vers +oo, uniformément en t e
n

[-T, +T, Va &#x3E; 0. Si de plus f ° converge vers f ° dans LP(S2) avec 1  p  oo, alors fn
converge vers f dans uniformément en t E [-T, +T] (VT e] 0, oo[).

Remarques : L’analogue (ou l’adaptation au point de vue Eulérien) des remarques faites
après le Théorème 1 est valide.

Nous donnons dans la section suivante diverses applications à la Mécanique des
Fluides : signalons également les applications à l’équation de Vlasov-Poisson données dans
[5] ainsi que des applications à la propagation du chaos moléculaire dans le contexte de
systèmes conservatifs (problème à lV corps et équations de Vlasov) où, notamment grâce
à l’entropie, et les résultats précédents, il est possible d’obtenir la convergence (forte dans

des densités réduites vers une solution renormalisée de 1"équation de Vlasov (travail
en préparation [7]).
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III Applications à la Mécanique des Fluides
Nous décrirons ici brièvement quelques applications des résultats précédents à des

modèles de fluides incompressibles, correspondant à l’évolution d’un fluide remplissant une
région donnée de R2 ou R3 et nous considèrerons toujours l’un des trois cas suivants : Q
ouvert borné régulier avec conditions aux limites de type Dirichlet, le cas périodique dans
chacune des coordonnées (Q est alors un rectangle ou un parallèpipède) ou enfin le cas où
Q est l’espace entier. Bien entendu, dans le cas d’un fluide non visqueux la condition de
Dirichlet ne porte que sur la composante normale (à ân) du champ de vitesses. Pour la
plupart des résultats présentés ci-dessous, nous prendrons la liberté de ne pas rappeler ces
conditions aux limites sauf, bien sûr, lorsque nos résultats dépendent du type de conditions
aux limites.

Nous commençons par le cas des équations de Nevier-Stokes en dimension 3 à savoir
/4 ’B

avec v &#x3E; 0, T &#x3E; 0, f E ~(0,r;~(H)~) ~ E L2(~)3 et div u = 0 dans .D’(~), où p
est le champ de pression i.e. une fonction scalaire sur ~0, T) x 0 que l’on absorbe dans
la formulation faible classique après multiplication par des fonctions à divergence nulle.
L’existence de telles solutions ( "faibles" ) est connue depuis les travaux fondamentaux de
J. Leray [15], [16], [17] et E. Hopf [13]. La représentation lagrangienne de tels flots, utile
pour certaines questions numériques ou pour une approche géométrique (voir V. Arnold
[2], D. Ebin and J. Marsden [11]...), a été étudiée par C. Foias, C. Guillopé et R. Temam
[12] où il est montré l’existence d’une telle représentation (préservant les volumes) pour
chaque solution faible. Il s’agit donc de résoudre

et les résultats de la section précédente (et de [4]) donnant immédiatement l’existence,
l’unicité et la stabilité de tels "flots Lagrangiens" ç(t, x) préservant la mesure de Lebesgue
pour chaque solution faible u de (12). De plus, e E W1,OO(0, T; L 6(fl» et pour tout
t E [0, T], il existe une application de Q dans Q (ri E L 6 (il)) telle que q 0 À = À et
e(t) o = x p.p. dans n (et q c 

Le deuxième exemple d’applications consiste en une généralisation de (12) au cas de
fluides nonhomogènes : on introduit alors la densité p fonction scalaire sur il et on considère
maintenant le système
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avec p° E 0 p.p., m° E L2(S~}, v E C([0, oo); (0, c)o»,
T &#x3E; 0, f EL 2(0, T; L6/5(n)), Q ouvert de R3. Bien sûr, si Q = R3 ou si on impose des
conditions aux limites de Dirichlet ( ~c E T ; Hô ( S~) ) ), il n’y a pas lieu d’imposer des
conditions aux limites sur p ; par contre, dans le cas périodique, on doit imposer que p est
également périodique.

Grâce aux résultats de la section II, on obtient le théorème suivant (dont la
démonstration figure dans [6]).
Théorème 3. Sous les conditions précédentes
I~ II existe une solution (p, u) du système (14~ - (I5)

2~ Toute solution (p, u~ du système (I4~ - (I5~ vérifie

En particulier, si 0, p(t) &#x3E; p &#x3E; 0Vt E [0, T] et u E L°°(0, T ; L~ (S~) ).
Remarques.
1) Ce résultat généralise les résultats de Antonzev et Kajikov ~1~, Kajikov [14] où seul le

cas p &#x3E; 0 est considéré (pas de vide) et où la partie 2) n’est pas démontrée.

2) L’unicité est bien sûr ouverte puisque le système (14) - (15) contient le cas homogène
i.e. les équations de Navier-Stokes (prendre p° - 1 auquel cas, d’après 2), p -1 sur
(0, T) x !1).

3) Le type d’application des résultats de la section II sous tendue par le résultat précédent
peut être appliqué à certains modèles incompressibles de la MHD ou de la théorie k - e
de la turbulence.

Nous considérons maintenant le cas des équations d’Euler bi-dimensionnelles dans le
cas incompressible i.e.

si l’on considère la formulation en vitesses, ou

si l’on considère la formulation en vorticité ; dans les deux cas, on impose des conditions
initiales : = u 0 oejt=o = W’ dans Q et wo = rotuo, divuo = 0 dans S. Si S ::1 R2, @ la
condition aux limites de Dirichlet est

et dans le cas périodique on suppose u°, wO périodiques et f w°dx = 0 et on impose que
u, w soient périodiques. L’existence de solutions classiques uniques est bien connue, le cas
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"limite" où l’unicité est connue étant lorsque c~° e L°°, u° E L2 (voir Yudovich [21]) : dans
tous ces cas, le flot Lagrangien est également uniquement déterminé et ce est constante le
long des trajectoires des particules. Hors du cadre régulier, une autre situation présente
également un intérêt aussi bien pratique que théorique : il s’agit des nappes de tourbillon
où l’on suppose que u° E L2 et que wo est une mesure bornée. Nous renvoyons à A. Majda
[19] pour une revue sur les équations d’Euler et en particulier sur ce point particulier et à
R.J. DiPerna et A. Majda [9], [10] pour une étude des nappes de tourbillon.

Nous allons ici nous intéresser à la situation intermédiaire : u° E E LP(1 
p  Dans ce cas, l’existence de solutions faibles est connue dans la formulation en
vitesses (u E L’ (0, oo; Xp) où Xp = lu E L2, Vu E W1,p si p &#x3E; 2) ou
dans la formulation en vorticité si p &#x3E; 4~3(c~ E L°°(0, oo; LP), u E Loo(O, oo; n L 2)
d’où Wu E L°°(0, oo; Lq) avec q &#x3E; 1 grâce à l’inégalité de Sobolev), voir A. Majda [18], [19]
pour ces résultats. A l’aide des résultats de la section II, on obtient aisément le

Théorème 4.

1) Il existe une solution renormalisée w de (.t8) et u est une solution faible de (I ?. En
particulier, w E C(~0, oo); et

2) De plus, toute solution renormalisée w de (I8) est une solution faible si p &#x3E; 4/3 et
toute solution fa6ible de (I8) est une solution renormalisée si p &#x3E; 2. Enfin, si p &#x3E; 2 et si u
est une solution faible de (I7), alors w = rotu est une solution renormalisée de (I8).
Remarques :
1) La partie 1) du Théorème 4 peut être étendue au cas où wo 1 log wo 1 E LI (on a alors

W E E C( Lo, °°) 1 w~ ’ ~ )) °

2) De plus, on sait qu’il existe pour chaque solution (w, ~c) un unique flot Lagrangien et
que w est constante le long de ce flot.

3) Dans le cas où, par exemple, Q est borné et on impose des conditions aux limites
de Dirichlet, on peut obtenir une solution faible dans C( (o, oo); L2 ) en supposant que
fo o0 1 où ce* désigne le réarrangement décroissant de Cette
condition est légèrement moins restrictive que 1 L’.

4) Si n = R2 ou si on considère le cas périodique, dans la limite où la viscosité v tend
vers 0, la vorticité wv converge (à une sous-suite près) vers la vorticité c~ solution
renormalisée de (18) dans 

Enfin, nous concluons avec une brève remarque sur les équations d’Euler dans le cas
incompressible en dimension 3. La persistence de solutions classiques est un problème
classique (voir A. Majda [19] pour une description détaillée des phénomènes en jeu, et
notamment pour une condition de non explosion, condition due à T. Beale, T. Kato and
A. Majda [3]). Nous voulons ici simplement mettre en lumière l’impossibilité de trouver
des estimations a priori dans  s  1,1  p  oo) pour les solutions C°°. La con-
struction de tels exemples est très simple dans le cas de conditions aux limites périodiques
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sur le cube (= n) par exemple. On considère alors des flots de dimension 2, 5(!) à savoir
u = (périodique en de période 1 par exemple). Alors, û = (ul, u2) est
solution de l’équation d’Euler bidimensionnelle et u3 vérifie

où C désigne le carré unité. L’utilité de nos résultats pour ces flots de dimension 2,5
nous a été signalée par A. Majda. D’après les résultats de la section II (et le théorème
4), pour toute solution faible U(E de (17), limite de solutions régulières
et si u3 E L2 (C), il existe une unique solution renormalisée de (21) u3 E (7([0,oo);I~)
qui est limite de solutions régulières correspondant à une régularisation de ù d’une part
et de u~ d’autre part et qui est donnée par : u3(t, x) - p.p. x E C
où X est le flot Lagrangien (unique) correspondant à il. On peut alors vérifier que si

n’est pas Lipschitzien pour un temps to &#x3E; 0, alors il existe u3 E L2

(par exemple) de norme arbitrairement petite tel que explose pour un temps
t E i.e. +00 avec t E [0, to]. Par approximation, on a ainsi
construit une solution régulière vérifiant : S, sup 1/6

où 6 &#x3E; 0, to &#x3E; 0, p E [1, oo) sont arbitraires. Le cas W~"’ s’obtient de la même façon.
Des exemples presque totalement explicites sont possibles même s’ils peuvent cacher la
généralité du phénomène : il suffit pour cela de considérer il = (0, uo de sorte que
u3 = tuô(xl)) et on choisit alors et U2 0 de manière convenable. Les quelques
résultats et remarques qui précèdent concernant l’équation d’Euler bi et tridimensionnelle
seront détaillés dans [6].
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