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Le but de cet exposé est de décrire un traitement mathématique de la
substitution de Peierls et de l'effet de de Haas-van Alphen. A part des
travaux classiques de Peierls [P] et de Onsager [0], nous avons été inspirés
par plusieurs travaux mathématiques, tels que: Avron-Simon [ASi], Nenciu
[N1-3], Bellissard [B1,2], Guillot—Ralston-Trubowitz [GuRT]. (On donnera
aussi quelques références a la littérature physique.) Nous avons appris
'utilité des fonctions de Wannier dans [B1,2],[IN1-3], et dans notre travail
précédent, [HS1], nous avons utilisé de telles fonctions dans le cas ou
'opérateur de Schriodinger périodique (avec champ magnétique zero) admet
une bande simple dans son spectre. Dans ce cas, nous obtenions une
réduction de 1'étude du spectre et de la densité d'états a celle des quantités
correspondantes pour un certain Hamiltonien effectif, qui est un opéraeur
pseudodifférentiel obtenu par 1a substitution de Peierls'’. Dans
[B1,2],[IN1-3] des réductions & une matrice infinie étaient données, et de
telles réductions jouent un réle comme étape intermédiaire dans notre
approche. Dans [GuRT] on trouve des constructions de certaines solutions
approchées (BKW) de 1'équation de Schrodinger magnétique avec 1'effet de
de Haas-van Alphen comme motivation, ainsi que quelques résultats
partiels concernant le spectre. Dans ce travail on voit bien apparaitre les
valeurs propres du probleme de Floquet avec champ O.

Plus récemment nous avons réussi & éliminer 'hypothése de ''bande
simple’’. Les fonctions de Wannier habituelles disparaissent alors, mais
subsistent sous une forme modifiée dans le choix de certains opérateurs
auxiliaires. Dans cet exposé on ce place dans ce cadre plus général. Voir
[HS2] pour plus de détails.

n
Soit VeC®(RN:R) I'-périodique, ou I"=@Zej , et les €] forment
1

une base de RN: V(x+%)=V(x) pour tout ¥ eI'. Soient
Ay,..,An€C®(RN;R), et supposons que le ‘‘champ magnétique’’,
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B=d(ZAjdxj) soit constant sur RN. On s'intéresse alors au spectre et a la

densité d’états pour 1'opérateur de Schrédinger magnétique (1'0.S.m):
(M PB,V=Z(ij+Aj(x))2+V(x).

Par conjugaisons par des facteurs exponentielles, on voit immédiatement
que si B est donnée, des choix différents de A ménent a des opérateurs
unitairement équivalents. Comme on suppose que B=%ij,kdxj/\dxk, avec

— -1
bj, k= —b,j constant, on peut prendre Ay (x)=3Zbj yx;.

Dans le cas B=0 on peut employer 1a théorie de Bloch—-Floquet: Soit
*={y*eRN*: ¥¥* 212} le réseau dual, et posons ‘Jﬁe={ueL?oc(R"):
u(x+%)=e"Ou(x) pour tous ¥ eI}, ol ©€ RN*/T'* (ce qui est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire LZ standard sur un domaine fondamental

de I'). L'opérateur U, défini par: Uu(x,8)=% u(x-¥)el¥© est unitaire de
r

LZ(RN) sur [®%gde et 'inverse est donné par

U~ lv(x)= (Vol(RNM*/T*))~1[ v(x,6)de.
P=Pg,y est alors unitairement équivalent a J®Pgde, ol Pg est 1'opérateur
essentiellemnt autoadjoint, obtenu en faisant agir Po y au sens des

distributions sur ¥ g. On sait aussi que le spectre
[o20)

de Pg,y est purement absolument continu et de la forme U Ji , ou
0

Ji={Ex(8); @€ RN*/T"*}. Ici Eg(8)<E((8)=<.. sont les valeurs propres de Pg.
Dans le cas d'une bande simple: Jko» (disjoint de Jy quand k #ko) la
substitution de Peierls dit que si B est petit et pour des énergies proches
de Jy,» '0.S.m. est ''bien approché’’ par V'opérateur pseudodifférentiel:
Eko(Dx +A1(X),..,Dy +An(X)).

On fixe maintenant zgeR. On veut étudier le spectre et la densité
d’états prés de 1'énergie Zg, quand B est petit. On commence par le cas
B=0:

Proposition 1. 1l existe un entier N>0, et des fonctions analytiques,
\pj:]Rn*/I‘*—-* %g, pour j=1,..,N, tels que pour tout 6€ RN*/T'* et pour

tout z dans un voisinage complexe de zg, 'opérateur

Pg-z R-
*(z,0)= : %8 XCN— %gxCN
R 0

+
est bijectif. Ici %§=%90H?0C(]R“), et R+ sont définis par
Rpu()=(l¥je;q, R-=R1.
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Si zg appartient & une bande simple, Jko , alors on peut prouver que
Ker(Pe—Eko(e)) est un fibré trivial sur RN*/T'* (Voir [N1],[HS1]), et il en
résulte que Von peut prendre N=1, et \91(6)=\P(9)€Ker(P9—Eko(e)) avec

hl=1.
Soit
E(z,8) E4(z,6) )

&(z,0)=
E-(z,0) E- 4 (2,0)
'inverse de ®(z,0). (Dans le cas d’une bande simple on obtient
E_ +(z,e)=z—Eko(e), avec le choix de R4 que 1'on vient d'indiquer.)

Observons que z appartient au spectre de Pg, o(Pg) siet seulement si 0
appartient au spectre de E_ , (z,6). Ceci résulte des formules:
(Pg-2)"1=E(z,0)-E(2,0)(E_ (z,0))"E_(2,8),
E_,+(z,0) 1=-R_(Pg-2)"IR_.

Rajoutons maintenant un champ magnétique constant, B. Pour un m
convenable, soient 1y(x,§),..,1,(x,£) des formes linéaires et indépendantes

sur T*RM= RMxRM* telles que,

(2) {]j’]k}= <B,ej/\ek>, for j,k=1,..,n.

Ici {a,b} désigne le crochet de Poisson: £(d¢;a)(dy;b)-(3y.a) (3¢ b), pour
a=a(x,£), b=b(x,€£) dans C®(T*RM). Par exemple, on peut toujours
prendre m=n et lj(x,§)=€j+Aj(x) (ce qui correspond a la substitution de

Peierls classique). Parfois on peut aussi avoir m<n. (Ainsi 'opérateur de
Harper correspond aux choix m=1 quand n=2, dans un contexte 1égérement
différent.)

Soit 6=(64,..,8p), ou ej=<e,ej>, et pour ces coordonnées (duales) sur
RN*, définissons 1(x,£)=(1y(x,£),..,1,(x,€)) comme un point de RN*.
Observons que <B,eAf>={<e,1(.)><f,1(.)>} pour tous e,feRN. Nous avons
alors:

Théoreme 2. 11 existe une fonction C*, g=q(B,z;6) a valeurs dans les
matrices NXN, définie dans un voisinage de {0}X{zg}X(RN*/T"'*) dans

RN(n=1)/2x Cx(Ch*/T*), holomorphe en 2,0, telle que pour z,B dans un
voisinage de (zg,0) dans CxRN(N=1)/2 nous avons 1'équivalence:
(3)  zeo(Pg y)e0ea(0p¥W(g(B,z;1(x,6))).
De plus, g(0,z;0)=E__ (2,0).

Ici o' = "spectre de'’, et si a appartient a une classe convenable de
symboles sur T*RM, 0p¥W(a) désigne la quantification de Weyl:
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(4)  opW@@u)=[Iel*=YMN a((x+y)/2,Muly) dydn/(2m)M, ue S(RM).
Nous désignerons souvent par la méme lettre, le symbole et son quantifié
de Weyl.

Esquisse de la démonstration. On retourne d'abord au cas B=0, et on pose
éo,j(x)=U'1(\Pj)(x), @X,j(x)m@o,j(x—x). Dans le cas d'une bande simple,

et avec les choix indiqués apres la Proposition 1, les fonctions <I>X=<1>x,1
forment une base orthonormale du sous—-espace spectral associé a Po,v>
Jko- Ce sont les fonctions de Wannier, utilisées par Bellissard [B1,2] et
Nenciu [N1-3]. Dans le cas général, 1'analyticité de ¥;j par rapport a e,
entraine que ®¢ jest a décroissance exponentielle: Il existe une constante
C>0 telle que, Iéo’j(x)lsCe’“I/c pour tous xeRN, et nous avons le
méme type d'estimation pour chaque dérivée de ‘I’O,j- (En effet, on utilise

ici une version légérement renforcée de la Proposition 1, a savoir que 1'on
peut choisir les Y; C* en x.)

Utilisant U", on trouve qge
Po.yv—-2 RY¥
*O(2)= ’
RQ 0
est bijectif, ou (Rgu)(}{)j=(u|<1>x,j)L2(]Rn), et RO=(RQ)* (=1'adjoint

complexe de RS’_) . Si
EO(z) EQ (2) )

80(z)=
EQ(z) EQ +(2)
désigne 1'inverse, alors EQ +(2) est donné par la matrice (de blocs),

E(.)_+(z;o(,,B)=S}'(E_+(z,.))(B—d), ol F(f)() désigne le coefficient de

Fourier en o €T, de la fonction feC®(RN*/T"*). Grace & la décroissance
exponentielle de la fonction éo’j, on peut montrer que 80(z) reste borné

HZ(RM)x12(r:cN) — L2 x12,

aussi dans certains espaces a poids exponentiels.
SiB #0, on doit considerer Pg y comme une perturbation singuliére de

Po,v- Enplus, Pg y ne commute pas en général avec les transiations par

les éléments de I'. On utilise alors des translations’’magnétiques’’ (Voir Zak
[2], Luttinger [L], Bellissard [B1,2] et Nenciu [N1-3]): Pour «€TI", on pose
TBu(x)=e(1/2)<B, XA > y(x - «) et on vérifie que:

(4) [Pg,y,T&I=0.

On ne peut pas utiliser la théorie de Floquet (en général) car les Tg ne
commutent pas (en général) entre eux:
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(5) T§TR=e 1B, XAB>TRTE.
on pose @8 ;=T8&, ;. RBu()j=(ul2f ), uel2(RM), RB=RE*,
PB,v-2 RB
*B(z)=
RB 0
Soit H§ ={ueL2(RN); (Dy;+Apu, (ij+Aj)(ka+Ak)ueL2 pour tous j,k).

C'est un espace de Hilbert.
Proposition 3. Pour (z,B) dans un voisinage de {z(}Xx{0} dans

CxRMN=1)/2 Yopérateur Pg(2) est bijectif: HgZx12 — LZx12, Si
EB(z) EB(2)
8B(2)= ( )

EB(z) EB +(2)
désigne 1'inverse correspondant, alors la matrice de EB..+(Z) est de la

forme, EB  (2)=e(i/2)<B, XA B> (B, 7:a(~ B), oli f est C™ en B,z et
holomorphe en z, avec
(6) IaxBr(B,z;o()l =Cy e~ Mol pour un M >0 convenable, indépendent de

¥
(7) 1(0,z;)=F(E_ (z,. ))(-).

De plus, zeo(Pg y) si et seulement si 0eo(EB , (2)).

L'idée est d’'utiliser que P,y est proche de Pg v, dans tout compact

fixé quand B est assez petit. La méme chose vaut pour PB et PO et il se

trouve, que 1'on obtient des inverses approchés en utilisant des partitions
de 1'unité convenables, les translations magnétiques et 80,
Les matrices de Ta forme Mp(f)(«, )=el1/2)<B,XAB> (- B) avec

fe1(I") forment une algébre. Nous pouvons écrire Mp(f)=Z r(d)f&B,
TgB=Mp(8y) 0l 84(B)=1si =, et =0 sinon. Nous avons,

(8) T&B’CEB=8KB’dAB>TEB’C&B-

Grace au choix des lj, on vérifie que,

(9) @<, 1(X,Dx)> o1 <B,1(X,Dx> = i<B, XA B> ¢i<B,1(x,Dx)> ¢i<,1(X,Dx>
En fait, i< 1(%,Dx)> =gpW(ei<&,1(X,£)>) et nous pouvons utiliser le
calcul de Weyl des opérateurs pseudodifférentiels. (Voir [BoGH], [H6].) A
M g(f) nous pouvons alors associer 1'opérateur pseudodifférentiel,

OpW(Zf(d)eKo‘vl(xv@))):Opw(gol), ou g est la fonction sur RN*/I'* donnée
par f=J(g). cette correspondance commute avec la composition des
opérateurs.
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Dans le cas ou f est a décroissance exponentielle, on peut montrer a
'aide d'un théoréme de R.Beals [Bel, que
(10) ag(Mmp(f))=c(0p(geN).
Appliquant ceci & 1a fonction, f , donnée dans la Proposition 3, nous
obtenons le Théoreme 2.
Remarque 4. Si on veut appliquer de I'analyse semiclassique, on peut fixer
un champ B, et considérer hB avec h— 0. Si ly,..,1, sont adaptés & B alors

nous pouvons associer a hB les formes linéaires lj(x,hé). et 'étude du
spectre de PhB,V est alors réduite & celle du spectre de V'opérateur

’semiclassique’’: 0pW(g(hB,z;1(x,h£))).

Les mémes réductions s’appliquent a la densité d’états. Soit FeC(R).
Alors F(PB,V) est un opérateur régularisant; le noyau distribution, K(x,y)

est de classe C® et vérifie: K(x+%,X+%)=K(x,X) pour tous xe RN, wer.

Suivant Shubin [Sh], et d'autres auteurs, nous introduisons la trace
moyenne’’,
(1) tr F(Pg y)=JoK(x,x)dx/Vol(R),

ol  est un domaine fondamental de I". Si F=0, alors tr F(PB,V)?_O, et il
existe donc une mesure de Radon unique pg y (“’la densité d'états’’) telle
que,

(12) {r F(Pg )= [F(2) pg,y(d2).

Soit feC8°(C) une extension de F telle que dF=0(]Im(z)]). Alors,

JF(2)
(13) F(Pg,)=-0/m)[ == (z-Pg,y)~ ! L(d2),
b4

ol L désigne la mesure de Lebesgue sur C=R2. SiF et F ont leur support
dans un voisinage suffisamment petit de zp, nous pouvons appliquer la

formule, (z—PB,V)“z—EB(z)+E§(z)(EQ+(z))"E§(z), et le fait que EB(z)
est holomorphe in z, pour obtenir,

3F(2)
(14) F(Pg,y)= —(1/11)j_._a _ EB(z)(EB L (2))~1EB(2) L(d2).
2

Ensuite nous prenons la trace de cette relation. On peut montrer que,
(15) treBeB )~1eB= {r(eBeBEB )N,
ou,
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(16) {r(Mp(M=(vVou) ™! tr(f(0))=(2m)~N"[tr g(6) do, f=Fg.
RN*/T*

De plus,

(17) EBeB=0eB _/3z.

Si Q=0pW(ge1l) est V'opérateur introduit dans le Théoréme 2, nous
obtenons:

3F(2) _
= tr((3Q/9z)-a-1 L(dz)/Vol()

ya
Ici, dans le cas des quantifications de Weyl, nous définissons tr(op¥(q))
comme la valeur moyenne de la trace du symbole q. (Cette valeur moyenne

existe dans le cas de (3Q/3z2)-Q~1).

(18) {r F(Pg,y)=-(1/m)]

On peut voir 1(x,£)=0(x,£),..,1(4(x,£)) comme une application linéaire

surjective: T*RM — RN*, avec la propriété:

(19) {<e,1(.)>,<1,1(.)>}=<B,eAf>, pour tous e,fe RN,
Les fonctions lj décrivent alors 1(x,£) dans les coordonnées duales sur RN*:
9j= <ej,9>.

Sin est pair et B est de rang maximal, on peut choisir une base f,..,f,

de RN (qui n'a plus rien & avoir avec le réseau I'), telle que pour les
coordonnées correspondantes:

n/2
B=Z dyj+n/2Adyj
1
Sion change les Ij en 1;=<fj,1>, on constate que les x;=1j, §j=]j+n/2’
l,sjs%n forment un systéme partiel de coordonnées symplectiques sur
T*RM. Avec B repmlacé par hB, Q prend la forme:
(20) Q=Q(h,z,x",h€'"), ou (x”,€”)=(x1,..,x%n,ﬁl,..,ﬁ%n).

Ici on identifie les opérateurs et leurs symboles de Weyl, et Q(h,z,0) est 1a
fonction g(hB,z,8) exprimée dans les coordonnées duales, ej: <ej,e>.

Si n=2n'+1 est impair et de rang maximal, on peut choisir la base
(f15.-,fp) telle que
!

n
B=2% dgn'+jAdgj
1
Toujours avec lj= <ej,l> , on obtient un systéeme partiel de coordonnées

symplectiques sur T*RM, en posant Xj=1js €j=]n’+jv I<j=n’, X' 4 1=1p, et
remplagant B par hB, Q devient:
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(21) Q= Q(h,z;x"",hE" x4 105 (X6 =Xy 0% €1+ ERD).

Ici x4 1 est un paramétre. Ecrivons Opp(a(x,£))=0pW(a(x,h)), et disons
que a est le symbole de Yopérateur h—-pseudodifférentiel. Soit a®pb le
symbole de 1'op. h—pseudodiff. Opp(a)°0pp(b). Si X eL®(RN*) est & support

compact avec la propriété: £ X(6-a)=1, on obtient la formule:
oel

(22) {rF(Ppg, )=

[IIx(®zF(2Ntrl9,Qth,z;x", ", 1)#n Q™ 1(h,z;x"*, €', 1)] L(dz)dx''d€" dt
™ VoI(RN/T) [fXdx"'dg" dt '

Ici, on identifie les opérateurs h—pseudodiff. avec leur symboles, et en
particulier, Q~! désigne le h-symbole de 1inverse de Opp(Q).
L'opération #|, ne concerne que les variables x/,£'/, et dans le cas n=3,

on est donc ramené & la composition d’opérateurs pseudodifférentiels en
dimension 1. Dans ce cas, B est de rang maximal, dés que B #0. Les plans
t=Const. s'identifient alors avec les translatés de (KerB)L.

On supposera désormais que n=3, et dans ce cas on va étudier 1a mesure
de densité d’états et mettre en évidence un comportement étroitement lié a
'effet de de Haas—-van Alphen en physique des solides. (Une explication
heuristique de ce phénomene fut donnée par Onsager [0], voir aussi [AsM].)
Avec zg€R fixé comme avant, on introduit 1a surface de Fermi:

(23) F(zg)={0€R3*: z5eT(Pg)).

On suppose:
(H1) Pour tout 6€F(zq), z( est une valeur propre simple de Pg.

Pour 8¢ dans un voisinage convenable de F(zp), on désigne par A(8) la
valeur propre de Pg, qui dépend analytiquement de © et qui vaut zg sur
F(zg). La deuxiéme hypothése est alors que:

(H2) dX(6) #0 pour tout 8€ F(z().

On fixe maintenant un B #0 (bien que toute la discussion soit
uniformement valable, si B varie dans un petit voisinage d'un Bo #0). Soit

% =(KerB)L cR3*. On suppose:
(H3)Si 8g€e F(z() alors: ou bien d()\|90+%)#0 en 6y, ou bien

Hess(X | g4 4 9¢) est défini (positif ou négatif).
Autrement dit, si un translaté de % coupe 2}‘(20) en un point, alors soit on
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a une intersection transversale, soit le point d'intersection est isolé et on
a un contact d’ordre deux exactement entre le translaté et ¥(zg).

La derniere hypothese est:
(H4)Pour tout 6geR3* et toute composante, K de F(zq), 1'ensemble

(6p+¥)NK est compact.
On en déduit que toute composante de (6g+ %)NF(zp) est soit un point,

soit une courbe analytique fermée. De plus, la distance entre différentes
composantes de (6+3¥)NF(zp) est minorée par un £5>0, qui ne dépend

pas de 6.

Utilisant seulement (H1),(H2), on montre qu'’il existe des composantes,
Kiy.., KM de F(zg) (avec M<+o0) telles que (Kj+l"*)nK,< #2 sijFk, et

M
F(zpg)=U U (Kj+7§). Soit J(Kj)={b’el"*;Kj+{“o’)=Kj}. On montre
j=1¥el*

(en utilisant toutes les hypotheses) que, si e0€1R3*\‘.}6, alors si Kj est
compact on a J(Kj)z{o}, et si Kj est non-compact, on a J(Kj)=2gj, ou
gj=tje0+hjer‘, avec tj>0 et hje%. Dans le cas compact, on pose Ej=]R3*
et dans le cas non—-compact on pose Ej={te0+h;he%,05t<tj}. Ainsi dans
tous les cas, Ej est un domaine fondamental de J(Kj). Soit Qj=ﬁanj, ou

N M
Qj={xe]R3*; dist(x,Kj)=dist(x,&'(zo)}. Avec Q*=UQj, on montre alors
1

que (R*+¥)INN* est de mesure 0 pour tout ¥ €I'*\ {0} et que

1L_|J£S'Z*+‘K)=lR1
Dans la formule (22), on prend X=(1q*)*p, ol p=p'(x",£'")@8(t), ol

p”eC8°(]R2) est a support dans un petit voisinage de O et d'intégrale 1. On
peut aussi décomposer X en EXJ-, avec Xj=(‘Qj)*P-

Pour zeR voisin de zp, soit rj(z,t) 'aire du domaine borné dans teg+%,
dont le bord est (te0+%)n(:}‘(z)nﬂj), ceci pour t dans l'intervalle des
valeurs telles que cette intersection soit non-vide. (Dans le cas ou Kj est
non-compact, rj peut s'étendre en une fonction périodique par rapport a t,
et dans le cas compact on a aussi une extention C™® 3 Rt qui est

non-unique.) On suppose:
(H5) Les points critiques de t+— fj(Zo,t) sont non-dégénerés.
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On arrive alors au résultat suivant:
Théoreme 5. Soit n=3 et fixons B#0. On suppose (H1)-(HS). Il existe alors
£0>0 et b(.,h)eL‘(]zo-eo,zo+80[) tels que pour tout
FeC8(lzg-€g,zp+Eg) dépendant aussi de h>0, mais vérifiant:
(24) F,F',F'"=0(h~No),
pour un N> O arbitraire mais fixé, on ait:
JF(2)b(z,h)dz
+0(h®™®), h— 0.

TVol(R3/T)Volg* A gt(R3*/T*)
Ici, B* est 1a forme duale de B, bien définie sur %. On peut aussi décrire b
de la maniere suivante: Pour chaque j=1,..,M, soient Tj,k» 1=k=m(j) les

(25) tr F(PhB, )=

point critiques de t+— rj(zo,t). Alors,
M m(j)
(26) b(z)=bo(2)+Z = bj k(2),
j=1k=1
ol 8?b0(2)=®(1), h— 0, pour tout v=0,1,2,.. . bj,k est une contribution

d'un voisinage de Tj,k- Pour la décrire, on fixe j,k et on supprime j,k des

notations la plupart du temps. On a alors un symbole classique d’ordre 0:
f(t,z:h) avec f(t,z;0)=1’j(t,z). Soit (T(vh;h),L(VLh;h)) la solution prés de

(T,zg) du systéme:

(27) 94f(t,&;h)=0, f(T,{;h)=vh,

pour UeN et Uh proche de rj(T,zo). Alors T(s;h), ¢(s;h) sont des symboles
classiques d’'ordre 0, avec 94 elliptique , et il existe un symbole
classique, m(z,s:h)>0 d'ordre 0, tel que

(28)bj k(z:M= £ hm(z,vh:h) H(x(z-3(0h:h)) 12-L(Vh;h)] 2,
lvh-1(T,2(;0) <&
ou 8¢ est petit. De plus:

)
(29)m(Z(vh:h),vh:h)=12 gz?-rr(r(vh;h),g(vh;h);h)lé

Le signe, * dans (28) est celui de agr/azr.
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