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I Introduction

Nous donnons ici une bréve présentation de résultats récents (voir R.J. Di Perna and
P-L. Lions [2],[3],[4]) concernant I’équation de Boltzmann

of

(B) 3¢

+&V.f=Q(f,f) dans (0,00) X R" xR"

ou N > 1. La fonction inconnue f = f(¢,z,£) représente la densité de molécules au
temps t, au point z et avec la vitesse £ dans une description statistique d’un gaz raréfié de
molécules que nous supposerons soumises a aucune force, afin de simplifier la présentation.
En particulier, ceci explique que f est non-négative

(1) f>0 dans (0,00) x R™ xR".

La nonlinéarité de I’équation de Boltzmann réside dans ’opérateur quadratique @
apparaissant au membre de droite de (B). Ce terme, appelé opérateur de collision, est
donné par (en chaque point (¢, z))

) ann=[ e[ U118 6w

ol nous notons pour toute fonction p(§)

(3) o' =p(&'), px=p(&), PL =p(E)

et ol &/, ¢! sont construits & partir de &, £.,w de la maniére suivante

(4) =¢-(6-¢bww, & =&+ (£ &, w)w.

La fonction B(z,w) (z € RY,w € SN~1) est appelée noyau de collision et dépend de
l'interaction des molécules (potentiel intermoléculaire). L’exemple le plus simple d’un tel
noyau de collision est donné par

() B(z,w) = |(2,w)] ,

ce choix correspond au modele dit des sphéres dures (les molécules sont alors considérées
comme des spheéres entrant en collision de maniére parfaitement élastique). Physiquement,
le terme Q(f, f) représente le taux de variation de la densité f due aux interactions et
collisions des molécules.

Il est important de remarquer que (4) est en fait une paramétrisation de ’ensemble
des vitesses (¢’, £,) (physiquement, vitesses aprés collision) vérifiant
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¢ + &, =€+ & (conservation de la quantité de mouvement)

[€']2 + |&L12 = |€]2 + |&|* (conservation de I’énergie cinétique).

Nous supposerons toujours que B vérifie

(6) B nedépend que de |z| etde (z,w), B>O0.

Le caractere quadratique de @ et le manque d’estimées a priori pour les solutions de
(B) ont conduit divers auteurs & résoudre (B) avec un “petit parameétre” (temps petit,
données initiales petites ou proches d’une solution particuliére de type Maxwellienne, libre
parcours moyen petit ...) ou & étudier des modéles approchés (solutions spatialement ho-
mogenes, i.e. indépendantes de z, modéles a vitesse discréte, approximation de 'opérateur
@ ...) et nous renvoyons le lecteur & C.Cercignani [1] (et & [2]) pour une bibliographie exten-
sive ainsi que pour 'obtention de I’équation de Boltzmann A partir de ’étude de systémes
infinis de particules et de I’hypothése de chaos moléculaire, obtention sur laquelle nous
reviendrons dans une publication ultérieure.

Sous la seule hypothése que B vérifie

(7 B € Lioe(Br x S¥71), (1 + lflz)_l/ A(§+2)dz >0 si [{] - oo

Bgr

pour tout r < oo, ot A(z) = [¢n_, B(2,w)dw, nous présentons ci-dessous un résultat
d’existence globale d’une solution faible de (B) (définie ci-dessous) lorsque f est prescrite
ent=0

(8) 7(0,z,8) = fo(z,¢) ze RN, ¢eRY

et fo vérifie

(9) fo>0, / fo(1 + |€]® + |z|® + | Log fo|)dzd¢ < oo.
RN xRN

Ce résultat d’existence globale est en fait une conséquence directe d’un résultat de stabilité
(pour une topologie faible) des solutions faibles de (B) que nous énoncerons ci-dessous avant
le résultat d’existence globale. Signalons également que ’hypothése (7) est une version
faible d’hypothése de troncature angulaire (angular cut-off) initialement introduite par
H. Grad [10].

Nous ne donnerons aucune démonstration des résultats énoncés ci-dessous et nous
renvoyons le lecteur & [2],[3]. Signalons néanmoins que la démonstration du résultat de
stabilité repose sur trois idées :

1) Il est possible pour de nombreux modeéles de transport (linéaires ou non) d’opérer des
changements non linéaires de fonction inconnue, technique appelée renormalisation
des solutions, qui permet d’obtenir en particulier de nombreuses bornes a priori ;
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2) les moyennes en vitesse (£) de solutions d’équations linéaires de transport ont, sous des
conditions tres générales, un gain de régularité assurant notamment des phénomenes
de compacité locale. Ces résultats ont été pour la premiére fois observés par F. Golse,
B. Perthame et R. Sentis [9], voir aussi F.Golse, P-L. Lions, B. Perthame et R. Sentis
[8], P. Gérard [7], R.J. Di Perna et P-L. Lions [5],

3) il est possible d’écrire des formulations faibles de I’équation de Boltzmann en I’intégrant
le long des caractéristiques.

Ces méthodes ne sont pas seulement utiles a la résolution des équations de Boltz-
mann, mais permettent également d’aborder de nombreux modéles de théorie cinétique
comme les équations de Vlasov-Poisson, Vlasov-Maxwell, avec ou sans terme de collision
de type Boltzmann ou Fokker-Planck, et nous renvoyons le lecteur & [5], [6] pour plus de
précisions. Signalons aussi que le traitement de certains de ces modéles nécessitent ’étude
de “caractéristiques généralisées” (voir [6]). Remarquons enfin que les solutions globales
(faibles) de (B) que nous construisons, vérifient une inégalité d’entropie, ce qui permet
une étude (partielle) du comportement asymptotique quand ¢ tend vers +oo ou quand
le libre parcours moyen tend vers O (limite hydrodynamique), sujet qui fera ’objet d’une
publication ultérieure.

II Quantités conservées et estimées a priori

L’identité formelle suivante est obténue par des considérations élémentaires de symétrie
basées sur la forme de B induite par ’hypothese (6)

(10) [, @teopde

1
1 ] Ble-ewdstantoel - oo w v - v - ul)
RN xRN xSN-1
pour toutes fonctions ¢ et 1. Les relations liant £/, ¢!, € et £, impliquent donc que
[ + ¢, — ¥’ — 9,] est identiquement nulle si ¢ = a + b.£ + ¢|¢|? ot a,c € RN. Grace 2

cette remarque, on déduit facilement que les solutions de (B) - au moins formellement -
doivent vérifier les invariances suivantes.

(11) / / f(t,z,€)dzd¢ est indépendant de ¢ (conservation de la masse)
RN xRV
(12) // f(t,z, £)€dzdE est indépendant de ¢
RN xRV

(conservation de la quantité de mouvement).

(13) // f(t,z, €)|é|*dzd¢  est indépendant de ¢

RN xRN
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(conservation de I’énergie cinétique).

(14) // f(t,z,€)|z — €t|*dzd¢  est indépendant de ¢

RN xRN

(évolution du moment d’inertie).

Comme f > 0, les invariances (11),(13),(14) donnent bien siir des estimées a priori. La
derniére identité remarquable (connue) satisfaite formellement par les solutions de (B)
est I'identité d’entropie que 1’on obtient en remarquant que (10) implique (en prenant

¥ = Log p)

XA

1
(15) —/ , @y o) Logpdt = 2 Bd¢dé.dw{p'v. — pp.} Log oo, 2O
® RN xRN xSN-1 )
Et en reportant dans (B), ceci donne facilement
d 1 1 g f'f.
(16) a fLngd$d5+4— dBd¢d¢.dw{f'f.—ff.} Log 77 =0
RN xRN RN xRN XRN xSN-1 '

d’ou en particulier
(17) / fLog fdzd¢ est décroissante par rapport & ¢ .
RN xRN

De toutes ces identités remarquables, on déduit tout d’abord que si fo > 0 est une
donnée initiale vérifiant

(18) Ro = / fo(1+ €] + |z|?)dzdé < oo
RN xRN

alors (formellement) f(t) >0 et

(19) [[ 100+ + 1o eP)dzde = Ro , w0

RN xRN

ol f(t) est une solution de (B) vérifiant (8). D’ou en particulier

(20) sup ([ 10lal?asde < o(7, Ro).
telo,T) A,
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De plus, on démontre grace a (16) (et (17)) et aux bornes précédentes que si fo vérifie

(21) Ri = / fo| Log foldzdé < oo
RN xRN
alors
(22) sup / / £(¢)| Log £(£)|dzdé > C(Ro, Ry)
>0
RN XRN
et

(23) /Omdt ]| dndedtcao Ble - e 0)tr s - 11y Log I

RN XRNXRN xSN-1 ff*

< C(RO’ Rl) .

Dans tout ce qui suit, nous dirons qu’une suite de solutions f, (classiques ou faibles)
de (B) est bornée si les bornes naturelles (au vu de ce qui précéde) suivantes sont vérifiées

(24) J| st +ie <om), pa e,

BRXRN

e [ " || dedeiteao BULE - fatnyLog 20 < o(r 1)

Br xRN xRN xSN-1 fnfn.

(26) [/ dzd€ fu(t)|Log fa(t)] < C(R,T), pp. t€)0,T]

Br xRN

pour tous R, T €]0, 00| .

VI-5



IIT Formulations faibles de I’équation de Boltzmann

Nous dirons que f € C ([0,00[, L} (Br x R")) (VR < o) est solution de (B) si
Q*(f,f)(1+ f)~t € L'((0,T) x Bg x Bg) (VR,T < c0) et si f vérifie

(26) {;% + E.Vz} Log(1+ f) = -1—i?Q(f,f) dans D'(]0,00[xRY x R¥)

\
ou on note

QT (f,N)=[ [ d&dwBf'f.,Q (f,f)=f [ d&dwBff.=[L(f), L(f) =

RN xSN-1 RN xSN-1
Jr~ F+A(€ — &) de sorte que Q = QT — Q™ .
On peut alors vérifier (voir [2]pour plus de détails) que pour toute solution f de (B) on a
1) Si Q%(f, f) € L. (J0,00[xRN x RN), alors (B) a lieu au sens des distributions
2) pour toute fonction 8 € C}(R) telle que 8’(t)(1 + ¢t) est bornée sur [0, co]

(27) {%+€-Vz}ﬂ(f)=ﬂ’(f)62(f,f) dans  D'(]0, co[xRY x R¥)

3) en notant pour toute fonction ¢ , p#(t,z,£) = p(t, z + t&, €), pour presque tous
z,& € RN, f# est absolument continue par rapport a ¢t , Q* (s, f)# € L'(0,T) (VT <
00) et pour tous 0 < s < t < 0o

29) 740~ 146) = [ @l N* (oo

(20)
o - r* e (- [

t o

L(f)#(a)do) = / t QT (f, )* exp (— / L(f)#(f)d7> do.

IV Principaux résultats

Les bornes (24) et (26) impliquent bien sfir que, & une extraction de sous-suite pres,
on peut toujours supposer qu’une suite bornée f™ de solutions de (B) (au sens de la section
III) converge faiblement dans L' ((0,T) x Bg x R") vers f (VR,T < c0). On démontre

alors le

Théoréme 1.— Soit f" une suite bornée de solutions de (B) convergeant faiblement
dans L' (]0,T[xBg x RN) vers f (VR,T < ).
. On suppose que le noyau B vérifie (7). Alors
i) g~ f™d€ converge vers [ fpd€ dans L'(]0, T[xBr) (VR,T < oo) pour tout
¥ € L°°(]0,00[xRY x RY) & support compact en z.
ii) fRN QE(f™, f™)wdé convergent en mesure vers fRN Qi(f, f)vd¢ pour tout
¥ € L*(]0,00[xRY x R¥ 3 support compact.
iii) f est solution de (B).
iV) ET,R(f) < li'l;nET,R(f") ou

Erp(p) = [ dt [, dz [[] Bd¢d¢.dw(p'y!, — pp.) Log ££=
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A l’aide de ce résultat, par un procédé d’approximation, on déduit le

Théoréme 2.— Soit fo € L1 (RN x RV) vérifiant (9). Alors il existe
f € C([0,00] ; L (RN x R¥ solution de (B) telle que f lt=o= fo, vérifiant en outre (11),
(12) et

(13) J| tonerasac< [ plazae, w20

RN xRN RN xRN
(14) f(t)|z — ét|*dzdg < folz|*dzd¢ , vt >0

J .
(16')

1 [t re f'1

J| r@yiossryasae+ 5 /O s |[[[]  daBadcants's. - 11108 it
RN xRN RN XRN xRN xSN~-1

< / foLog fodzd€ , ¥t > 0
RN xRN

(30) Q™(f,f)1+f)~! € L™(]0,0[L' (RN x Bg))

QY (£, )1+ f)"t € L' (J0,T[xRY x Bg) (VR,T < o0) .
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