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Etats excités pour une équation de Dirac non linéaire
Méthode des "coefficients gelés"

Mikhael Balabane

RESUME Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec T.Cazenave, A.Douady, et F.Merle. Les
démonstrations complétes sont 3 paraitre aux Comm.Math. Physics (1989).

On y montre l'existence d'une infinité d'états stationnaires pour I'équation de Dirac:
iyuauw - my + (y*y)y = 0.:L'analyse des états propres de cette équation, solutions séparables en
coordonnées sphériques, se raméne 2 l'étude d'un systtme dynamique non autonome dans R2. Le
nombre d'états propres est fourni par le nombre d'intersections de la variété stable de 'origine (pour ce
systtme dynamique), avec la courbe des données initiales admissibles. L'étude fournit I'existence d'une
infinité d'états stationnaires, indexés par le nombre de nocuds de la trajectoire des fonctions
composantes.

1. INTRODUCTION.

L'équation linéaire suivante a été écrite par Dirac pour rendre compte des

champs spinoriels dans R Elle n'a pas €été dérivée a partir de lois de conservation,
mais de lois d'invariance. Plus précisément, Dirac voulait décrire un phénoméne
invariant, comme 1'équation des ondes, par translation, rotation, transformation de
jauge, et transformation de Lorentz. Il ne disposait que d'une seule donnée de Cauchy
physiquement fondée. 11 est alors naturel de décrire le phénoméne par une racine
carrée de 1'équation des ondes. Pour cela il montre que le systéme différentiel d'ordre
minimum de carré égal au d'Alembertien est d'ordre quatre et s'écrit:

4
D,y= Ziv“gau-w— my =0
0

143

ou Wy est une fonction de R""~ dans c, X, désigne la variable temporelle t, et

x=(x1,x2,x3) est la variable spatiale. m est un réel positif (Ia masse) et les matrices y
sont les matrices 4x4 de Pauli suivantes:

0_[1 o] p [0 O
T=lo-11 Y T|-0, 0

t=[p o=y ofea=li Tobeazlp 1)
=lo 1%1T o/%27i 0% T|o -1

On a alors:
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DnD_n=-@-A+m?I,

Si on cherche les non linéarités locales invariantes par les mémes groupes de
transformation, seuls deux types de non linéarités sont admissibles dont 1'un s'écrit:

FWy avee yy= (%) ,
C

L'objet de cet exposé est I'équation de Dirac non linéaire:

4

®  Yirsly - my=Fywy
0 H

dans le cas ot F=Id (modeéle de Soler des Fermions, voir [4].) Les résultats restant
vrais pour toute fonction F telle que F(0)=0, F(eo)=o0, F'>0.

Cette équation a été étudiée par J.M.Chadam [7], J.M.Chadam et
R.T.Glassey [8], et Mme Choquet Bruhat-Christodoulou [9] dans le cas ot m=0. Et
derniérement par Bachelot [10] et par Diaz-Figueira [11]. Leurs résultats fournissent
l'existence globale d'une solution a petite donnée de Cauchy.

Par ailleurs, des physiciens théoriciens tels Ranada et Soler ont proposé des
solutions de I'équation (D) qui joueraient le rdle de fonctions propres de 1'opérateur
linéaire:ce sont les états stationnaires, ou solutions localisées, de 1'€quation de Dirac,

c'est 2 dire les solutions y de la forme y(t,x) = ei® @(x) ol ¢ s'écrit en
coordonnées sphériques (r,6,¢) sous la forme:

v(r)
0
o(r, 8, 0) =iy (r)cos 6
ie ®u (r)sin 6

L'équation de Dirac se réduit alors pour les fonctions radiales u et v au systéme
dynamique non autonome suivant:

(S) A v - 02— (m- ) - $u
Sid%=u(v2—u2--(m+ w))

Pour éliminer les solutions singulieres a 'origine, il faut imposer la condition
Q1) u(0)=0

De plus, en vue d'obtenir des solutions de charge finie (y(t,.)e Lz), on impose la
condition suivante:

(C2) lu(r)| +|v(r)] =0 pour r — e
La conjecture de Soler est que les solutions localisées introduisent une

"quantification" de 1'équation: plus précisement: I'ensemble des solutions de (D)-
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(C1)-(C2) forment une suite indéxée par la suite croissante vn(O). Uz premier pas

dans cette direction est d'établir 'existence d'une infinité discréte de solations de (D)-
(C1)-(C2).Clest I'objet du présent exposé.

Plus précisément, nous montrons l'existence d'une infinité de solutions (D)-(C1)-
(C2) indexées par l'indice de (u,v) par rapport a l'origine, et correspondant 2 des
données initiales, pour v, croissantes. Nous prouvons de plus que les données
initiales admissibles sont majorées.

2. ENONCE DU RESULTAT.

Pour tout x donné, x>0, il existe une solution locale (u,,v,) @ (S) telle que
u(0)=0 et v(0)=x. Notons son domaine maximal d'existence par [O,R‘[ Le probléme

est de trouver les données initiales x telles que la solution correspondane soit globale
(ie. Rx=°°) et vérifie (C2). C'est un probléme de tir, non autonome, pln.

Le résultat principal est le suivant:

THEOREME : On suppose 0<w<m. Il existe une suite (X,)n>q croissarte bornée de
nombres positifs tels que, si nous notons (uy,vy,) la solution de (8), (C1) telle
que v, (0)=x,, alors pour tout n positif on a:

(1) la solution (u,,v,) est globale,

(ii) u, et v, ont exactement n zeros sur ]0,+oo[,

(ii1) (u,,v,) , satisfait (C2) et converge exponentiellement vers (0,0) quand
r tend vers l'infini .

Remarque 1 : Le premier résultat d'existence de 1'état fondamental (i.e. solution
d'indice nul) pour 1'équation de Dirac non linéaire est paru dans [2].

Remarque 2 : La condition we (0,m) est pratiquement nécessaire pour l'existence
d'une solution (voir Remarque 4.2 dans [2]).

Nous supposerons dans toute la suite que we (0,m)

La démonstration détaillée du théoréme est donnée dans [1]. Les difficultés
essentielles proviennent bien sir de la non linéarité, et du fait que le systéme est non
autonome.

Les étapes essentielles de la démonstration sont les suivantes:
- D'abord 1'étude qualitative des systémes associés au systeéme (S), associés

en "gelant” la non autonomie : i.e. I'étude des systémes (Sp) a coefficiznts constants

obtenus a partir de (S) lorsque le coefficient variable aura été remplac€ yar une valeur

constante égale a sa valeur pour la valeur p de la variable r. L'idée est que I'étude de
(S) est qualitativement 1'étude du mouvement le long de la "photograptie” (Sp), etla

régle du jeu étant qu'il faut "changer de photographie” au cours dc temps, pour
décrire un mouvement suivant (SP) au moment p. Les propriétés inteczssantes sont

les propriétés invariantes par rapport a p, et les valeurs de p pour lesquelles le
systeme présente une bifurcation.

- Puis I'étude de (S) en utilisant les outils introduits par 1'étude de (Sp).
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3. ETUDE DES SYSTEMES (Sp)

Pour tout p>0, considérons le systéme autonome plan suivant:

%%:v(vz—uz—(m—(o))——pz-u
(S,)
P -%rl=u(v2—u2—(m+o)))

L'étude de ces systémes montrera une bifurcation pour la valeur 1/w de p, le
systeme dynamique changeant de type topologique au passage de cette valeur.

Nous commengons par 1'étude asymptotique (pour r tendant vers 1'infini) du
systeme (S), qui est fournie par I'étude de (S_,).

3.1 ETUDE DE (S_):

Ce systéme s'écrit:

L v - (m- )

S. g

Ev=u(vz—u2—(m+m))

C'est un syst¢eme Hamiltonien présentant trois points critiques. Le
Hamiltonien associé est:

H(u, v) = —;—[—;—(vz -u?) -mv?Z-u?) + 0+ v2)]

Toutes les trajectoires sont périodiques, sauf les variétés stables-instables du
point col, situé a l'origine.

L'allure des trajectoires est donnée par la figure 1.
3.2 ETUDE DE (SP) pour p>1/w

Le systéme présente trois points critiques & distance finie:un col a l'origine, et
deux puits aux points u=0,v=(m-(:L))1'2 et n=0,v=-(m-o))1/2 .Le point a l'infini est un
col.

Les variétés instables du col vont aux puits. Les variétés stables viennent de
l'infini, en tournant autour de l'origine. (veir figure 2)

Toute trajectoire existe globalemeat. Elle est bornée et converge vers 'un des
deux puits, sauf les trajectoires issues d'un point de la variété stable de l'origine.

Ces variétés stables partitionnent k plan en deux régions caractérisées par le
puits vers lequel converge une trajectoire issue de cette région.

Toutes ces propriétés découlent cu fait que toute trajectoire est bornée. La
preuve de cette assertion réside dans les bames des trajectoires fournies par:
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- Les droites v=cte dans la région {u<0, v>0 et v2-u2>m+co} et dans la

.. 2 2
région {u>0, v<0 et v'-u">m+w}

- Les courbes H=cte dans la région {v2-u2<m+0)}

—Les courbes HP=cte dans la région {u>0, v>0 et v2-u2>m+(o} et dans la

région {u<0, v<0 et v2-u2>m+co}. Ici H? désigne le Hamiltonien du systéme

Hamiltonien auxiliaire suivant:

gl—l-=v V2—u2——(m—(1)))—lv
(SP) dr Y
dv

T =uvi-u? - (m+ o)

Les courbes HP=cte sont bornées lorsque p>1/a.

Ceci montre que toute trajectoire est bornée sur une portion faisant un tour
autour de l'origine. On termine la preuve de la bornitude en constatant que le flot est

contractant, car la divergence du champ est négative, égale a -2/p

Les autres propriétés découlent de l'application de la théorie de Poincaré-
Bendixson au systéme (Sp).

3.3 ETUDE DE (Sp) pour p<l/m

Pour p<1/w, le systtme (Sp) présente cinq points critiques a distance finie :
Deux puits identiques a ceux du cas précédent, un col a l'origine, et deux nouveaux
cols a distance finie situé sur I'hyperbole viul=m+o, ayant bifurqué du point a
l'infini. (voir figure 3)

La variété instable de l'origine converge vers les puits. La variété stable vient
de l'infini.

Une demi variété instable de 1'un des nouveaux cols converge vers l'un des
puits.Le point essentiel est que l'autre demi variété instable tend vers l'infini en temps
fini. (la démonstration de ce point étant identique a celle donnée en 4.1 ci dessous,
nous ne la donnons pas ici)Les variétés stables de ces cols viennent de 1'infini.

Une trajectoire telle que u(0)=0 tendra asymptotiquement vers un puits si v(0)
est inférieur au point d'intersection de u=0 et de la variété stable d'un col situé sur

I'hyberbole v2-u2=m+u). Elle tendra vers l'infini en temps fini si v(0) est supérieur a
ce point d'intersection.

4. ETUDE DU SYSTEME (S)

4.1 REMARQUES PRELIMINAIRES:

Le systéme (S) changeant de type topologique a r=1/m, les deux lemmes
suivants permettent de situer la trajectoire dans le plan , avant et aprés cette valeur.
Pour cela, notons (u,,v,) la trajectoire pour le systeme (S) telle que u,(0)=0,v,(0)=x,

et notons [O,R,[ son intervalle maximal d'existence.
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Le lemme suivant montre que toute trajectoire vérifiant (C1) reste dans la

région v>u pour un temps au moins égal A 1/w.Il découle de l'expression de la
dérivée le long de la trajectoire de(u-v) en un point ou u=v.

Lemme 1 . Soit x#0. Supposons que pour 15>0, nous ayons v,(rg)=uy(rg). Alors
o> l/.

Le lemme suivant montre que toute trajectoire vérifiant (C1) reste dans la

région vZul>m+ un temps au plus égal a 3/2w. Il découle de l'expression de la
2

dérivée de v2-u’.
Lemme 2 . Soit x#0. Supposons que nous ayons (u,,vy)e {vZ-u?>m+w}.sur
[0,:{c{O.R,[, Alors 1<3/20.

Le comportement asymptotique de certaines trajectoires globales est donné
par les deux lemmes suivants:

Lemme 3 . Soit x#0. Supposons R,=+oo, et qu'il existe 15>0, tel que u,1>0 sur

[rg,+ee{. Alors
(1) uyv,>0 sur Irg,+oof,

(ii) 11 existe C, tel que 0 < luy(r)l < lu, (1)l < C exp(-(1/2)(m-w)r) , pour
T€ Jrg,+oof.

Lemme 4 . Soit x#0. Supposons que R 21/w, et que u, a un nombre fini de zeros .
Alors R,=+o0, et I, l+lv,|120 lorsque r—+oo.

4.2 EXPLOSION A DISTANCE FINIE DE SOLUTIONS.

Nous montrons que pour v(0) assez grand, la solution du systeme (S)
explose pour une valeur finie du parameétre r, en restant a l'intérieur de la region

limitée par 1'hyperbole:{vZ-u2>m+w}.Ceci prouve l'existence d'une majoration a
priori de I'ensemble des données initiales admissibles.Il prouve donc que la suite
(u,,vy) introduite dans 1'énoncé du théoreme est bornée.

Proposition 1 . Pour tout ©>0, il existe B(%) tel que :
si Ix2B(1), alors Ry<tet v 2-u2>m+w pour re]O,R,[.

Schéma de la preuve : (voir figure 4) Nous construisons une région piége (pour
O<r<1/w) contenant le point a l'infini, contenue dans {vZ-uZ>m+w}, et que la
solution doit avoir quitté pour r>1/w (d'aprés le Lemme 2). Ceci entraine 1'explosion
en temps fini (inférieur & 1/w) de toute trajectoire dont la région piége contient les
données initiales.

On prend >0, tel que tw<l1, et soit (x;,y,) 1a solution du systéme
algébrique:

Vi = TOX;, X2 - Y2 = m+@, x>0.

Soit C>0 suffisamment petit, et f>1. La région piege (pour x>0) est la
suivante:

A = {(u,v)eR?, v>x,, u>0, v2-u?> (m+w) + C(Log(v/x,))B).
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4.3 UNE BORNE UNIFORME SUR CERTAINES TRAJECTOIRES:

Il n'est pas possible d'obtenir une borne sur I'ensemble des trajectoires,
méme en se restreignant A celles qui existent globalement. Néanmoins, certaines
trajectoires, celles qui par un processus limite, permettent de construire les solutions
de (S), (C1), (C2), peuvent étre estimées.

Nous définissons, pour ne N, les ensembles suivants (voir figure 5):
I, = {x>(m-w)172 / il existe r, ;€ JO,R,[ tel que u,et v, ont n zeros sur JO,r, ;[ et
U,(1x n)=0},
A, ={x>(m-w)!1/2 / R,=+eo, u, et v, ont n zeros sur J0,+oo[, et lu,l+lv,l tend vers
zéro a l'infini},
E, =LUA, . Pour xeA,, on pose: I, , = +o°.

Nous donnons ici une borne uniforme pour les solutions (u,,v,) de (S),
(Cl),telles que v,(0)eE, .

Proposition 2 . Soit neN, et supposons E #& . Alors Sup Sup lu(D)i+lv (1)l < eo.
x€E, re JO,r, [

Schéma de la preuve : On utilise de maniére essentielle le Lemme 1, ainsi que le
résultat suivant , qui découle de la comparaison du systéme (S) et du systéme
Hamiltonien (S_,):

Lemme 5 . Pour tout n21, et K>0, il existe ©(K,n) tel que si x€E,, 1, >Tet
H,(p)=K, alors p<t(K,n) .

La démonstration se fait en intégrant les inéquations différentielles vérifi€ées par
(u,,vy) dans chacune des régions du plan, (voir figure 6), de frontiere

{u=0}u{v=0}U{u=v}u{u=-v}u {vZ-u2 = (m+w)}.

De par la définition de E , une trajectoire de condition initiale appartenant & E_ coupe
au maximum n fois chacune des régions décrites ci-dessus, avant de rester bornée
dans {H<e}, pour £>0. Or {H<e} est bornée; 11 suffit donc d'estimer la borne d'une
telle trajectoire dans chacune de ces régions.

La technique est alors, sachant qu'une telle portion de trajectoire admet son point final
major€, d'en déduire une majoration de la portion de trajectoire.

Le temps de parcours étant borné d'apres le lemme 5, il suffit de montrer que le

systeme différentiel rétrograde est sous linéaire.
Ceci se fait de maniére identique (au changement de formulation pres) dans chacune

des régions. Voici la preuve pour la région 3, (voir figure 6):

En posant X=u+v et Y=u-v, on a X>Y>0 et les équation différentielles rétrogrades
suivantes pour X et Y:

X =XY +mX + oY + =X+ Y)
(A)
Y'=-YX-mY - 0X+ =X +Y)
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d'ot
XY'+X Y=a(Y> - X + 1(x+ 1)’
d'ou d'apres le lemme 1

(XY)' =XY'+X Y < 20Y + 20XY < 4XY

Ceci montre que XY satisfait une équation différentielle sous linéaire. D ou la borne

sur XY.
En reportant cette borne dans le systeéme (A) , X vérifie une équation différentielle

sous linéaire, et est donc borné. La borne sur Y découle de I'inégalité sur 8,: X>Y>0.
Ceci entraine la majoration sur u et v.

5. QUELQUES PROPRIETES DES TRAJECTOIRES DE DONNEES INITIALES DANS E_

-Les propriétés suivantes découlent de l'application de la propriété de
continuité d'une trajectoire comme fonction de son point initial:

Lemme 6 . Soit n20. Supposons A,#D, et soit x appartenant a la fermeture de A, .
Alors xeUggicn A;

Lemme 7 . Soit n20. Supposons L #Q, et soit x un point limite de L. Alors
Xe UOS_]Sn AJ .
Les lemmes suivants sont les lemmes clés pour la preuve du théoréme:

Lemme 8 . Pour tout C>0, il existe T>0, tel que: si x#0 vérifie R,2T et, pour une
valeur p2T, v (p)=0et Mh,(p)l < C exp(-(1/2)(m-w)p); alors il existe 0>p, avec
lu, >0 er vyl < (m-0)V2sur 1p,0], Iv,(8)l=(m-w)12, er H,(6)<O.

Lemme 9 . Il existe R vérifiant la propriété suivante: Supposons que x#) soit tel
que R,2R. Supposons de plus que pour une valeur p2R, nous ayons v,(p)=-(m-
w12, u,(p)>0 (respectivement v,(p)=(m-w)12, u,(p)<0), et H (p)<0. Alors il
existe T>p tel que Iv,|>0 sur (p,t) et tel que u, ait deux zéros sur 1p,T[.

Des lemmes 6 a 8 découle le:

Corollaire . Soit n20 avec A #D. Soit x, = Sup A, . Supposons x.A,, et
x,2Supl,. Alors, il existe €0 tel que Ixpx,+e[ 1y, .

6. PREUVE DU THEOREME.
11 s'agit de prouver que pour tout n, A, est non vide.

D'aprés [2] (voir Remarque 1), Ay est non vide. Soit xg=SupA; . Appliquant
le Lemme 6, on a xge A . D'aprés le Corollaire, il existe £5>0, tel que (xg,xo+€g) C
I; . Ainsi, I;#0. Soit y;=Sup I, . On a y;>x¢2yo=Supl ; le Lemme 7 entraine alors
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yi€A,, et par le lemme 6, x;=SupA;€ A . Les lemmes 10 et 11 montrent alors que
les valeurs de x suffisamment proches de x,, et supérieures 2 x;, appartiennent a I,.

Itérant cet argument, nous construisons une suite (Xp)n>0 avec X,€ A, . (Xy)n0 €5t
bornée d'apres la Proposition 1. Ceci termine la preuve.
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