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Dans cet exposé on se propose d’étudier deux problemes inverses associés aux pertur-
bations dépendant du temps (potentiels ¢(¢, ), obstacles mouvants). En général, pour de
telles perturbations on ne peut pas construire une théorie de diffusion car 1’énergie locale
pourrait croitre ou le temps ¢ tend vers 'infinie. Pour cette raison le noyau de diffusion n’a
un sens que dans les cas quand des restrictions complémentaires sont imposées. D’autre
part, nous allons introduire un noyau généralisé de diffusion qui est bien déterminé pour
une large classe de perturbations sans tenir compte du comportement de 1’énergie locale
(globale) et de l'existence d’'un opérateur de diffusion. Dans ’étude de ces probléemes
on ne peut pas utiliser une théorie stationnaire et les outils liés & une théorie spectrale
des opérateurs autoadjoints qui jouent un role essentiel pour 'analyse des perturbations
stationnaires. On va exploiter des méthodes dépendant du temps.

1. Noyau généralisé de diffusion.

On considére dans R; X R3 un potentiel q(¢,z) qui satisfait aux conditions :
(1) q(t,z) € C=(R*),

(ii) suppg(t,z) C {z € R?® : |z| < p} pour tout ¢ € R,
4

(iii) il existe C > 0 et N > 0 tels que |¢(t,z)| < C(1 + |t])N pour (¢,z) € R*.

Soit H l'espace déterminé comme la fermeture des fonctions f = (f1, f2) € C§°(R3) x
C§°(R?) par rapport a la norme énergétique

117 = | (VAP +15)ds.
Pour chaque f € H on peut résoudre le probleme de Cauchy :

ou +g(t, 2)u = 0,
(1) { uli=s = f1(2), ut|t=s = fa(2).

On introduit 'opérateur
H> feUts)f = (u(t,z),ut,z)) € H
et on appelle U(t, s) le propagateur de (1). On obtient les propriétés :
U(t, s)U(s,r) = U(t,r),Vt, Vs, Vr,
Pour tout A >0 fixé on a :
U, ) fll < Callfll si [ < A,ls| < A

Soit Uy (t) le groupe unitaire dans H associé au probleme de Cauchy (1) avec ¢ = 0. Etant
donné ¢ € H, on pose

Up(t)p = (vo(t,.), Drwo(t, .))
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et on introduit le profil asymptotique de ¢ par
Jlim Byvo(t, (¢ +5)6) = vi¥(s,0) € L*(R x §?%)

L’application
H > ¢~ Rp=0vf(s,0) € [}(R x §?)

est unitaire et liée avec la représentation translatique de Up(t) (cf.[8]).

Soit ¢ € H telle que Rp € C$(R x S?) et (Ryp)(s,0) = 0 pour |s| > a. Alors
U0, —t)Uo(—t)p ne dépend pas de t pour t > p + a et on pose

W_p = lim U(0, —t)Uo(—t)e.

Pour

U, 0)W_p = (v(t,.), 0v(t,.))

il est facile d’obtenir la représentation
(2) v(t,z) = vo(t,z) — (2m)~1 /R /52 ut(t,z; s,w)@fvo#(s,w)dsdw,

ou1 'intégrale est interprétée au sens des distributions et u* est de la forme
ut(t,z;s,w) = T*(t, z;8,w) — hi(t + s — (z,w))

avec s € R, w € S? et (,) désignant le produit scalaire dans R3.

Ici T¥(¢, z;5,w) est la solution du probléme

(a+q)r* =0,
I‘+|t<—~~:—p =hi(t+s— (xaw))

mo={5 20

Il est évident que ut est sortante au sens de Cooper et Strauss (2) puisque ut = 0 pour
t < —s — p. D’autre part,

out = —gI't € C (R, x S% 5 Lioe(R: 5 L*(R3)))
et en suivant Cooper et Strauss [2] on peut déterminer un profil asymptotique
uf(s',ﬂ;s,w) €C (R, x S% L2 (Ry x S3)) .
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de ut de telle maniere que pour tous R; < R, fixés on a

2
lim duut(t,x;.) — |z (t — |z, ﬁ_l; )| dz =o.

t—=00 JRy +t<|r|<Ra+t

De cette maniére on peut prendre des profils asymptotiques de vy et u™ dans (2) et on
obtient

(3) v#(s',0) = v (s',0) — -—L/ / afuﬁ(s',ﬁ;s,w)v#(s,w)ds dw,
27 R JS2

ou I'intégrale est prise au sens des distributions. Dans le cas particulier ou 'opérateur de
diffusion S existe on a

(5, OW - ~ (1)l 20
Alors vf(s’ ,8) coincide avec le profil asymptotique de S R“lv(’fé , donc
v#(s',6) = (RSR™ ) (',6) = (S )(s',6),
ot S = RSR™!. Par conséquent, dans ce cas (3) montre que
—(27r)_laguf(s', g; s,w)

est le noyau de Schwartz de l'opérateur S — Id. On renvoie & [1] pour les conditions
suffisantes pour l'existence de S. D’autre part, ’égalité (3) a un sens méme si S n’existe
pas. Cela nous amene a la

Définition 1.— Soit ¢(t,z) un potentiel qui satisfait (i)-(iii). Alors la distribution
K#(s',6;s,w) = —(27r)_1uf(s', 0; s,w)

est appelée le noyau générale de diffusion associé a ¢(t,z).

Récemment Stefanov [19] [20] a traité I'unicité du probléme inverse de diffusion en
montrant que K# détermine uniquement ¢(t,z). Plus précisément, on a le

Théoréme 2 (Stefanov [19]).— Soit ¢;(t,z),¢ = 1,2, deux potentiels qui satisfont (i)-

(iii) et soient IS ,# (s',6;s,w),t = 1,2 les noyaux généralisée associés a qi(t,z). Supposons

qu’il existe wy € S?,6 > 0 tels que
K#(s',@;s,w) = K#(s',é’;s,w)
pour |0 —wg| < 6, |w —wp| < 8, |s' —s| < 8. Alors q1(t,x) = ¢2(t,z) pour tout (t,z) € R*.
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Remarques.
1) Si ¢(z) est un potentiel stationnaire on a

K,#(s',e;s,w) = S?(s' -5,0,w), 1 =1,2.

Alors S#(S,G,w) = .5'2#(3,6,w) pour [0 —wo| < 8, |w— wo| < 6, |s] < é implique ¢1(z) =
2(z).

2) Si ¢(z) est réel et 'opérateur —A + ¢(z) n’a pas de valeurs propres on sait que pour
(0,w) € S% x S? fixés S#(s,0,w) est une distribution tempérée. Dans ce cas 'amplitude
de diffusion a(}, 6,w) a la forme

a(A,0,w) = ?—j\—r- A ST (s, 6,w),

Fs—x étant la transformation de Fourier par rapport a s. Il est bien connu que a(},8,w)
a la forme

(4) a(\, 6,w) = -al; / N0 (1)

—4L e"i’\(”’0>q(w)vsc(—/\,a:,w)d:c = a; + ay,
T

ol1 v,c(A, z,w) est 'unique solution (—i))-sortante de ’équation
(A + 2%~ g(2))vsc = —g(z)e ™M) = Q(\,2),

c’est a dire
1 eir=l
Vse = ETtI— *Q(A, z).

Le terme a; est connu comme 'approximation de Born (cf. [5], [15], [16]). Quand |A\| —
00,0 — w| — 0 de telle maniére que A(§ — w) — p on peut déterminer & partir de a; la
transformation de Fourier §(p). D’autre part, a2 — 0 quand |A\] — oo uniformément par
rapport a (0,w) € S? x S? [15]. Finalement, le comportement de a(}, 6, w) pour |A| — oo
est lié avec celui de S#(s, 8, w) au voisinage de 0.
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2. Idée de la démonstration du Théoréme 2.

On va donner une esquisse de la preuve présentée dans [20]. Tout d’abord on ob-
tient une représentation de K'# qui joue le méme role que (4) dans ’étude des potentiels
stationnaires.

Proposition 3.— Pour 8 # w on a
1 0 1
K#(s',6; =—— — 8,z)d5,
(5) (S e W) 82 Os' ['9 —u| (z,0—w)=8'—3s ‘I(<$,w) > m)

+/q((m,9) — s, 2)ut((z,6) - 3',:c;s,w)d:v]

avec u}, = 82u™t, ot dS, est la mesure induite sur (z,0 —w) = s’ — s.

Afin de traiter le second terme dans (5) on construit une paramétrix pour u}, ayant
la forme :

(6) ul(t,z;s,w) = ZAj(t,x,w)hj(t +s—<z,w>)+ Ry,
J=0
ou .
(=3¢, €20,
h’(f)"’{o, £<0

et R, €C (R, x R, x SZ;H"‘"‘I(R?B)). De plus, on trouve

0
Ao(t,z,w) = ——;—/ q(t + o,z + ow)do,

—00

1 [0
Ajp(tz,w) = ——5/ (o+q4j)(t+ o0,z +ow)do, j=0,1,...,m — 1.
- 00

L’égalité (6) est une généralisation d’une égalité du méme type obtenue pour des
potentiels stationnaires (cf. [11]). '

Désignons par M(s',6;s,w) 'expression dans les parenthéses [ , | dans (5). Tenant
compte de (6) il est facile de voir que K# et M s’annulent pour s' > s + p|f — w| et que
M est continue pour (s',6) # (s,w). On fixe s,w et on prend a € S? de telle maniére que
(a,w) = 0. Soit

f(p) = wcos p + asin p,

s'(p) = s+ asinp.
Tenant compte de (5) et (6) on déduit

% lim [6(4) - wlM(s'(1), 6(1); ,0) = / o((z,w) — 5,2)dS,.
’;‘#0 Lz, a>=a
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Ici le fait que le second terme dans (5) reste borné quand y — 0 est important pour la
preuve de (7).

Etant donné deux potentiels ¢; ¢z, on pose ¢ = ¢; — ¢2. Les hypotheses du Théoreéme
2 impliquent qu’il existe §; > 0, §; < 6 tel que

(8) /( . ¢((z,w) —s,2)dS, =0

pour tous s E R, a € R et |w — wp| < 61, (a,w) =0.
Par conséquent,

9) /q(a—s,z+aw)da =0

pour tout a € R, |w — wp| < &; et tout 2z € {z € R? : (z,w) = 0}.

D’apres (iii), g(t, =) est tempéré et on peut prendre la transformation de Fourier §(r, ¢)
de ¢(t, z) par rapport &t et z. Exprimant I’action de §(7, £) sur des fonctions test on conclut
que §(7,§) = 0 dans l'intérieur de I’ensemble

Owetr = |J {(m€)eR*:7+(£w)=0}.
jw—wo|<8:

Le point essentiel est de montrer que pour tout 79 € R fixé il existe ¢ > 0 et ¢ € R3,
To+ < o, w >= 0 tels que

{(1,€) : |T = 70| < &€ = bo| < €} C Oo -

Alors l'analyticité de §(7,€) par rapport a ¢ implique §(7,€) = 0 pour tout £ € R? et
|7 —79| < €. D’autre part, 79 étant arbitraire, cela donne ¢(t,z) = 0 ce qu’il faut démontrer.
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3. Le probléme inverse pour des obstacles mouvants.

Soit @ C R, n > 3 impaire, un domaine ayant frontiere C* notée 9Q. Soit
Q(t) = {z € R : (1,2) € @},

K(t)={z e R": (t,z) ¢ Q}.
On fait les hypotheses suivantes :
(Hy) Il existe p > 0 tel que § # K(t) C {z € R" : |z| < p} pour tout t € R,
(H2) Siv = (v,v,) est le vecteur normal en (¢,z) € 9Q, orienté vers Q(t), et normé par 1,

pour tout (t,z) € 0Q on a |v¢| < |vg|.

L’hypothese (H;) implique que la perturbation reste dans un domaine borné, tandis
que (H3) montre que I'obstacle K(t) peut changer sa forme et sa position avec une vitesse
plus petite que 1.

On considére le probléme mixte

ou=0 dans @,
(10) Bulsq =0,
ult:s = fl(x), ut|t=8 = fz(:l,‘)

Ici B = Id (condition de Dirichlet) ou B = 32+ avec v* = (—ut, v, ) (condition de Neumann).
On introduit un espace énergétique H(t) dépendant de t € R et de la condition au bord.
Pour le probleme de Dirichlet H(t) est la fermeture des fonctions f = (fi, f2) € C§°(2(t)) X
C§°(2(t)) par rapport a la norme

11 = /Q (OhP + () de

Pour le probléme de Neumann on prend la fermeture de C (“(‘)’)(Q(t)) X (°0°)(Q(t)) par rapport

a la norme ||.||f7(¢)- On interprete les conditions sur le bord Q) au sens des distributions
puisque JQ) n’est pas caractéristique pour l'opérateur o. Notons que (u(t,.),us(t,.)) € H(?)
ne garantit pas que u(t,.) satisfait a la condition de Neumann.

On introduit le propagateur U(t,s) associé & (10) et on répete la construction d’un
noyau généralisé que nous avons exposée a section 1. Pour cela on considere la solution
't (¢, z;s,w) du probléeme mixte :

adt =0 dans Q,
(11) BTt |0 =0,
F+|t<—3—p = hl(t +s— (x,w))

et on détermine ut (¢, 2;s,w) comme dans le cas du potentiel. Afin de justifier 'existence
d’un profil asymptotique de u™* on considere une fonction x(z) € C°(R") telle que x(z) =
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0 pour |z| < p+1, x(z) = 1 pour |z| > p+ 2. On éerit u™ = xut + (1 — x)u™ et on
observe que

o(xut) = —2(V,x, Vzu"') — (Axx)u"".

Il est clair que yu™ est sortante donc on peut déterminer un profil asymptotique de (yu™).
L’existence d’un tel profil pour (1— x)ut étant évident, on introduit le profil uf(s', 0;s,w)
de ut. De telle facon on obtient

(n—1) ntl
v#(s',6) = v¥ (s, 6) + (—2n) T / / 1 0s 2 uf(s',G;s,w)v#(s,w)dsdw
R Jgn-
et on introduit le noyau généralisé de diffusion par

ne n+41
K#(s',8;s,w) = (—QW)—L#O:TUZ%(S" 0;5,w).

Notons que cette procédure de déterminer K# a été proposée par Cooper et Strauss [2],
[3].

Afin d’étudier les singularités de IK# il est plus convenable d’utiliser une représentation
de K# contenant une intégrale sur Q. Pour cela on considere la distribution

w(t, z; s,w) = 0T (¢, 255, w),

ol I't est déterminé par (11). Alors on a la

Proposition 4.— K# admet la représentation

1 n—3
i . — 7 .
(12) K (3"9’3’“)—‘5(‘2‘5‘53/8@"’“ D (t,z;8,w)

><5Ln;_1l(t +s' — (2,0)dS (probléme de Dirichlet)

1 n—3
1 CH( Y. — .z , T8,
(13) K7#(s',6;s,w) = SEnyT /aQO w(t, z;s,w)

x@,,v6("'1;_11(t +s' — (z,60))dS (probléme de Neumann)

De plus, K# est une fonction C™ de (s,0,w) & valeurs dans l'espace des distributions

D'(Ry).
La formule (12) a été démontrée dans [4]. Pour (13) on utilise le méme argument.

Ci-dessous on fixe (s,0,w) de telle facon que 6 # w. On s’intéresse a la description de
la singularité maximale de K#(s',6;s,w) par rapport a s'. Soit

I'(s,w)={z € R": ({(z,w) — s,z) € 0Q}
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et soit

h= max (z,0— w)
z€l(s,w)
Théoréme 5.— Pour s € R et 6 # w fixés on a
(14) suppK#(s',0;s,w) C {s' : s’ < s+ h},
(15) s+ h € sing suppK#(s',6; s,w).

La preuve de (14) est la méme que dans [4]. Dans I’étude de (15) on distingue deux cas :
générique et non-générique. Il existe un ensemble dense ¥ C S™~! tel que si ]%%T € X il

n’y a qu’un nombre fini de points z; € I'(s,w),j = 1,..., M tels que

0—w .
vr(z;) = m,[x(a:j) >0,7=1,..., M,

ot vp(z ;) est le normal extérieur de I'(s,w) en z; et K(z;) est la courbure de Gauss de
I'(s,w) en zj. On appelle ce cas générique et alors on peut trouver la singularité principale
de I{* en s+ h. Pour cela posons zj = (< zj,w > —s,z;) € 8Q et introduisons la vitesse
normale de Q) en zj par

A% )

vj = —ll/t—lzz(Zj),] =1,...,M.
Théoréme 6.— Dans le cas générique pour s' suffisamment prés de s+ h on a
(16) K*(s',6;5,0) = ;%(mr)(l-")/?w _ w2

M n-—1
_ 1—(vj,0)\ 2 -
(o =112 i 1)/2
x;h(x,) / (1_(%‘”)) §nD2(s' — s — h)

plus des termes plus réguliers. Ici on prend le signe (—) pour le probléme de Dirichlet et
le signe (+) pour le probléme de Neumann.

Remarques.
1) Le théoréme 6 pour le probleme de Dirichlet a été établi par Cooper et Strauss [4]
par des méthodes différentes.

2) Pour des obstacles stationnaires le cas dégénéré a été traité par Majda [9], Petkov
[12] et Soga [17]. Les théorémes 5 et 6 pour le probleme de Dirichlet ont été démontrés
par Petkov et Rangelov [14] (cf. aussi [13]).

La démonstration de (15) repose sur une localisation de la singularité de K# en s+ h.
Pour cela on utilise la propagation des singularités des solutions du probleme mixte (10)
et 'argument de [12]. Ici ’hypotheése (H2) joue un role important. Apreés on considére
I’ensemble

Ro = {z € I'(s,w); (2,0 — w) = h}
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On construit une paramétrix microlocale du probléeme

ou=0 dans Q,

Bulaq = —9(z)B6(t + s — (z,w))|0Q

u|t<—8—p = 07
ouy(z) € C§°(R") est une fonction ayant un support suffisamment prés de Rg. On obtient
la trace 5'9;’%-|3Q (ou u|sg) modulo des termes régularisants et on se rameéne a I’étude d’une

intégrale oscillante. Dans le cas générique on applique la méthode de la phase stationnaire
et on obtient (16).

Dans le cas dégénéré ’ensemble R n’est pas formé par un nombre fini de points. Alors
la phase de I'intégrale oscillante peut avoir des points critiques dégénérés. Pour étudier
ce cas on utilise d’'une maniére essentielle le résultat de Soga [17]. Pour cela on examine
les termes d’ordre inférieur dans la construction de la parametrix microlocale. L’étude du
probleme de Neumann est le méme que celui du probléme de Dirichlet et cela donne la
possibilité de traiter par la méme méthode d’autres problémes mixtes.
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