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I Introduction

Soit z = (zo,z') le point courant de I’espace-temps zo € R, ' € R?, la dimension
d’espace d prenant les valeurs d =2oud =3,0= 6,2:0 — A, Popérateur des ondes, {1 un
ouvert de R x R et w = 1N {zo = 0}. On suppose que (1 est influencé par w, c’est & dire
que pour tout z € (1, 'intersection du cone d’onde de sommet z avec I’hyperplan zo = 0
est contenue dans w.

Soit u (2o, ') un élément de HY (), s > ¢ vérifiant I’équation des ondes semi-
linéaire

(1) ou = p(u)

ol p(u) = Y_ pj(z)u? est un polyndme de u, les fonctions p;(z) étant C* sur Q.

On va donner un procédé de calcul géométrique (paragraphe III) permettant d’estimer
le front d’onde C*° de u, W F(u), sous I’hypothése :

Il existe une hypersurface analytique réelle lisse V' de w, telle que les données de
Cauchy de u

8 du s—1
(2) Uo = U |~'lio=0E Hloc(w) up = 6_.730 |-150=0€ Hloc (w)
soient des distributions intégrales de Fourier classiques sur Ty w.

Sous cette hypothése, ’estimation des singularités de u en temps petit est bien connue
(voir [2]) u étant conormale sur les deux hypersurfaces caractéristiques V. et V_ issues de
V. Par contre, dés que |zo| est assez grand apparaissent les phénomeénes d’interaction de
plusieurs ondes progressives [voir [1], [3], [9], [10]] ainsi que le phénomeéne de pincement
d’une onde progressive, pour lequel la description des singularités est la suivante :

II Le pincement

On se place ici en dimension 2 d’espace. On note (t,z,y) les coordonnées de ’espace
temps, et on suppose que V est une courbe analytique lisse de R2, possédant au point
z = 0, y = —Ro un minimum strict Ry, de son rayon de courbure, le centre du cercle
osculateur en ce point étant £ = y = 0. On choisit pour instant initial portant les données
de Cauchy to = —Rp, de sorte que le point de pincement de ’onde seraz =y =t =0. On
choisit enfin pour ouvert {} un petit voisinage du compact

(3) {(z,y,t) € R%,t € [to,0] z*+y® <¢?}

La queue d’aronde @ est la projection sur R3 de I’ensemble des points caractéristiques
(z,y,t,&,n,7) de T*R3 issus de Tyw, c’est 3 dire vérifiant

(4) 1‘2=£2+772 ) (x+t§,y+t§;§,n)€T{}w

La décomposition de Q en les deux hypersurfaces caractéristiques issues de V, est Q =
Q+ UQ_ ol Q4 est défini par (4) avec £7n > 0. On note I't le demi-cone d’onde issu du
point de pincement

(5) 't = {(z,y,t),t >0 t2:2:2+y2}
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Figure 1

Soit S = QUT™ et £1;, S; les traces a 'instant ¢t de {1 et S. On a alors le film Figure 1.

Prés de t = 0, la géométrie de S est singuliere. On note T la ligne de self intersection
de @4, I laligne d’intersection transverse de Q4+ et I';, C la ligne des cusps de Q4 et L la
demi droite de contact d’ordre 4 entre Ty et Q4. On note S,y =S —[TUTUCULU (0)]
et Tg=Tg UTpUT; UTFUT, U T5 On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.— Soit u solution de (1) et (2). Alors
WF(u) |t>4,C Ts

La preuve de ce résultat repose sur ’estimation géométrique du paragraphe III :
R. Melrose nous a communiqué qu’il en possédait également une démonstration.



III Controle géométrique des singularités

Pour controler la géométrie de W F(u), on introduit des ensembles de suites
(6) (zna gn)nGN € T*Cl+d

qui vérifient
7 La suite z, converge vers un point de ().
8 1l existe une suite convergeante 7, € C**¢ |n,| = 1 et une suite A, € C* telle que
$n = Anfn-
9 La suite (Zn,¢n) est caractéristique, c’est a dire ¢2 o = (¢1)2.
On notera £ un ensemble de telles suites satisfaisant de plus aux quatre axiomes
suivants :
A.1 Toute suite (z,,¢,) vérifiant (7) (8) (9) et ¢, — O appartient a £.
A2 Si(Zn,¢n) € € et y, vérifie limy, = limz, et |y, — z,||¢n] — O alors (yn,¢n) € €
A3 Si (zn,¢n) € € et si y, est telle que limy,(€ 1) appartient au demi-cone d’onde
de sommet limz, qui ne rencontre pas ’hyperplan zo = 0 portant les données de
Cauchy et si (Yn,¢n), (Tn,¢n) sont sur la méme bicaractéristique complexe de o alors
(Ynsn) €€ .
A.4 Soit pour j =1,...,N (z,,¢)) N suites de € possédant le méme point base z,, et soit
¢n une suite telle que (z,,¢,) vérifie (7) (8) (9) et

Hmeh + -+ ¢ —¢n =0

Alors (zp,¢n) € €

Définition 1.—
i) Soit A un ensemble de suites vérifiant (7) (8) (9). On note € (A) le plus petit ensemble
¢ contenant A vérifiant Al, 2, 3, 4.
ii) Soit & vérifiant Al, 2, 3, 4. On note Z(&) Iadhérence de I’ensemble des points
(z,¢) € T*Cd |q tels qu'il existe N suites (zq,¢)) € €5 =1,...,N avec

r=limz,
= lim¢y + -+ + ¢
(le point (z,¢) n’est pas caractéristique en général).

Soit 3 présent w€ un petit voisinage complexe de w et VC C w€ I’hypersurface lisse
complexifiée de V. On note Ay I’ensemble des suites (z,,¢,) vérifiant (7) (8) (9) et telles
qu’il existe une suite (y,n,) € Ty cw® avec

z, = (0,y),) limy, €V
¢n = ($n,0:$n)  $n = 1n
Théoréme 2.— Soit u solution de I’équation des ondes semi linéaire (1), vérifiant (2).

Alors
WF(u) C Z(E(Av))NT*Q
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Exemple d’ensembles £

Soient X; j =1,...,N N champs de vecteurs

2}
Xj =2 Xl g
£

ou les Xj ¢ sont des fonctions lipschitziennes définies dans un voisinage € de Q, vérifiant

N
{U(XJ')’U(D)} |cr(u)=0: (Z ojk(z’ g)U(Xk)> |§'l
k=1

ot les 8 sont bornées sur T*01€ et ot le crochet {.,o()} signifie qu’on dérive le long des
bicaractéristiques. On définit £ par :

Une suite (z,,¢,) vérifiant (7) (8) (9) appartient & £ si et seulement si 0(X;)(zn,¢n) —
0 pour 7y =1,...,N.

Alors & vérifie A.1 et A.2 car les X;, sont Lipschitz, A.4 car o(Xj) est linéaire
en ¢. Enfin soit (z,¢) = p € caro et p(s) la bicaractéristique issue de p en s = 0,

p(s) = (2(s),4(5)), 2o(s) = zo + sgo [¢| " #'(s) =2’ — s¢"[¢| ™", ¢(s) = ¢ On a

2501 ple)) = Fr{0(), 0@} o(0) = 3 a0 (X o)

Si ¢(s) est le vecteur o(X;)(p(s)) j=1,...,Nona % = O(s)¢(s) avec © borné, d’ou
|#(s)| < C*|4(0)| et A.3 est vérifié.

Remarque : Le théoréme 1 sur le pincement est une conséquence du théoréme 2, via le
calcul d’un € contenant Ay et vérifiant Z(E) N T*Q = TF. Si (zn,¢n = Anfyn) est une
suite, son appartenance & £ est définie selon la limite (Zoo,700) : Lorsque (Zoo,700) & Too
on impose A, — 0. Lorsque (Zoo, Noo) € Ts*g,’ ¢ est défini par les champs tangents a Sieg.

Lorsque (Zoo,M00) € Tfc, € est défini par la réunion des 2 espaces définis par les
champs tangents & (Q et L) et & (I'y et L).

L’ensemble £ est alors entiérement déterminé en utilisant a priori son invariance par
propagation, et on vérifie aisément qu’il satisfait a A1, 2, 3. La vérification de A.4 en
particulier lorsque zo, = { point de pincement } se fait & la main en utilisant les équations
qui définissent &.
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IV 1dée de la preuve du théoréme 2

La preuve du théoréme 2 repose d’une part sur la technique déja utilisée dans [8],
d’autre part sur des arguments de 2éme microlocalisation a croissance.

Définition 2.—
(i) Un diagramme D est la donnée
- d’un ensemble fini I = {1,..., N} muni d’une partition [ =1, U...U I
- d’une application f : I — I U {0} telle que f(Ipy1) C Ip, f(I) = {0}
- d’une partie J de I, J = J'UJ", telle que pouri € J f~1(i) =0 et pour:i € J d’un
e; € {0,1}.
Soit e la solution élémentaire sortante des ondes
(ii) Si D est un diagramme, pour y € 0 et X = (z!,...,zV) € QY on pose

[D|(X,y) = He+ y — z*) H ey (z® — 2P)

i€l (a,B)EI2
f(B)=a

{Dy(x) = [] 65 o®ue(z") [] b0 ®1

ieJ’ eJ!”
uo,u; étant les données de Cauchy de u.

Il résulte des techniques de [8] qu’on a
(10) Vo WF(u) € {(v,n),3D,3 X(y,n,X,8 =0) € WF([D] e {D})}

Le théoréme 2 est donc conséquence de

Proposition 1.-—
VD(y,n,X,E =0) € WF([D] e {D}) = (y,n) € Z((Av))

C’est la preuve de cette proposition qui va consommer les hypothéses d’analyticité, et
il suffit de prouver la proposition 1 lorsque les u., sont conormales analytiques homogénes
sur V.

Soient Ajp) et A(py les lagrangiennes complexes associées aux distributions [D] et
{D}. On a

A{D}:{(xl,".’mN’y’flw"agN,n)77:0161.:0 si 1¢J, IB:O
(11) pour 1€ J, (z’i,g'i)eT‘jC

ou & =0 pour iEJ',f'izo pour ieJ"}
Soit T'C le complexifié du céne d’onde, T} ¢ son fibré conormal (Tg C TIL*C) et
(12) Ay = Tfc U{(z,0) € T*C**¢}
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la variété A[p) est définie par

Aip) :{(ml,...,xN,y,fl,...,fN,n) tel qu’il existe E!,...,

(¢ -2/, E) e ha (O =y) n=) & ;
(13) el
¢=-814 ) &}

fG)=1

[11

Rappelons enfin la définition du + de Kashiwara-Schapira [6].

Définition 3.— Soient A; et A, deux lagrangiennes de T*C™. On note A;+A, I’ensemble
des points (z, &) € T*C™ tels qu’il existe des suites (x:-‘, ff) 1=1,2 k€N avec

k S
z; >z 1=1,2

e ek ¢
€E| |2} — 25| = 0

Proposition 2.— Lespectre analytique du produit [D]e{ D} est contenu dans A[D]QLA{D} i

Compte tenu des axiomes A.1, 2, 3, 4 vérifiés par £ (Ay), cette proposition entraine
la proposition 1.
La proposition 2 est conséquence du résultat suivant (voir [7]).

Proposition 3.— Soit f € £'(R™) z = (z',2"), N la sous-variété z'’ = 0. On suppose

g(nll)

~ 1\M
<1+ 1) T+ e

IM,6 > 0,9 € L lf(n',ﬂ")

Alors le spectre analytique de la trace f|y vérifie
SS(fiy) C T*N nW Fy. (f)

ol WF? est le deuxiéme micro support & croissance et 'injection de T*N dans T*(Ty)
est composée de (r : Ty, — N)

TN DN T LT ().

Comme A;+A; =T*C™*N (C’T; (AL ® Az)) ou A est la diagonale, la proposition 2 est
conséquence de

(14) WFz. ([D]®{D}) C Cr; (A1 ® A)

avec I'identification hamiltonienne du fibré cotangent T*(TA) au fibré normal Tr: et o
CTZ désigne le cone normal le long de T'x.

L’estimation (14), qui est le point d’analyse essentiel de la preuve, se démontre en
utilisant les techniques développées dans Delort-Lebeau [4]. Il en existe aussi certainement
une démonstration utilisant la théorie des D-modules holonomes singuliers réguliers de
Kashiwara- Kawai[voir[5]].
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