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Nous avons résumé dans [7] [8] la microlocalisation d’un systeme, a partie principale
hyperbolique de multiplicité constante et donné des formes réduites. On distingue les cas,
d’abord selon le rapport entre le degré p du polyndome minimal relatif & une racine et sa
multiplicité m (p = m, p > &, p < F), plus précisément selon la localisation algébrique
de la matrice caractéristique par rapport a la racine caractéristique considérée (facteurs
invariants). Dans [9], nous étudions un cas ot p < Zt ; ces cas “voisins” de ’hyperbolicité
forte sont les plus compliqués. Ici nous donnerons les résultats “voisins” du cas scalaire
(p = m), déja bien connus dans le rang constant [1], [2], [4], mais encore difficiles dans le
cas du rang variable [3], [6], [7] ; en particulier nous donnerons les conditions de Levi sous
une forme nouvelle, invariante, analogue a celle des autres cas : on calcule des symboles
d’opérateurs différentiels ; nous détaillons le calcul en multiplicité 3 et rang variable. La
bibliographie concernant le cas du rang constant est tres résumée ; on peut se reporter a
[8] pour une bibliographie un peu plus compléte.

I Réduction de 'opérateur et conditions de Levi

a) z =(zo,2') = (z0,21,...2n) €E Q;

) est un voisinage ouvert de 0 dans R"*1.

On considere un opérateur différentiel A d’ordre 1, matriciel m x m, a coefficients
analytiques et le probleme de Cauchy :

h(z,D)u = f,

Ulgo=t = gi(m,)'
f est le second membre donné, g; la donnée de Cauchy sur z¢ = t et u I'inconnue.

Les hyperplans z¢ = t sont supposés non caractéristiques en chaque point, de sorte
que h peut sécrire :

h(z,D) = a(z,D)+ b(x) = IDo + »  a'(z)D; + b(z),
1<i<n

ou: Dy = %, D; = -6—%, et les a’(z), b(z) sont des matrices m x m fonctions analytiques
de z.

Définitions.— Le probléme de Cauchy est bien posé en (t,z') € Q si et seulement si il
existe un voisinage ouvert w de (t,z'),w C Q, tel que : Vf € C®(w),Vg; € C*®(wy), ou :
wy = w N {zg = t}, il existe une solution C*°, unique du probléme de Cauchy dans w, le
probléme de Cauchy est bien posé dans {2, si il est bien posé en tout point de 2.

On dira que le probléme de Cauchy est bien posé au voisinage de 0, ou briévement,
localement bien posé, s’il existe un voisinage ouvert de 0, §2, ot le probleme de Cauchy est
bien posé.
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Remarques

i) L’hypothése d’analyticité des coefficients est indispensable pour la démonstration des
conditions suffisantes, lorsque le rang généralisé [8] varie ; la derniére définition est
justifiée par l’analycité des coefficients ; en fait on considérera des germes en 0.

ii) Avec quelques précautions (par exemple : densité des points ou le rang généralise
est constant) on peut obtenir les conditions nécessaires en supposant seulement les
coefficients C*° ; de méme dans le cas du rang constant, on peut alors, obtenir les
conditions suffisantes.

On note : & = (&,&1,...,€n) € R™! la variable duale de z et on considére le
déterminant caractéristique :

deta(z,6) = det(&el + Y ai(2)&);

1<i<n

on fait I’hypothese qu’il est hyperbolique par rapport & la direction (1,0) et que les
racines caractéristiques sont de multiplicité constante.

On décompose det a(z, €) en polyndmes en € a coefficients analytiques et irréductibles ;
ona:

deta(z,&) = H"*(z,§)H** ... H**

les H; sont hyperboliques par rapport a (1,0).
Nous allons nous ramener a séparer ’étude des différents facteurs, de sorte que 'on
posera, pour simplifier les notations :

deta=H™K , H = H

et 'on supposera K & caractéristiques simples.
On note A la matrice des cofacteurs de a de sorte que

aA = Aa = detal, I matrice unité

On considére ’anneau localisé de ’anneau des polynomes de &, a coefficients les germes
analytiques de z , par rapport a I'idéal engendré par H, c’est a dire ’anneau principal des
fractions rationnelles dont le dénominateur n’est pas divisible par H [5]. On rappelle que
ses idéaux sont engendrés par les puissances de H.

Dans cet anneau a(z,£) est équivalente & une matrice diagonale, dont les éléments
sont les facteurs invariants de a, c’est & dire qu’il existe P et @ telles que:

(H o)

Ha

Az, ) = P(z,6) . Q,8)

\ 0 1)
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P2 > ... .2 q;ptaq+ ...+ qr = m ; de sorte que :
I = det P.det Q;

Q) peut étre choisi comme une matrice de polynomes en £ que 'on peut calculer explicite-
ment [5] et son déterminant s’exprime & l'aide des mineurs de a . H% -+ est la plus
haute puissance de H qui divise A et on a une propriété analogue pour les mineurs d’ordre
plus petit.

Dans [8], nous avons donné le résumé de I’étude des différents cas et dans [9] nous

traitons le cas p = q1 = 2, les autres ¢ = 0. Ici nous considérons le cas p = my;
q1 =...=qr =0, de sorte que A n’est pas divisible par H.
Définition.— On dira que le rang de a est constant, (par rapport a H), si et seulement

si: il n’existe pas de (z,£), € # 0, tel que :

H(z,6)=0 et A(z,§)=0.

b) Nous nous proposons d’énoncer les conditions de Levi relatives & H. A un polyndme
homogene en €, A(z,£), on associera un opérateur A'(z, D) différentiel de symbole principal
A(z,§); on note ol’opération prendra le symbole principal.

Exemple & A(z,€) on associe A'(z,D);0(A') = A; a H(z,£) on associe H'(z,D) et
a IV(z, &) on associe '(z,D);o(H') = H,o(K') = K.

Conditions L Il existe des opérateurs H',K' A" A},...Al,_,, (les A’ sont définis par
récurrence) tels que :

Ly:o{A'[hA' — (H)Y™MK'I]} = H™ 1A,
ol A; est un polyndme homogene en £, a coefficients analytiques en z.

Ly:o {A [hA; _RA'H'K' + H'mlI{'H’K']} = H™-1p,,

A, polynome homogene.

g1t 0{ A[hA, _y = By G H'K' 4 (<1)™ 2R Al (B K™

my—2 my
()M M (K )™M  = B A,
A, -1 homogene.

Remarques.
1) Ces conditions sont invariantes par changement de coordonnées.
2) On peut les expliciter a l'aide des coefficients de h [1]; toutefois vu la complexité des
calculs nous le ferons seulement pour la forme microlocale de ces conditions.
3) On peut les généraliser au cas des opérateurs h d’ordre plus grand que 1 [1].
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b) Nous allons faire une premiere réduction qui permettra dc séparer h en opérateur h
correspondant aux différentes racines caractéristiques .
On remarque d’abord que :

deta = (§o — A1(2,8")™ ... (6o — As(2, €)™ (€0 = As1(2,€)) - .- (€0 — Ar(,€))
| )‘j(w>§l) 7é )‘k(wvfl)a

Vz, ¢ £ 0,7 # k; les Aj sont homogenes de degré 1 et analytiques en z,{ # 0; jusqu’a
Pindice j, ce sont les racines de Hj, ensuite on a écrit les racines de IK.

Proposition.— V¥(z, §'), é’ # 0, il existe un voisinage conique de ce point et un symbole
matriciel Ay(z,¢') défini dans ce voisinage, homogéne de degré 0 en ¢', analytique dans ce
voisinage, de déterminant non nul et tel que :

At-)-l(m’ﬁl)a(x’g)AO(w, 6’) = é(m,f),

i(z,€) = ;

o — As1

\ o | =)

en dehors des blocs, la matrice est nulle; il y a s blocs carrés de dimension m1; le premier
bloc est de la forme :

o— A\ 0
5'(1)(37’5) = + a(l)(x7€,)7
0 o — M1

ou a(;)y est homogéne de degré 1 en ¢’ analytique en (z,£'), &' # 0 et nilpotente, telle que :
(@)™ =0,(a@))™ ™! # 0,det &1y = (o — A1)™.

On désigne par A(z, D") un opérateur pseudodifferentiel d’ordre 0, de symboles A(z, £')
développable en symboles homogeénes, tel que A(z,€1) = Ag(z,&') + Ay(z, &) + ... +
Ae(z, &)+ ...,, ot Ay est d’ordre —¥.

Proposition.— V(z,¢'),¢' # 0, il existe un opérateur pseudodifferentiel A(z,D') tel
que :
h(z,D)A(z,D') = A(z, D")h(z, D),
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modulo un opérateur d’ordre —oo, oit : h(z,D) = a(z, D) + I(z, D') & est obtenu dans
la proposition précedente ; b(:r ¢') est défini dans un voisinage conique, d’ordre 0 et de la

forme :
0 )

bz, &) = ;

\ 0 )

en dehors des blocs, la matrice est nulle; les b sont développables en symboles homogénes.
La preuve est résumée dans [3][8].

_ On obtient alors les conditions de Levi sur les opérateurs diagonaux obtenus, ainsi

by = aqy + b(l), on introduit la matrice A(l) d’ordre m; des cofacteurs de &(;); on

omettra ensuite d’écrire I'indice (1). On notera encore A’ un cpérateur pseudodifferen-
tiel, différentiel en Do, de symbo]e developpable en symboles homogenes, dont le symbole
principal est A : o(A') =

Proposition.— §'upposons que h vérifie les conditions de Levi L, a]ors h satisfait les
conditions de Levi L : il existe des opérateurs pseudodifférentiels A}, ... Al _,, (définis par
récurrence), tels que :

frio {ji' [E'A’ _ I(D, - Al(x,D'))ml] = (€0 — M(z, &)™ ]\1} :

ot A; est homogeéne en ¢, polynémial en &

Emyor 0 { &' [0, _ = BRpn,_o(Do = Ma(2, D)) + ... + (=)™ I(Do — Mz, D')*™ 2|} =

(o= M)™ A,
Preuve On montre d’abord que dans les conditions (L), on peut remplacer H' par (Do —

M(z,D"))...(Do — As(z,D')). Ensuite on exprime h en fonction de h et on écrit les
conditions de Levi par blocs.

¢) On utilise maintenant le théoreme d’Egorov, pour se ramener au cas ou A; = 0 [4], [8].
Proposition.— }k est microlocalement “conjugué” de :
h(z, D) = &(z, D) + b(z, D'),
ou 3 3
a(z,€") = I& + a(z,¢),
G est homogeéne de degré 1 en ¢, telle que : (&)™ = 0,(a)™~! £0, deti = f(')"‘;g(:c,f')
est développable en symboles homogénes :

Bz, &) = bo(z, &) + ba(, &) + ... + bj(e, &) + ...

On obtient alors les conditions de Levi L sous la forme indiquée dans [8].
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Proposition — Supposons que h vérifie les conditions L, a]ors h satisfait les conditions
~t ~

de Levi L : Il existe des opérateurs pseudodifférentiels A . . Am 5, (définis par récurrence),
tels que :

i, . {,a A _mgn]} e

< ~! z =z =z =
Lmy—2:0 {A [AA , —o — hA, _3Do+ ...+ (—1)7"1—111)3"“*2]} =¢mTIA,

Conséquence [8] Invariance des conditions de Levi par transformation par un
opérateur elliptique. Si on transforme h par un opérateur pseudodifférentiel elliptique

A(:c, D") d’ordre 0, développable en symboles homogénes, de sorte que :

h=A kA,
opérateur % satisfait les conditions de Levi.

Nous allons expliciter les conditions L, pour économiser les notations nous omettrons
les tildas. On note :

5 olel ,
— W ;o = (ag,a’).

Définition.—

Lo(z,&,D;) = A(z,€) | Y 0%a(z,€)D* + bo(z, &)

|a|=1

Li(z.6,D2) = A(z,€) | 3 32 a0, D + 3 0%bo(z,€)D% + (3, €)

|a’|-2 |a’] 1
Lmo=2(2,6, D) = A, ) [y 2
Ia'l"‘
1

maa’bo(w,fl)Da’ + .ot b,y —2(z,€)]

my — 10% a(z, £)D* +

Conditions de Levi
Lo(A) = ml—l A1

ﬁo(Al) EoL1(A) =€t Az
EO(Aml-—Z) €OLI(Am1—3)+ A (D)™ o (A) = €6 lAm—ly

[
les A sont des symboles matriciels m X m polyndmaux en £y, homogénes en &' # 0, dérdre
m —1; les conditions expriment ’annulation de fonctions de (z, £'), &' # 0 dans le voisinage
conique considéré.

Cas du rang constant
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Proposition [2].— Si le rang est constant, il existe un opérateur pseudodifférentiel
matriciel A(:c D'), elliptique, d’ordre 0, de symbole développable en symboles homogénes,

te]s que : h\:z: D)A(a: D) = A(z, D')h(:): D"), modulo un opérateur d’ordre —oo, ot :
h(:c D) = a(z,D) + b(:c D), avec : a(z,£) = I{O + J|¢'|, J est la matrice de Jordan :

o 1 ... 0
: 1|
0 0
0 0
: 0
b($,€)= ~Q e 0 )
El 5m‘—l

les b sont d’ordre < 0, developpables en symboles homogénes. On explicite Ies conditions
de Levi précédentes et on retrouve celles de [2] : VA,1 < A < m—1, ordre de b 4 < A-m.
Cas de R? (rang variable) L’opérateur réduit A s’écrit, (en omettant les tildas) :
h(z,D) = IDy + a(z)Dy + bo(z) + by(2)D* + ... + b;(z)D77 + ...,
le cas du rang variable étant plus compliqué, nous ferons une hypothése simplificatrice :
by=...=b;=...=0,

et on écrit :
h=IDyg+aDy+b, my=m

Les conditions de Levi s’écrivent alors :

1) Sim =2,a(a+ ba)(z) =0, ot a = Doa,
2) Sim =3, en posant : 8 =0b— Da, J\/I=a2,gz+ba=6,
N = M+ AM + as,

les conditions s’écrivent :

aN(z) =0
[a(N + BN) + M(§ + b6)](z) = 0

3) Si m = 4, dans le cas de la matrice :

0 1231 0 0
W |00 0
0 0 0 0

on a détaillé dans [6], les conditions de Levi.
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II. Conditions nécessaires pour que le probleme de Cauchy soit localement
bien.

Il suffit de considérer le cas du rang constant, car les conditions de Levi expriment
I'annulation de fonctions continues et I’ensemble des (z,£') ou le rang est constant est

partout dense. On obtient la nécessité des conditions en b dans [2]; on en déduit la
nécessité des conditions de Levi, par suite de leur invariance par transformation par un

opérateur elliptique.

ITI. Conditions suffisantes pour que le probléme de Cauchy soit localement
bien posé.

Cas du rang constant On obtient le :

Théoréme.— Les conditions de Levi précedentes sont nécessaires et suffisantes pour que
le probleme de Cauchy soit localement bien posé :

Cas de R? et du rang variable L’hypothése d’analyticité des coeflicients est, dans
ce cas, importante.

1)m=2

Théoréme [3],[8].— La condition de Levi est nécessaire et suffisante pour que le probléme
de Cauchy soit localement bien posé :

2)m=3

a) On considére d’abord le cas ot a2 = a3 = 0 et on considére le probléme de Cauchy

relatif a 'opérateur réduit, (avec f = 0, pour simplifier I’écriture; le cas f quelconque se
traitant exactement de la méme fagon)

Douy + ajDyu; + ayDiug + a3 Dyus + blug + béug + blug + b§U3 =0

Do’ug + G%Dl'LLf_) + a§D1U3 + bful + bguz + b§u3 =0
Dous + anguz + G§D1U3 + biul + bguz + b§u3 =0,

ui(t, z1) = g1(21), ua(, 1) = g2(21), us(t,z1) = ga(z1);

On explicite les conditions de Levi; on remarque d’abord que comme a® = 0; a} =0, a? =

—ag

242 , 3.2 _ .
(1) (az)” 4+ aza3 = 0;
On a alors les conditions sous la forme (si, lorsque a3 = a3 =0,on a: a3 #0) :

(2) azbi + a3y =

02 02
(3) ay b — a3 by +a3bi (0] — b3) — a3bib3 — az(b7)* =0
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03 , o3
(4) ay b® — a3 by +azbi(by — b3) — ajbbi — a3(b1)* = 0
En considérant (1) et (2), on obtient que I'on peut poser :

2 _ 3 _ 1 2 _ 1.2 3 _ 1
a; = —a3 =kop, a5 =ko", a5 = —kp

b2 = Lo, b3 = —4Lp,
ou p et o sont des germes premiers entre eux, k et ¢ des germes quelconques. On

décompose : £ = £, £y ou £ est la partie de ¢ indépendante de zo. On déduit de (3)
et (4) que : £, divise kp et ko, donc divise k; on peut donc poser :

2
)

; k
p'=—p et o =—c; (3)et(4) deviennent:

EQ EQ

of [ 2 z1 173 1

of 43 2 21

o +o bl—b3—z; —p'bs —azl; =0
On pose :

w = p'Dyuy + o' Dyug + yuq,

il vient :

Doul + a%Dlug + a%Dlw + biul + b%uz + b§u3 =0
D0u2 + O'EQU) + bg’lLQ + bg'ltg =0
Dous — plow + b3ug + b3uz =0
Dow + (b} - %—) + Ca(z)ug + C3(z)us + C1(z)w =0, C; analytique
1

les conditions de Cauchy précédentes et :

w(t,z1) = p'(¢, 1) D1g2(z1) + ' (¢, 21) Dy g3(z1) + €1(t, 21)g1(z1).

On résout en ug, uz,w a ’aide des trois derniéres équations et des données de Cauchy; on

obtient ensuite uy, par la premiere équation, on vérifie que les solutions (uj, uq,uz) € C®

trouvées vérifiant le systéme initial. On traite directement le cas a2 = a3 = 0,a2 = 0.

5) Dans le cas général, on sait que M = a? # 0 ; supposons que M] # 0; comme on a :

aN =0,
On en déduit que :
MZIN} = N}M]} et M3N, = N}M;.

Nous ferons une hypotheése : M{ et N] sont premiers entre eux. On en déduit que M}
2 3

divise M7 et M3; le vecteur analytique d(z) défini par: d; =1, dp = %&—, dz = %—i—, forme
1 1

une base du noyau de a(z) pour z voisin de 0.

On fait un changement de base régulier au voisinage de 0, en prenant d pour premier

vecteur de base et a prend la forme du cas considéré en a). Compte tenu de l'invariance
des conditions de Levi par cette transformation, on obtient le résultat :
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Théoréme.— Supposons M} et N} premiers entre eux, les conditions de Levi sont
nécessaires et suffisantes pour que le probléme de Cauchy soit localement bien posé :

Théoreme.— 3) m = 4. Supposons que :
0w 0 0
_ 10 0 w2 O
=10 0 0 "
0 0 0 O

ot les pu sont des germes en 0, tels que uypzps # 0. Supposons les p irréductibles. Les
conditons de Levi sont alors nécessaires et suffisantes pour que le probléme de Cauchy soit
localement bien posé.

Preuve.— Elle est donnée dans [6].

Remarque.
1) On obtient aisément sur les formes réduites la propagation des singularités le long des
bicaractéristiques et la perte de régularité diie aux multiplicités.

2) On pourrait étudier les problémes précedents dans les classes de Gevrey en reliant les
conditions de Levi aux indices de Gevrey.
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