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Résumé. Nous montrons que pour toute courbe assez proche d'une droite, il
existe une solution globale des &quations d'Euler ayant pour tout t = O une
nappe de tourbillon et admettant la courbe donnée comme nappe de tourbillon

initiale.

§ 1. INTRODUCTION.
Nous considérons les équations d'Euler pour un fluide parfait
incompressible dans le plan :
2
My g —3—(u.1U)=- vq ,

A T

divu=20,

ol u = (ul(t,xl,xz), uz(t,xl,xz)) est la vitesse d l'instant t au point
de coordonnées (XI’XZ) et q est la pression.
Nous nous intéressons 3 des solutions singuliéres, dont le tourbillon, c'est-

au du,
. . . 2 i
d-dire le rotationnel du champ de vitesse, rotu = — - —— , est une mesure

portée par une courbe rt d'équation X, = y(t,xl). La densité de tourbillon

Q(t,xl) est alors définie par < rotu, > { Q(t,xl)w(xl,y(t,xl))dxl , pour
R

. [oo]
toute fonction test ¢ C 3 support compact.
Un exemple est 1'@coulement stationnaire donné par

Y/ Q

o o
u, = et u, = 0 pour X, < O, u =-

1 5 2 1 5 et u, = O pour x, > O .

2
Dans ce cas le tourbillon est la mesure de densité& constante QO sur la droite
X, = 0 . Cet Eécoulement est instable (instabilité de Kelvin-Helmholtz) parce
qu'une perturbation initiale Gyo de la courbe, ou GQO de la densité de
ckt

[2,4].

I1 en résulte que c'est en général seulement pour des données initiales

tourbillon, de fréquence k , est amplifiée par un facteur e

(courbe et densité de tourbillon) analytiques que 1'on obtient 1'existence,
localement en temps, de la courbe Ft et de la densité de tourbillon Q(t,xl),
par un théoréme du type de Cauchy-Kowalewski (nous renvoyons au travail

de C. Sulem, P.L. Sulem, C. Bardos et U. Frisch [4]).
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Notre but dans cet article est de montrer que pour une densité
initiale de tourbillon non pas quelconque mais choisie en fonction de la
courbe Fo = {(x,yo(x)) : x€ R}, la courbe Ft existe pour tout t > O .

dyo .
Nous supposerons seulement que dx est la transformée de Fourier d'une
mesure de masse totale assez petite.

Nous montrerons en outre que Ft et Q(t) deviennent analytiques
pour t > O , dans une bande de largeur proportionnelle & t , et tendent

vers une droite et vers une constante, respectivement, pour t infini.

§ 2. EQUATIONS ET NOTATIONS.
Les équations régissant 1'évolution de la nappe de tourbillon

ont été établies dans [2], elles s'écrivent
{.yt A Vl * V2 i
+ =
Qt (QVI)x o,

oli les indices t,x indiquent la dérivation par rapport a t,x,

- J_ f y(t,x)-y(t,x") Q(t,x")dx'

2n (x—X')2+(y(t,X)-y(t,X'))

V](t,x)

et

1 x-x"'

2n (x-X')2+(y(t,X)-y(t,X'))

Vz(t,x) Q(t,x")dx'

sont les composantes de la moyenne des deux vecteurs vitesses du fluide

au point (x,y(t,x)), de part et d'autre de Ft . Le signe §{ indique que
1'intégrale est une valeur principale de Cauchy. Nous &crivons { sous la
forme @ = Qo(l+m), oll Qo est une constante que, sans perdre de généralité,
nous supposerons égale 3 2 (faire unchangement de 1'échelle des temps).

En prenant pour inconnues Y, et w , les &quations deviennent

th - Ao = F(Yx,w)x ’
(E) -
w Ay, = (yx,w)x s

U(X)—U(g') dx' ;

ol A est 1'opérateur défini par Au(x) = 1 f
T (x—x")
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(si1 on note G(E) = Ie_znlxgu(x)dx la transformée de Fourier,on a

N\ A
(hu) (&) = 2m|g|u(E)) ;

1 1 1+ ! 1 1+w (x'

ki l+p2 P l+p XX
1 ) dx' 1 P l1+w(x") ' 1 P w(x')dx'

G = — ']c( -P) — 7 t = w(x) ’JL —— dx' + —'f o ’
i 1+p2 X=X T l+p2 X=X m l+p2 X=X

- '
oli on a posé p = p(x,x') = y(xi_xfx ) (en oubliant la variable t).

Nous traiterons le systéme (E), en y ajoutant la condition initiale

yx(o,x) = Y, » Comme un probléme de point fixe

(yx,w) = T(yx,w) R

pour une application T définie sur Ba x Ba un espace de (couples de)

fonctions des variables t > 0 et x € R , défini plus loin.

Définition 1. On note B0 1'espace de Banach des fonctions d'une variable
x € R qui sont transformée de Fourier d'une mesure de Radon bornée, avec

la norme correspondante |[lull = II{dIﬁ]. Et pour p = 0 , Bp désignera

1'espace des u € B0 telles que la mesure Iul = |eprﬁ(£)| soit bornée

(r = 2n|g|) ; sa norme est Hu“p = Idlu]p . I1 est clair que Bp est formé de
fonctions qui sont analytiques dans la bande {x+iy : |y|<p} et que c'est

une algébre pour la multiplication ; plus précisément,on a |uv|p$§|u|p*lv|p
(ol * désigne la convolution des mesures bornées).

Pour u € Bo , on utilisera aussi la notation |u|_p = Ie_prﬁ| .

Définition 2. Pour o = 0 , Ba est 1'espace formé des fonctions u continues
de t =2 0 3 valeurs dans BO , telles qu'il existe une mesure de Radon
positive et bornée qui majore Ieatru(t)| pour t = 0 . On note |u|a 1'inf
des 1 ayant cette propriété, et Ba est un espace de Banach pour la norme

hal = falu] .

Nous allons maintenant décrire 1'opérateur T , c'est a dire exprimer

la solution du systéme linéaire
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v, - Aw=F |,

t X
(EL) ‘L W, - Av = Gx .
v(o) = v

pour F , G données dans Bo et v dans B0 .

+ -
Pour ce faire, nous introduisons les opérateurs S , IO , I , I ci-dessous.

e e . - P -tA
Définition 3. Soit S : Bo > BO 1'opérateur défini par Svo(t) = e v, -
On a lSvol1 = |00| , on dira que S est contractant en ''mesure-norme' de
B dans B, .
o 1

L'opérateur S permet de résoudre (EL) pour F = G = 0 , puisque

v = Sv0 , w=-v sont solution (au sens des distributions).
N t
Définition 4. Pour h € Bo et t >0, on pose : I h(t) = I S(t—T)h(T)xdT .
0

PR + . . -
On vérifie que I h(t) est une fonction continue de t = O a valeurs dans
. ~ + -~ e . +
B, et que si |[h(t)*|<u onmna |I h(t)"| <uvVvt . Cela définit I comme un
+
opérateur contractant en mesure—-norme sur Bo . Pour 0SS a <1, I opére

sur B avec |I+h| < —l—-|h| .
a a l-a a

+ . - .
L'opérateur I donne la solution nulle en t = O de 1'équation

+
+ = =
u, Au hx , par u I h, pour h € Bo .

On obtiendra de méme la solution '"nulle & 1'infini" de 1'équation
ut - Au = hx , par u = - I h, ol 1 est un autre opérateur contractant sur B .

Définition 5. Pour h € BO et t = 0, on pose :

I—h(t) = fw S(T—t)h(r)xdr . On vérifie également que I_h(t) est une fonction
t
continue de t =2 0O & valeurs dans B0 et que |h(T)“|<p1 implique II h(t)‘| < u Vvt .

Pour tout o > 0 , I opére sur B avec |I h| < —l—4h| .
a a 1+’ o

Enfin 1'opérateur IO : Bo > Bo est défini par Ioh = I h(o).
Munis de ces notations, nous pouvons résoudre le systéme (EL) par

les formules :

{’ v =S8v +
o

- W Sv +
o

En effet, d'une part on vérifie facilement que si F et G sont

ST_(F+G) + 17 (F-G)- — I (F+G) ,

N — N|—
N — N —

(STECN TR

ST_(F+G) + 1T (F=G)+ = I (F+G) .



VII-5

données dans Bo ces expressions donnent bien une solution au sens des
distributions du systéme (EL) ; d'autre part une telle solution est unique
dans Bo XBO 34 une constante additive prés pour w . Cette solution est

donc la seule qui vérifie #({0}) = - ¥({0}).

Si nous résumons les formules ci-dessus par la notation (v,w) = S(F,G,vo),

nous obtenons la formulation de (E) comme probléme de point fixe :
(yx’w) = T(Yx,w) = S(F(Yx,w), G(Yx,w), yox) .

La suite de cet article consiste 3 montrer que pour Yox € B0 de
norme assez petite, 1l'opérateur T est contractant sur une boule de Ba>< Ba

muni de la norme |l (v,w)ll = sup(livil Llwl ) .
a a a

Cela résultera d'une estimation ponctuelle sur la transformée de

Fourier de F(yx,w) et G(yx,w) qui sera 1l'objet des paragraphes qui suivent.

§ 3. DECOMPOSITION DE F ET G .

Nous allons décomposer F(yx,w) et G(yx,w) en série d'opérateurs

-~

intégraux singuliers appliqués 3 | et 3 w . Chaque opérateur sera ensuite
décomposé en une partie singuliére triviale (transformation de Hilbert) et

~

une somme d'opérateurs 3 noyaux réguliers.
Pour Yy donné dans Bo , et j =0,1,..., notons Tj(yx) 1'opérateur
j

. . . 1 o g P
intégral singulier de noyau TR’ c'est 34 dire défini par :

1 yeey&) e
T a0 =+ FEEIED 5T 20D g

Remarquons que To(yx) est simplement la transformation de Hilbert :

on sait que HQ (&) = - isgnga(g) (sgn& est le signe de £ ) et en convenant

que sgn 0 = 0 , il vient Hl = 0 .

On a alors (formellement) les décompositions en série

I
W™ 8
N~ 8

F(yx,w) = €. Tj(yx) (1+y) + Yy

' T, 1+
) j j EJ J(yx)( w) ’

j 1
= "
G(Yx,w) wHy + (1+w) T](yx)w + (1+w) j§3 e} Tj(yx)(l +w) ,
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ol €. , €5 Eg valent -1, 0 ou l .

’
-

J
Décomposons maintenant chaque Tj(yx) (g =1,2,...) :
. j .
= oI - -k p
Tj(yx) Q= y, Ho kil v, R e
. 1 1 _k ey
ol R (v )a (x) = — JG P, akhdx! .
i_ 3 - .
P yx(x) Pyx(x) J j=k k-1
En effet ; = — Iy (x) P ’
X-X X=X X
k=1
W
€ x-x' Py » P Py x P /%

Remarque. On verra au paragraphe suivant que pour Yy € B0 les Tj(yx) définissent

(o]
des opérateurs continus sur Bo avec
j=

I1 s'ensuit que pour Mygl <1l etuwc€ B0 les séries définissant F et G

l"Tj(yX)uf(Bo) < + » lorsque NyXH < 1.

convergent normalement dans Bo .

§ 4. L'INEGALITE DE BASE.
Le point fixe contractant repose sur une majoration de

IF(ylx’wl) - F(yzx,wz)lp donnée par le lemme suivant.

> Yoy s 10 Y9y des élements de Bp .

1x On suppose
R Imi|p <p (1 =1,2), ainsi que |ylx—y2xl s ]wl-wzlp < v,

Lemme. Soient v W

Iyixlo P

ol py et y sont deux mesures positives bornées, p de norme < 1 . On a alors :
- <

oi A est une application continue de la boule ouverte de rayon 1| de M+
(ensemble des mesures positives bornées) dans M+ telle que A(0) = O .
On a la méme inégalité pour G .

Avant de démontrer ce lemme, introduisons les opérateurs

Rk(ylx""’ykx) définis formellement par :

-Lrd "Ydx!
R (Ve s¥y) 2 = — [Gppeeep), 2(x"dx'

yi(X)-yi(X')
- ' =
ol Pi(x,x ) p—
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On a alors :

Proposition. Si les Vi 0 1 T ly,...k, sont des &léments de Bp Rk(ylx,...ykx)

est un opérateur borné de BO dans Bp , et on a :

|Rk(ylx""ykx)9|p < 2!ylx!p koK kaxlp *lQI—p ’

Démonstration de la Proposition.

L'opérateur Rk(ylx’°"ykx) se définit commodément via la transforma-
tion de Fourier.

La transformée de Fourier du noyau est en effet

2ig 2
k (pl*"' pk) t]
. ~
or on calcule facilement, en notant Yig = M3 ¢
A

pi = IIAdUi(A) ’
ol IA est la mesure de masse | uniformément répartie sur le segment

{(E,€") = £+ €' =x,lg| + |g"| < |rl}-

La transformée de Fourier du noyau est donc la mesure

_ 2ig
Moo= Jof Ioseeex ILoduy ) eeedu, )

1 k
I>\l*...=o:1>‘k est une mesure positive de masse | portée par la droite
g + &' = Al +...%4 Ak dont la densité (en £ ) sera notée OA] ,,,Ak(g).
On vérifie que 0)\l ...Ak(g) < EEE%XIT et que cette fonction est nulle pour

1
lel + lza, - gl > 2 A ] .

Ce noyau mesure Mk permet de définir un opérateur continu Mk sur les mesures

bornées par la formule :

2i

<Mkv,cp>=—1-(—f el (ZA.l+a)c)\ (A +a)eEa +a)du (A ). ody, (A dv(a) ,

1,..."k

oll (p désigne une fonction test continue & support compact.



VII-8

En effet, de 1'inégalité |¢ oy

(€)] < k , on déduit
ey

1

leV| < zlull*---*|uki*|Vl

A A~
L'opérateur Rk sur B0 se définit par RkQ = Mkﬂ . Ecrivons donc
or,, ~ . o
|Rk(ylx,...,ykx)§z[p = le ngl , or on a pour une fonction test positive @
roa 2 DZWIZAi+a| o
<|eP MGl o> <t j...ﬂmfaloh Ak(m.1+a)ep(zx.1+a)e d|ul|(>\l)...d|Q|(a) ;
oo

mais puisque o (¢) est mul pour |g| +|sx. - g]>% |Ar.]

A],...Ak 1 1
on peut majorer dans l'intégrale |2Ai+a| par Z]Ai‘ -lal ,

d'oli 11 vient :

| PTMA] < 2 | 2Tyl xenxe PTR]

d'ol le résultat. =
Montrons maintenant le Lemme.
De la proposition on déduit immédiatement 1'inégalité

"Tj(yx)ﬂu < (l+2j)HYXHJHQH , et donc les séries définissant F et G

convergent dans B0 .

On a F(le,wl) - F(YZx’wz) = jiz ej[Tj(yIX)Ql - Tj(sz)Qz] +

- | ' -
* g T Vo) 'El e Tj(ylx)ﬂ1 * Yo jil € [Tj(ylx)Ql Tj(y2><)92] ,
ol on a noté Qi =1+ wg -

Ce qui donne, en mesure norme |.| :
p

8

|F(YIX9U)1) - F(y2x9w2)|p < .Z

J=2| Tj(ylx)Ql = Tj(yzx)Qzlp +

Y T ylep*j§1|Tj(y1X)Ql|p + |y2x|p* ji]ITj(ylx)Ql - TJ.(yZX)QZID .

En utilisant la décomposition de Tj et la proposition, on obtient :

IT.ve] < a+2i) [y I el
] X o] X'p o]

ol on note



*j . .
WY o= uxk...x u (j fois).

Majorons |Tj(y]X)QI - Tj(yzx)Qzlp , on a :

_ P B j _ +
T (v, 00) = Ty0p,00, = Oy, — ¥, 080 *+ v, HE@) = 95)

j . . .
-k _ 37k -k -
t 2 T VORI Yy (R 55,09 = R (y,09]
o . i i _ i-k k-1 . .
En écrivant Vig ~ Yox = (ylx y2x) (kil Yix Yox ) , il vient
i i . X(i-1)
- < .
lylx y2xlp o *V
k .
De méme en utilisant pg - p? = (pz—pl) (z pk . p} l) et la proposition, on
obtient 1=1
*(k-1) *k
- < *
IR (75,09 = R (v )9 [ < 2k W+ 2(kFDu Ky,

ceci en remarquant que |Q <6+ u (ol & est la masse deDirac a 1l'origine).

i|p

Un calcul direct donne alors

. *(3-1) *]
- <
|Tj(ylx)§z1 Tj(yzx)Qzlp c() (u tou )k Y ,
ot C(3) = 252 + 35 + 1 .

- . _ <
On en déduit IF(ylx,wl) F(yzx,u2)| A(w)* v s

. *j
a(j) u , avec
1

ol A(u) =
j

o~ 8

a(l) = 24 , a(j) = 8(j+1)% pour j = 2,3...

A(p) est définie pour toute mesure bornée u de norme < |1 ; c'est une application
continue nulle en O .

Le calcul est analogue pour G .=

§ 5. LE RESULTAT

Théoréme. Il existe ¢ > O tel que pour Yox € B0 de moyenne nulle (i.e.
N\ . .

yox({O}) = 0) et de norme < g, il existe a > 0O et (yx,w) dans Ba X Ba

solution (au sens des distributions) du systéme :
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th - Ao = F(yx’w)x ’

wt - Ayx = G(yx)w)x ’

y (0) =y , w(0) de moyenne nulle.
X 0oX

Une telle solution est unique dans une boule convenable de 1'espace BO x Bo .

Et yx(t),m(t) tendent vers O uniformément lorsque t tend vers 1'infini.

Démonstration. Grace 1'estimation du paragraphe précédent, il existe g£>0

a
tel que pour HyOXH < g il existe a > O et une boule de Bu x Ba que T
envoie dans elle méme de fagon contractante. Le point fixe de T dans cette
: S = = - + +
boule est solution du sytéme avec yx(o) Yox * et w(0) Yox IO(F G)
est de moyenne nulle si Yox est de moyenne nulle.

—at2m]|£|

. A - ..
Puisque Yy € Ba , on a ]yx(t)|< H , ol § est une mesure positilve

bornée qu'on peut supposer sans masse en O ; on a alors
—ot2T
Iy (o < fe 2 Elgy )

et cette derniére intégrale tend vers O quand t tend vers 1l'infini. Méme
chose pour .

L'unicité est évidente du fait de la contraction. ®

Remarque. L'idée d'estimer les opérateurs intégraux par des majorations
ponctuelles sur la transformée de Fourier, qui joue ici un rdle essentiel,
n'est pas nouvelle. A quelques variantes de présentation prés, on la trouvera

dans Coifman et Meyer [3] .

Nous remercions tout particuliérement Michelle Schatzman d'avoir
attiré notre attention sur cette question. Nous remercions également Yves Meyer

et Claude Bardos pour de fructueuses et stimulantes conversations.
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