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O.lntroductjon.Enoncé des résultats.

On considère dans ce travail l des résultats de propagation de singularités

Gevrey pour des équations hyper.bol iques.

Le probléme de Cauchy hyperbol ique dans les classes de Gevrey est un

probléme classique,pour lequel il l existe une trés vaste bibl10grapt-11e,dont

il 1 est impossible ici de faire état.Du reste,nous ne nous interesserons ici

qu’à l’aspect purement microlocal ;on peut ainsi considerer qu’un théorème

de propagation de singularités hyperbolique est une version microlocale du

résultat d’unicité correpondant.

L’avantage de ce point de vue est,qu’au prix de certaines difficultés,H l

permet un énoncé pour un opérateur pseudo-differentiel de régularité G
s 

en (x,) sur le front d’onde Gc’ pour le même s.des solutions.

Notre méthode présente la particularité d’obtenir la régularité Gevrey,à

partir d’une estimation d’ènergie,sans itérations mais en utilisant des

poids d’ordre infini et vahab)es.Ceci i nous permet de discuter le role des

termes d’ordre infèrieurs,pour les différentes valeurs de s,dans le cadre

d’une même méthode.Nous pensons que ceci i représente une simpl ification

conceptueiïe substant iel le pour ce prob léme.

Nous ne considérons ici que des cas o~ la multiplicitè p des

caractéristiques est au plus double;l’indice s critique vaut donc 2.Ceci

essentiellement parceque pour les opérateurs à caractérisque de

multiplicité plus grande,on ne sait dans un cadre géneral (par exemple

quand les caractéristiques ne sont pas (00) à peu prés rien sur le role des

termes inférieur.

La preuve consiste à appliquer une transformation canonique complexe,qui

respecte les opérateurs pseudo-differentiels de régularité Gevrey,qui
exprime dans ce contexte le fait de conjuguer l’opérateur par des poids

microlocaux d’ordre infini et variables.La formalisation que nous preferons
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est,convenablement adaptée au cadre Gevrey, celle due à Sjôstrand qui

consiste à introduire une fonction de poids dans une réalisation de

l’identité.Dans le cadre l s’agit du calcul de l’opérateur où

étant une paramétrixe de es;QUl résulte du

calcul de Weyl d’Hôrmander [6].

Notre travail l s’appuie d’une part sur les méthodes d’énergies:Hôrmander

[4]Jvrii [5] ( 1 ) et (2),Lascar et Lascar [7];d’autre part sur des travaux de

Sjôstrand [12] et [13] concernant les résolutions de l’identité et les

singularités analytiques.

On va maintenant énoncer les résultats.

On dit que o(x,Ql est un symbole Gevrey s de degré m si:

(0.1).

On considére dans la suite un opérateur pseudo-différentiel P dont le

symbole de Weyl s’écrit:

P0Ur E grand-où q est symbole Gevrey s de

degré m-2,Pm (resp est positivement homogéne de degré m (resp

m-1).

Soit Z une variété passât par p. de la fibre

nulle.On envisage les hypothèses suivantes-

(HI)a En tout point a la signature hyperbolique-si

Fp(p) est la matrice fondamentale,on a KerF p (p)=T p 7-.
?

On rappelle que définit la matrice fondamentale.

(H. L En tout point p~l,Sp(F (p))c:i)R;en Po il i n’y a pas de sous espace
spectral de dimension quatre relatif à la valeur propre 0.

Voir [5] pour la classification des formes jJair,?tique.5 hyperboliques dans
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un espace symplectique.

(H1 )cLa dimension de est constante.

Les hypothèses sur les termes d’ordre inférieur sont notées (H2).

Ce qui est la condition stricte.

Ce qui i est la cond i t i on nécessa i re d’tvhi-Petkov.

On notera WF (u) le front d’onde Gevrey s de u.
On dit que la direction H est micro-hyperbolique pour p en si:
v 

"

(0.2).

Thèoréme.50it P un opérateur pseudo-differentiel Gevrey s de degré m

admettant un symbole principal p et un symbole sous-principal homogènes.
.-,

Soit 1jIfCL fonction telle que H est une direction

micro-hyperbo!ique.5ous es hypothèses:

si uE un voisinage conique de po
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l.Esauisse de la Dreuve.

La preuve comprend quatre étapes que nous évoquerons briévement.La

première consiste à décrire les relations canoniques complexes que nous

utilisons.La deuxième consiste en un calcul sur des associés à ces

relations-on doit notamment calculer comment un o.p.d. est transformé par

conjuguaison.La troisième est de prouver une estimation d’énergie.Enfin on

conclut en prouvant le théorème.

1. i Description des relations canoniques.

Soit un petit paramétre;0(~tR on décrit une transformation canonique
réelle et analytique l’aide de la phase:

si )( désigne un changement de variables quadratique à fixer plus loin pour

assurer des conditions de transversal est une

transformation canonique réelle et analytique,g(a) est déterminée par:

g() est ainsi déterminée à une constante prés.On fixera X. 1 par X. 

x u

On a trouvé ici i une manière de paramétrer une relation canonique réelle à

l’aide d’une phase =ornplexe,i-1als d’une façon plus commode et plus globale

que ne le permet,en général la théorie des opérateurs intégraux de Fourier

à phase réelle.

On introduit la relation canonique complexe associée à la phase:

où po est un petit paramétre.

Le résultat du pemier pargraphe est qu’il l y a une fonction ç (j3) telle que la

relation canonique associée à:
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étant les parties réelles et imaginaires ;inverse la relation associée

à (P.@, au moins plus on peut assurer que tp dépend

analyt i quprnent de et que
L2.Calcul des opérateurs.

On introduit un g rand p aramé t r e À,on prendra t:=À -1 
+ 1 /s 

s~ l.De sorte que

la partie imaginaire des phases introduites plus haut a été aplatie.
On dit que a(x,B) est un symbole de degré m Gevrey s si:

Soit

un c7.I.F. associé à ~ £,~ et à un symbole a Gevrey s de degré m. °
Un opérateur pseudo-différentiel s’écrit:

Le résultat de ce paragraphe est que:

Où o est la somme d’un symbole Gevrey s de degré m q et d’un reste r(x,~,À)
satisfaisant à:

On dit alors que r est a décroissance exponentiel le 1 /s dans 4~~.

On trouve qu’au de Po .
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Avec la relation BI1=l{&#x3E;°X.
On voit apparaitre ici la condition de micro-hyperbolicité dans le

troisième terme,on voit en comparant ~2 1 
intervenir l’indice

critique s=2.

La méthode consiste à réduire par une méthode de phase stationnaire

l’ i ntégral e donnant (J à partir du noyau de GPF.On a f a i t ce qu’ i j l f al 1 a i t pour

que le point critique complexe ne soit pas trop loin du réel,en outre il l

faudra par des changements de contours se ramener à une phase rélle non

dégénérée (et pas à ix2 comme dans la méthode uti l isée en C où en
analytique),enf in utiliser les extensions presqu’analytiques que l’on peut

construire à l’aide du résultat de Carleson [3j,pour obtenir des restes à

décroissance exponentielle 1 ls.

1.3.Estimation 

On obtient une estimation d’énergie pour l’opérateur Q de symbole q,en

calculant lm(Ou,Mu),pour un multiplicateur M convenablement choisi.Pour

le choix de M,on fait intervenir la discussion géométrique que permettent

les hypothèses le cas s2,si s2 on choisira directement) 3 Ic

M.11 1 faut analyser les termes que l’on obt i ent,ut i 1 i ser selon les cas les

inégalités de Nelin ou de Gàrding pour discuter du role des termes d’ordre

inférieur.Nous n’avons pas la place ici de détailler ces arguments.

i .4.Fin de la preuve.
rrmrrm.rrrr

On modifie par un argument de "convexification" la f onct i on de l’énoncé

du théoréme.On introduit dans l’estimation d’énergie obtenue plus haut G 1 u
où G 

1 
est de la même forme que G mais est une paramétrixe à droite de F.ll 1
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y a ensuite des arguments assez classiques pour contrôler des

commutateurs et obtenir la propagation de la régularité Gevrey.
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