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0.Introduction.Enoncé des résultats.

On considére dans ce travail des résultats de propagation de singularités
Gevrey pour des equations hyperboliques.

Le probleme de Cauchy hyperboligue dans les classes de Gevrey est un
probléme classique,pour lequel il existe une trés vaste bibliographie,dont
il est impossible ici de faire état.Du reste,nous ne nous interesserons ici
qu'a I'aspect purement microlocal;on peut ainsi considerer qu'un theoréme
de propagation de singularités hyperbolique est une version microlocale du
résultat d'unicité correpondant.

L'avantage de ce point de vue est,qu'au prix de certaines difficuites,il
permet un enonce pour un opérateur pseudo-differentiel de régularite 6>

en (x,£) sur le front d'onde GS pour le méme s,des solutions.

Notre meéthode presente la particularité d'obtenir 1a régularité Gevrey,a
partir d'une estimation d'énergie,sans itérations mais en utilisant des
poids d'ordre infini et variables.Ceci nous perret de discuter le role des
termes d'ordre inferieurs,pour les differentes valeurs de s.dans le cadre
d'une méme méthode Nous pensons que ceci représente une simplification
conceptuelle substantielle pour ce probléme.

Nous ne considerons ici que des cas ou la multiplicite p des
caracteristiques est au plus double;l'indice s critique vaut donc 2.Ceci
essentiellemnent parceque pour les opérateurs a caracterisque de
multipliciteé plus grande,on ne sait dans un cadre géneral (par exemple
quand les caracteristiques ne sont pas C™)a peu prés rien sur le role des
termes d'crdre inférieur.

La preuve consiste a appliquer une transformation canonique complexe,qui
respecte les opérateurs pseudo-differentiels de réqularité Gevrey,qui
exprime dans ce contexte le fait de conjuguer 'opérateur par des poids

microlocaux d'ordre infini et variables.La formalisation que nous preferons
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est,convenablement adaptée au cadre Gevrey, celle die a Sjéstrand qui

consiste a introduire une fonction de poids dans une réalisation de

I'identité.Dans le cadre C™,i1 s'agit du calcul de I'opérateur P =€'cPe_ ol

e.=0p, /z(exp(s(x,E)Lg<£>)),e's étant une paramétrixe de e.;qui résulte du
calcul de Weyl d'Hormander [6].

Notre travail s'appuie d'une part sur les méthodes d'énergies:Hérmander
[4],lvrii [5] (1) et (2),Lascar et Lascar [7];d'autre part sur des travaux de
Sjostrand [12] et [13] concernant les résolutions de 1'identité et les
singularités analytiques.

On va maintenant énoncer les résultats.

On dit que o(x,£) est un symbole Gevrey s de degré m si:

lDXO(Daﬁo(x,E)IsC A Bl o yS(gnS g MBI .1,

On considere dans 1a suite un opérateur pseudo-différentiel P dont le

symbole de Weyl s'écrit:

o(x,ﬁ):pm(x,i)+pm_ I(x,t‘,)+q(x,£) pour £ grand;ou g est symbole Gevrey s de
degreé m-2,0 (resp Pr- \) est positivement homogéne de degré m (resp
m-1).

Q
Soit I une variété G° homogens passant par p ﬂT*P“ prive de la fibre

nulle.On envisage les hypothéses suivantes:

(HI )a En tout point peZ,dp(p)=p(p)=0,V“p(p) a la signature hyperbolique;si

Fp(p) est 1a matrice fondamentale,on a Keer(p)szz.
2 A

On rappelle que V“p(p)(t,t')=o(t,Fp(p)t‘) définit 1a matrice fondamentale.

(H1 )b En tout point péZ,Sp(Fp(p))cilR;en ey il n'y a pas de sous espace

spectral de dimension quatre relatif a ia valeur propre 0.

Voir [S] pour 1a classification des formes guadratigues hyperboliques dans
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un espace symplectique.

1

(Hl)c Ladimensionde T Zﬂ(TDZ) est constante.

0
Les hypothéses sur les termes d'ordre inférieur sont notées (H2).

e S, v S, otrt
(H;_,)S Si péz_,lmpm_] (p)=0,et Prr- 1/2tr (Fp(p))>0.

]
Ce qui est 1a condition d'ivrii-Petkov stricte.

. S S +
(H?_)l Siper,imp. _, (p)=0,etp +1/2tr (Fp(p))ao.

m-1
Ce qui est 1a condition nécessaire d'lvrii-Petkov.
On notera WF(S)(U) le front d'onde Gevrey s de u.

On dit que 1a direction HW est micro-hyperbolique pour p en p€Z Si:

o]
Vp(p)H H <0 (0.2).
p(p) A
Théoréme.Soit P un opérateur pseudo-differentiel Gevrey s de degré m
admettant un symbole principal p et un symbole sous-principal homogénes.

Soit q;éC"' Lp(po):O,une fonction telle que HlIJ est une direction

micro-hyperbolique.Sous 1es hypotheses:

(H" )a’(H‘l )b’(Hl )c et (Hz)s Sisx»2;
f;H])a,(H1 )b'(H!)c et (H2 : Sis=2;
&H])a SiS5<d;

siu€ £(R )wunveisinage conique de Po

pOiWF(S)(PU) et WF(‘S)(u)ﬂ[ y>0 JNw=@ entrainent pOleF(S)(u).
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1.Esquisse de 1a preuve.

La preuve comprend quatre étapes que nous évoquerons briévement.La
premiére consiste a décrire les relations canoniques complexes que nous
utilisons.La deuxiéme consiste en un calcul sur des O.1.F. associés a ces
relations;on doit notamment calculer comment un 0.p.d. est transformé par
conjuguaison.La troisiéme est de prouver une estimation d'énergie.Enfin on
conclut en prouvant le theoréme.

1.1 Description des relations canoniques.

9]
Soit £€>0 un petit paramétre;cxé[R‘n on décrit une transformation canonique

réelle et analytique a—¥(cx) a I'aide de 1a phase:

cbg(x,y,oo:—x_(y).ch+><.E(o<)+g(o<)+ia/2((x(y)-ax)z*(x—x(a))z);

si x désigne un changement de variables quadratique a fixer plus loin pour

assurer des conditions de transversalité,a-»&(oc):(x(O(),E.(oO) est une

transformation canonigue réelle et analytique,g(oc) est déterminée par:

L=dg=-T0E/dy(o).x(cc) do +(cx, - B/ T 0c)x() dotg.

g(o) est ainsi déterminée a une constante prés.On fixera J(] par Jt] =Ko} ',
Fo0=(x(e0, ™ o o)
()= , X, 0L ).

On a trouvé ici une maniere de parametrer une relation canonique reelle a

I'aide d'une phase complexe,mais d'une fagon plus commode et plus globale
que ne le permet,en généeral la théorie des opérateurs intégraux de Fourier
a phase réelle.

On introduit la relation canonique complexe associée a 1a phase:

¢E’U(x,y,o<)=¢€(x,y_,c<)+iaponp(0();p:apo ou Yo est un petit parametre.

Le resultat du pemier pargraphe est qu'il y a une fonction LPU(D) telle que la

relation canonique associée a:



VI-5
Propagation des singularités Gevrey pour des opérateurs hyperboliques

WE,U(x,y,@)zwe(x,y,@)ﬂapoxpp(ﬁ) 0 W _(x,y,B)=-p(y,x,B)+icy(y,x,B);p et y
étant les parties réelles et imaginaires de ®_;inverse la relation associée
a ¢E,p au moins pour ¥=1d.De plus on peut assurer que Lpu depend
analytiquement de (g,pD,@) et que app(@):—np(@h(ﬂ(e).

1.2.Calcul des opérateurs.

1+1/

On introduit un grand parameétre A,on prendra =\ 5 s> 1.De sorte que

1a partie imaginaire des phases introduites plus haut a été aplatie.

On dit que a(x,\) est un symbole de degré m Gevrey s si:

lox] (

leo‘a(x,mmA o Tpour tout A 1.

Soit

ime,u(x,y,od 3n/2 doc:

3

F=[ alx,y,o0) e A

un O.1.F. associé a ¢€ ! et a un symbole a Gevrey s de degré m.

Un opérateur pseudo-différentiel s'écrit:

‘ = 2
P=| ptxeys2,e 00 e MEYE (o on)V2 g

W, (%Y.B) , 30/2

G=[ bix,y,B,\) e dp.

Le résultat de ce paragraphe est que:

6PF= [ otxey/2,80) e NVE 2™ 2 e

Ou 0 est la somme d'un symbole Gevrey s de degré m q et d'un reste r(x,£,\)
satisfaisant a:

>0 :
3C>0 et V(,B,n 3 Coc,@,n telle que:

IDX(XDEBr(x,E,,%.)IéC ax s Mo

oLe,N
On dit alors que r est 3 decroissance exponentielle 1/s dans 5.

On trouve qu'au vaisinage de -

2

2
qc;-,«,s,,x,a,p):A”‘[p(x,z,>-wap<><,z).Hw(x,z)—u“/zv POGENH, (B, H (E)) »
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Oy 2a)+(3(u3)]+

1

Lol 1 2 PRIO™ A Men) ™ T ce)eo™ e

Avec larelation y=y-¥.

On voit apparaitre ici l1a condition de micro-hyperbolicité dans le

troisieme terme,on voit en comparant uz et )\" intervenir 1'indice
critique s=2.

La méthode consiste a réduire par une méthode de phase stationnaire
I'intégrale donnant o a partir du noyau de GPF.On a fait ce qu'il fallait pour
que le point critique complexe ne soit pas trop loin du réel,en outre il

faudra par des changements de contours se ramener a une phase rélle non

dégénerée (et pas a ix2 comme dans la méthode utilisée en C° ou en
analytique),enfin utiliser les extensions presqu'analytiques que 1'on peut
construire a 'aide du résultat de Carleson [3],pour obtenir des restes a
décroissance exponentielle 1/s.

1.3.Estimation d'énergie.

On obtient une estimation d'énergie pour 1'opérateur Q de symbole g,en
calculant Im(Qu,Mu),pour un multiplicateur M convenablement choisi.Pour
le choix de M,on fait intervenir la discussion géométrique que permettent

les hypothéses (H | )a"'(Hl )C dans le cas sz2,5i s<2 on choisira directement

M.11 faut analyser les termes que 1'on obtient,utiliser selon les cas les
inégalités de Melin ou de Garding pour discuter du role des termes d'ordre
inférieur.Nous n'avons pas la place ici de détailler ces arguments.

1.4Fin de 1a preuve.

On modifie par un argument de "convexification” la fonction y de I'énoncé

du théoréme.On introduit dans I'estimation d'énergie obtenue plus haut G]u

ou G] est de 1a méme forme que G mais est une paramétrixe a droite de F.11
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y a ensuite des arguments assez classigues pour contréler des

commutateurs et obtenir 1a propagation de la régularité Gevrey.
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