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§ 1. NOTIONS DE DENSITE SPECTRALE.

Considérons un opérateur autoadjoint H (non nécessairement borné)

opérant sur un espace de Hilbert (complexe) Si ]a,b[ est un intervalle

réel tel que spectre H n ]a,b[ est discret (i.e. constitué de valeurs propres

isolées de multiplicité finie) on définit naturellement la densité spectrale

de H sur ]a,b[ comme étant la mesure positive :

et m. est la multiplicité de ..
J J

On peut écrire (1) sous la forme :

(l’ ) tr(f (H)) pour tout f E C°(]a,b[) (espace des fonctions conti-
c

nues à support compact sur ]a,b[).

Lorsque le spectre de H n’est plus discret sur [a,b] on procède de la

manière suivante (Bérézenskii[BE] , Guelfand-Vilenkin [G-V]) :

Soit {E(X), X E lR} la résolution spectrale de H . Pour tout

intervalle I = [a,~] on pose : E(I) = E(~+0) - E(a).

On se donne un opérateur positifT,borné sur X tel que l’opérateur

T.E.([a,b]) soit de classe Hilbert-Schmidt.

On définit alors une densité spectrale pour H sur [a,b] par :

(2) définit une mesure positive finie sur [a,b] qui s’écrit encore :

La terminologie est justifiée par le théorème de Radon-Nikodym qui permet
d’écrire que l’on a :
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où À + FT(X) est une application borélienne à valeurs opérateurs bornés sur

X . . On peut alors retrouver H à partir de Om et F si T est inversible

(T-1 sera en général non borné).

Exemple élémentaire :

K = L2(IRndx) , H = - A , , opérateur de Laplace de domaine l’espace
de Sobolev Ce qui précède s’applique pour [a,bl c et T

l’opérateur de multiplication par . x E pour s &#x3E; n/2 .

Dans la suite on supposera toujours que K = ,dx). Suivant R. Lavine

[La] on localise la notion de densité spectrale de la manière suivante :

Supposons qu’il existe un entier k tel que W.(H+i) -k soit de classe Hilbert-
Schmidt pour tout W E On définit alors la densité spectrale locale

c

comme étant la mesure positive sur R définie par :

Exemple de base :

Soit H la réalisation autoadjointe d’un opérateur différentiel d’ordre 2m

sur Rn , uniformément elliptique, à coefficients C , bornés. Alors

(H+i)-k ; D’où W.(H+i)-k est Hilbert-Schmidt pour
k IY .k &#x3E; 

2013 .4m

Interprétation formelle de la mesure do(X,x)

Désignons par le noyau du projecteur spectral E(X). Un calcul formel

sur (4) donne : 
aa

Lien avec la fonction spectrale de erturbation :
Considérons l’opérateur de Schrodinger :

,2

(V) A V est C sur R n et pour tout multi-indice a on a :

On pose :
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Il résulte de Birman-Krein [ B-K] que pour toute f E C~(R) ,f(H(h))-f(H 0(h) )
0 o

est de classe trace et que tr(f(H(h»-f(H0(h») est une mesure borélienne

(5) tr(f (H(h))-f (Hh))), f E C(1R) .
0 0

La fonction spectrale de perturbation (appelée encore phase de diffusion)
est par définition la fonction de répartition s(À,h) de ds(X,h) (noter que

supp(ds(X h» est limité "à gauche").

On a une relation remarquable avec la densité spectrale locale :

Proposition 1 :

où désigne la densité spectrale locale relative à H(h).

Preuve : Nous ne donnerons ici qu’une preuve formelle de (6). La preuve

rigoureuse est plus délicate à cause des problèmes de domaine des opérateurs

en jeu.
Pour simplifier l’écriture on suppose que h = 1 .

Introduisons l’opérateur : (x.V+V.x), générateur infinitésimal duP 21 ’ g

groupe unitaire des dilatations dans ( i.e. : E R)

[.,.] désignant le commutateur de deux opérateurs, on a les égalités :

Il en résulte, grâce à (5), que (6) équivaut à

pour tout f E 
0

A supposer que cela ait un sens, on commence par vérifier (7) pour la famille

de fonctions : f (À) = (À+~) -1 , Il 
~ &#x3E; 0 (ou encore supposer que l’espace de

Hilbert K est de dimension finie ! ) .
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d’autre part on a : lim 0).p 

On en déduit facilement (7) par un argument de densité.

Nous nous proposons ici de donner des résultats sur la limite semi-classique

(i. e. h B 0) des mesures et 

§ 2. ASYMPTOTIQUES FAIBLES :

Rappelons d’abord que sous des conditions assez faibles sur V

(continu, borné inférieurement sur mn) R. Lavine [La] , B. Simon [SI] 1 ont

établi :

Proposition 2 : lim do 1 (À,x) au sens de la convergence
r T~B n 

c 1
"’ ’j

vague des mesures de Radon sur 1

Cette proposition signifie que pour tout 1

Sous l’hypothèse (V) , p &#x3E; 0 , nous avons le résultat plus précis suivant :
p

Proposition 3 :

i) Pour tout h &#x3E; 0 , f(H(h)) a un noyau

ii) Pour tout N6 TN on a :
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, 

étant des polynômes universels de 1

Le principe de la preuve de la Proposition 3 utilise la méthode exposée dans

[H-R] pour le calcul fonctionnel.

Corollaire 4 : Sous l’hypothèse (V ), p &#x3E; 0 , la densité spectrale locale

admet dans P’(R 
p 

le développement asymptotique complet,

pour h.} 0 :

Remarques 5 :

(i) T2j est C 00 en (à valeurs distributions en x) sur R, C(V) où C(V)
2j

est l’ensemble des valeurs critiques de V i.e. :

(ii) Pour tout eo &#x3E; 0 il existe Ro &#x3E; 0 tel que

Il suffit par exemple de choisir Ro de sorte que

(iii) Nous verrons plus loin que (V ) implique que est C en

n n 
p

X,x,y sur lRx X1R par conséquent le corollaire 4 donne un dévelop-
.. y. 3

pement au sens des distributions de 20132013 e(~x,x;h) lorsque h ~ 0 .

Corollaire 5 : On suppose ici que (V ) est satisfaite pour p &#x3E; n . Soit
p

Í 0  Àl  À2  + 00 non valeurs critiques de V . Alors la fonction spectrale
de perturbation vérifie :
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Esquisse de preuve : ° On régularise la fonction indicatrice de et

on utilise le corollaire 4 (en testant sur les fonctions régularisées), ainsi

que les formules de représentation (5) et (6).

§ 3. LE RESULTAT PRINCIPAL : ASYMPTOTIQUE FORTE

Théorème 6 :

i) Sous l’hypothèse (V ), p &#x3E; 0 , la densité spectrale locale de H(h),
P 

n ..

est C sur ]0,+-[ x IR x On a en particulier : da(À,x,h) =
x

de 2013 aa

ii) Supposons p &#x3E; (p &#x3E; 0 devrait suf f ire ! ) .

Soient W vérifiant (V ) , v&#x3E; n et À &#x3E; 0 un niveau d’énergie ne possédant
v

pas de trajectoire piégée (voir d(,I’Inition plus loin). On a alors le développement

asymptotique complet suivant, pour h 0 :

_ +00 n.

Corollaire 7 : Sous l’hypothèse précédente pour À &#x3E; 0 on a :

(au sens des séries asymptotiques en h) Y, étant
J

C au voisinage de B.

(*) Définition : Soit (y,n) &#x26;&#x3E; (x(t,y,n), le flot hamiltonien associé

2
à = 2 + V(x). On dit qu’il n’y a pas de trajectoire piégée sur
le niveau d’énergie À E R si pour tout R &#x3E; 0 il existe T(R) &#x3E; 0 tel que :

Remarques 8 :

(i) Dans un travail précédent ([R-T] 1) nous avions établi une asymptotique1 
’

du type du Corollaire 7 pour des potentiels V E C’est en partiea x

grâce à la formule (6) qu’on a pu étendre ce résultat aux potentiels vérifiant
(V ) , p &#x3E; n .

p

(ii) Pour la preuve du théorème 6 nous renvoyons le lecteur à [R.Tl 2 «
2

De la démonstration du théorème 6 on peut déduire l’estimation suivante :
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Théorème 6’ : Il existe R1 1 &#x3E; 0 tel que pour tout entier N il existe CN &#x3E; 0

et pour tout s &#x3E; n il existe que :Î s,

1pour tout
Question ouverte : Peut-on prendre C s, N = 0 dans le théorème 6’ ? Cela reviendrait

à établir une estimation uniforme pour a e(À,x,x,h) en dehors d’un borné3X
de . Sur tout borné de 1Rn il y a un résultat pour h = 1 etÀ +00

(Popov-Schubin [P-S])

§ 4. LIENS AVEC LA THEORIE DE LA DIFFUSION

On peut déduire du théorème 6’ une estimation de la section efficace

de diffusion moyenne à l’énergie X &#x3E; 0 , notée : a at (X,h). Pour définir
cette quantité nous devons faire quelques rappels sur la théorie de la

diffusion. ([R.T] §1 pour une présentation rapide, [R-S] pour les détails).

On désigne par S(À,h) la matrice de diffusion à l’énergie X pour le système

(H(h), Ho(h)) ; a &#x3E; 0 , h &#x3E; 0 . Rappelons que S(X,h) est un opérateur unitaire

de . De plus si p &#x3E; -z- on a : Id + T h où Id est) p p 2 {) (

l’opérateur identité et T(À,h) est un opérateur Hilbert-Schmidt. Des consi-

dérations physiques (cf.A-J-S) permettent de définir raisonnablement la

quantité comme étant la section efficace moyenne de diffusion, par :

ou . 

i 
est l’aire de la sphère unité.

Théorème 7 : Soient V vérifiant (V ) avec p &#x3E; n+1 -t X &#x3E; 0 un niveau
- p 

p 2

1 d’énergie sans trajectoire piégée. On a alors :

Remarque 8 : - Enss-Simon ([E-S]) ont obtenu une estimation de ce type en

faisant une moyenne en À

- Yajima ([Ya]), sous certaines hypothèses, a montré que :
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Revenons maintenant au cas où p &#x3E; n .

Dans ce cas T(X,h) est un opérateur de classe trace. On définit alors la

phase de diffusion (ou encore le décalage total de phase) O(À,h) par :

On montre de plus que : T(X,h) est de classe CI sur ]0,+ oo[ à valeurs

dans l’espace des opérateurs de classe trace sur L 2 (S n-l ).
D’où

Il résulte de la théorie de Birman-Krein que l’on a l’égalité remarquable :

où s(.,h) est la fonction spectrale de perturbation pour (H(h), Ho(h)).
On peut alors interpréter 

ds 
(X,h) comme un temps de retard moyen. Pour-" 

da p

voir cela rappelons la définition du temps de retard en mécanique quantique.
On considère les groupes unitaires :

Les opérateurs d’ondes 0+ sont définis par les propriétés :

On a de plus : K (H) , sous espace absolument continu de H .
- ac

(C’est la propriété de complétude - cf[R-S]). L’opérateur de diffusion est

alors bien défini par :

Rappelons que dans la représentation spectrale de

S agit de la manière suivante :
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où S(X) est la matrice de diffusion.

Pour un état ~ "assez régulier" on définit le temps de retard par la formule :

Il résulte de [J.e] que (11) définit un opérateur de L(R) à domaine dense,

autoadjoint, commutant avec Uo(t) pour tout t E lR. Comme pour l’opérateur
de diffusion, on en déduit que AT est décomposable dans la représentation

spectrale de H :
o

où est un opérateur borné sur L2(Sn-I).
On a de plus la relation suivante :

Pour une étude mathématique détaillée des relations (11) et (12) nous ren-

voyons le lecteur à [Je] .

Il résulte de (9) et (12) que l’on a :

On peut donc interpréter la quantité -2TI ds (À) comme le temps de retardP P q QÀ p

moyen à l’énergie À du système quantique (H,Ho).
D’autre part il existe également une théorie de la diffusion pour le système

· 

_ ( _classique (pp ) p () 2 , p(x,) = p () + V(x). On peut relier la

constante y o (Î) du corollaire 7 au temps de retard moyen du système classique

(pour la diffusion classique voir [SI] , [HU],) .
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