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I. INTRODUCTION ET PRESENTATION DU SYSTEME DE VLASOV-POISSON.

Dans cet exposé, nous nous intéresserons essentiellement au probléme
de la perte de régularité du systéme Vlasov-Poisson. En conclusion, nous
présenterons des modéles physiquement plus complets, en indiquant lesquels

~

des précédents résultats peuvent s'étendre & ces modéles.

Dans le modéle de Vlasov-Poisson, 1'inconnue est une fonction de
. . . - d .. .
distribution f(x,v,t) ol x € R est la position, v € Rd , la vitesse, et
t >0, le temps. d est la dimension de 1'espace physique considéré (1,2, ou

3 dans les cas pratiques). f vérifie 1'équation de Vlasov :

(N atf + v.vxf - vx¢.vvf =0
d d
. . of of _ 99 of -
(i.e: 3t .E Vi Bx, .E 9%, v )
i=1 i i=1 i 1

¢(x,t) est aussi une inconnue du probléme. C'est le potentiel, solution de

1'équation de Poisson :
(2) Ad = tp = & [f(x,v,t)dv ; 6 > 0 pour |x| +» + o

Dans (2), le signe + intervient lorsque les forces d'interactions sont attractives
(cas de la gravitation) et le signe - , lorsque elles sont répulsives (cas

de forces electrostatiques entre particules chargées de méme signe)

Le systéme (1) - (2) est donc non linéaire dans le terme VX¢.7Vf
Cependant, on est en droit d'attendre du probléme elliptique (2), qu'il confére
d la solution de 1'équation (1) certaines propriétés de régularité. En ce sens,
le systéme (1) - (2) est plus proche des é&quations d'Euler incompressible
(en formulation tourbillon) que d'une équation de conservation hyperbolique
non linéaire standard. Néanmoins, la régularisation elliptique de (2) ne suffit
pas a assurer la régularité de la solution dans tous les cas, et le but de

1'exposé est d'analyser ce phénoméne de perte de régularité.

Nous rappelons maintenant quelques notions attachées au systéme

(1)=(2)
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Les caractéristiques (X(s,t,x,v), V(s,t,x,v)) sont les solutions

du systéme

(3) T - Vs oqe T T Vo ®&Gs),s) 5 X() = x g v(t) = v
et f est une intégrale premiére de (3)

)) f(x,v,t) = fO(X(O,t,x,v), V({0,t,x,v))

ol fo est la donnée initiale.

Dans tout ce qui suit, on supposera que fo est continuement diffé-

. o 6 . . .
rentiable & support compact sur R™ , et positive (pour des raisons physiques).

Maintenant, en définissant la densité locale p(x,t) = If(x,v,t)dv .

on obtient aisément de (3), (4) la

Proposition | : (i) £f>0

(ii) £ = |l £ |l ; 1 < p< o
P (r%) o 1P (g%

(iii) Nl (O = |l o (Ol = | £ |
erdy LLrd o 11 x5

Par ailleurs, le systéme (2) permet d'écrire :

(5) v 9(x,t) = c(d [ —T7 o(y,t) dy
| x-y|

ol C(d) est une constante ne dépendant que de la dimension. D'une inégalité
d'interpolation, et du principe du maximum, on dé&duit la

1/d d-1)/d
, <c@ o'y @/

Proposition 2 : (i) v ol .
L®(R7) L (R”) L (R”)

(ii) Pour des forces attractives, ¢ est négatif

Pour des forces répulsives, ¢ est positif.

Enfin, en introduisant 1'énergie cinétique T(t), et 1'énergie potentielle U(t)

par :

(6) T(t) = Hvzf dx dv ; U(t) = [[¢f dx dv

on a
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Proposition 3 : L'énergie totale E(t) = T(t) + U(t) est conservée :

E(t) = E(0)

~

Grice 3 cette proposition, et grdce & un argument de compacité décou-
lant de la résolution du probléme elliptique (2), on peut montrer 1l'existence

de solutions faibles

Théoréme 1 : ([Ar] , [I-N] , [H-H]) : Il existe une solution faible globale
de (1)-(2) vérifiant

f(t) € LI(RZd) ; faiblement continue par rapport 3 t .
E(e) £(0) € L' (R

En revanche, aucun théoréme d'unicité n'est connu pour ces solutions
faibles. Dans le prochain paragraphe, nous allons mettre en évidence un critére

de régularité (et d'unicité&) de solutions.

1T. UN CRITERE DE REGULARITE DES SOLUTIONS.

Ce critdre est explicitement formulé dans [Ho] mais figure en germe

dans [Ba.l] et [U.0.].

Théoréme 2 : Soit (f.¢) une solution faible de (1)-(2). Si il existe une

constante C telle que

(7) o)l o 4 <C ,v tel[0,I]
L (R7)

alors (f,¢) est l'unique solution réguliére (continuement différentiable sur

2d - .
[0,T] x R™) du systéme (1)-(2), sur 1'intervalle de temps [0,T].

On voit denc que la perte de régularité éventuelle d'une solution
du systéme (1)-{(2) est liée & une perte d'intégrabilité de f par rapport
aux vitesses, p devenant alors infini (physiquement, des particules de vitesses
trés grandes sont produites). Dans la forme, ce résultat s'apparente 3 celui

de [B.K.M] pour l'équation d'Euler incompressible.

Idée de la preuve du théoréme 2. Elle repose sur la régularisation elliptique

de (2). Si de (7) om pouvait déduire que ¢ € wz’w(RQ) , alors le champ de

vecteur (v, - VX¢) serait régulier ce qui permettrait de conclure immédiatement.
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Malheureusement on obtient seulement :

2
IHv_oll - < C, (1 + Log(l +|lv_pll oo)) il oli o ¥ C,(1 +1pll )
X I 1 <P L I 2 L1

I1 est donc nécessaire d'obtenir une estimation de Ilvxpﬂﬁm . Pour cela, grice

3 (7) et a la proposition 1, on obtient :

(8) ||7XE||Oo < C(l + Log(l +||on||00 ))
Pour estimer V.o on écrit

) 9.0 = | f5 £ av|<Iv, £l mex,0)

ol m(x,t) est la mesure du support de la fonction v » f(x,v,t), dont on peut

montrer grace 3 (7) et (3) qu'elle est uniformément bornée sur [0,T] .

Enfin 1'estimation de fo s'obtient en dérivant 1'é&quation (1).

P P - 2 .
Le seul terme non linéaire par rapport aux dérivées étant V ¢.va , on obtient

par un principe du maximum, puis 3 1'aide de (8) et (9)

d 2
—_— < Ly
(10) g TVEI, < e + v el ) IvEl
< C(1 + Log(l + IVEI_NIVEI

Bien que non linéaire, 1'inégalité de Gronwall (10) permet d'obtenir une esti-
mation de IIVfll ~, quel que soit la taille de 1l'intervalle [0,T] . Les inégalités

2 -
sur V. ¢ et V. p en découlent. ®

Dans le prochain paragraphe, on examine dans quels cas le critére

énoncé au théoréme 2 est vérifié (ou infirmé).

ITI. CAS DE REGULARITE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION DE VLASOV - POISSON.
Compte tenu du théoréme 2, pour montrer la régularité globale (pour
tout temps) de la solution considérée, il faut trouver une fonction @(t)

dans Lloc([O,w[) telle que

(1) o (e - d <@(t) Vte€EI[o,of
L (R)
Le critére (11) est vérifié pour des dimensions petites (d < 2 ;
d = 3 avec des conditions de symétrie,...) (voir [Ba.l1],[U.0.] , [Ho] , [Wo-1]

[De 1]). La technique utilisée repose sur 1l'interpolation.
p P
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Le prototype de tels théorémes est le suivant

Théoréme 3 : Si d = 2 , le critére (11) est vérifié ; Il existe une solution

continuement différentiable, unique, globale.

Preuve : On estime la croissance de m(x,t), mesure du support de la fonction
v > f(x,v,t). D'aprés (3) cette croissance est gouvernée par le champ Vx¢ ,
lequel, grédce & la proposition 2, peut étre estimé par la charge p . On a

donc, si dO est le diamétre du support de fo :

t
mGx,t) < @+ [ 17 el _ds)®
© o L
t (d-1)/d d
< cd + [ Nt ds)
° o L
On en déduit une estimation de p , selon :
(12) [o(x,t)llld = [[f(x,v,t) dVIl"d < Hfonl/d m(x, ) /4
Loo
t (d-1)/d
<c@/ds e, ds)
o

. . 1/4d . . . . .
(12) est une inégalité de Gronwall pour p / , qui est linéaire en dimension
d < 2 , et non linéaire en dimension d > 2 . Le critére (l1) est donc vérifié

sid=2. =

Le critére (11) peut s'avérer infirmé lorsque la dimension d est

grande. On a notamment le résultat suivant dd 3 Horst [Ho]
Théoréme 4 : Si d = 4, dans le cas de forces attractives et pour des données
initiales suffisamment grandes, alors le critére (l1) n'est pas vérifié, et

il y a perte de régularité de la solution au bout d'un temps fini.

Preuve : On introduit le moment d'inertie

I(t) = fJ x2f dx dv

qui vérifie, si la solution est réguliére (voir (6))

21

[N

= 2T(t) + (d-2) U(t).

N

dt



XVIII-6

Si d 2 4 , on peut écrire, puisque T(t) est positive : et grdce & la proposition 3

2

[a
—~

|

< (d-2) T(t) + (d-2) U(t) = (d-2) E(t) = (d-2) E(0)

\]

dt

Maintenant, dans le cas de forces attractives, ¢ (et donc U(t)) est négatif
(proposition 2). On voit alors sur (6) que E(0) devient négatif dé&s que la

donnée initiale f0 est assez grande. Dans ce cas, on a :

2
i—é < (d -2) EQO) < O
dt

impliquant que I s'annule au bout d'un temps fini, ce qui contredit (4). =

Le théoréme 4 montre que la question de la régularité n'est pas
aussi simple que 1'on pouvait 1'envisager. En particulier, dans le cas de la
dimension d = 3 , qui est le cas physiquement intéressant, aucune réponse
compléte n'est connue. De plus, il devient nécessaire de faire appel a des tech-
niques autres que l'interpolation. Une tentative a &té faite en utilisant

des techniques de dispersion, qui a mené au résultat suivant

Théoréme 5 : [B.D] . Si d = 3, et fo assez petite (en norme Cl), alors le

critére (11) est vérifié.

Idée de la preuve : La notion de dispersion peut &tre illustrée sur le pro-

bléme linéarisé
Bt + v fo =0 = f(x,v,t) = fo(x - vt,v)
. - . . . 1, _d
Mais, par hypothése, il existe une fonction x(x) € L (R") telle que
£G,v) < x(0)
de sorte que la densité locale p(x,t) est estimée par

(13) p(x,t) < ffo(x—vt,v)dv < fx(x—vt)dv
< [ x@® det(g*z) dg

< C/td .

Physiquement, la conservation du nombre de particules, et leur dispersion vers
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1'infini, entraine la décroissance de leur densité locale. C'est un phénoméne

typique de domaines non bornés.

Maintenant, cette décroissance peut &tre mise & profit pour compenser
l'effet déstabilisant de la non linéarité. Une telle démarche s'inspire des
travaux de Klainerman et al (voir [Ke],[K.P.] , [Sh] ...) pour 1'équation des

ondes non linéaire.

L'extension au cas non linéaire utilise un argument de point fixe.

Soit p(x,t) une densité locale satisfaisant (en dimension 3)
3
(14) f(x,t) < A/(1+t) s A>O.
On calcule un champ V.o d'aprés (5) vérifiant selon la proposition 2

17 6(O < A/(148)2
X e

La formule (4) permet d'obtenir une nouvelle densité g(x,t) grice a

(15) B'(X9t) = I fO(X(O,t,X,V), V(o,t,x,v))dv

Pour fo assez petite, on montre que f satisfait encore (14), avec la méme

constante A . On conclut alors par un argument de point fixe que la solution
de (1)-(2) satisfait (l14), ce qui montre en particulier que le critére (l1)
est vérifié.

Pour montrer que 3 satisfait encore (l14), i1 faut montrer que le

changement de variable utilisé dans (13) peut également 1'étre dans (15) en

remplacant les ''caractéristiques libres"
v>§f =X - vt

par les 'caractéristiques réelles"
(16) v > g = X(0,t,x,V)

(x, et t sont ici des paramétres fixé&s). Plus précisément, on doit prouver

que (16) est un difféomorphisme global , dont le Jacobien vérifie :

t3

(17) J(stst) = %\% (X,V,t) > _2_
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En effet, grdce a (17), on peut mener le calcul (13) de maniére identique

~

pour p .

La preuve de (17) est extrémement technique et est omise ; La preuve
que (16) est un difféomorphisme global s'effectue gridce & un argument de type

"degré topologique'" .

IV. EXTENSION A DES MODELES PHYSIQUES PLUS COMPLETS.

1. Vlasov-Maxwell. Ce modéle décrit un plasma dont les particules interagissent

par 1l'intermédiaire de la force de Lorentz (E + v xB). Le systéme s'écrit

[K.T.] :
f o f +v.v f+ (E+vxB).v=0
t X v

< at E- UxB=-1J; atB + yxE=03; V.B=03; V.E =p

. o= Jfdv; J=[fvEfdv

Cette équation existe également dans une version relativiste, oll

v désigne alors 1'impulsion relativiste, liée 3 la vitesse v par :
2 2
v = v/A1-% o v = vﬁV4+v

et s'écrit [VK.F.]
Btf + V(v) fo + (E + ¥(v) x B)va =0

(couplée bien entendu, aux &quations de Maxwell).

Aucun théoréme d'existence faible n'est disponible pour ces &quations
(en raison du caractére hyperbolique du syst@me de Maxwell). Divers théorémes
d'existence locale ont &té prouvés [Wo-2] , [De-2][As]. Un critére d'existence
globale analogue au théoréme 2 est néanmoins disponible [G.S], prouvant que
le contrdle du nombre de particules atteignant des vitesses &levées est, 13

encore, nécessaire.

2. Vlasov-Fokker-Planck. Pour prendre en compte le phénoméne de collisions

entre particules, on introduit un opérateur de collision, qui, dans le cas

de plasmas fortement ionisé&s, prend la forme d'un opérateur de diffusion
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(opérateur de Fokker-Planck). On considére donc 1'équation
(18) atf + V.fo - VX¢ va = Avf + Vv(vf)

couplée 3 1'équation de Poisson (2).

On peut montrer que, pour ce modé&le, les théorémes 2 et 3 restent

vrais (voir [N.P.T] pour une démonstration utilisant la généralisation "pro-
babiliste" de la notion de caractéristique, associé a (18) ou [De-1], pour

une démonstration purement analytique).

3. Vlasov-Nucléaire. Cette &quation est utilisée pour modéliser la matiére

nucléaire (voir [Be] ou [Nel). Elle s'écrit
(19) B f + v f+ P¢;h(f) =0

ot P¢ A est un opérateur, dépendant du potentiel ¢ , et de la constante de
b

Planck “h , donné par :

P, g0 = L [T (4 oy /2) =0 (xry/2) £ (x,yv ", £)dv" dy
’ 27h

De plus, ¢ n'est plus nécessairement solution de 1'équation de Poisson, mais
d'équations plus complexes, faisant intervenir des modéles (empiriques) d'inter-
action nucléon-nucléon. [Ne].

Dans la limite quasi classique i » O, on obtient P¢;h(f)¢-vx¢vvf
montrant que (19) est une perturbation de 1'équation de Vlasov.

Enfin il est possible de relier (19) & 1'équation de Schrddinger
pour une fonction (matrice densité) y(x,t) solution de

L i(%zmp—cbw) =0

grdce 3 la transformation de Wigner :

-ivy/A

£(x,v,t) = [p(x+y/2)p*(x-y/2)e dy/2mh

Aucun résultat mathématiquement rigoureux n'est 3 notre connaissance, disponible,

concernant 1'équation (19).
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V. CONCLUSION.

L'investigation mathématique du modé&le de Vlasov-Poisson (et bien
plus encore celle des modéles plus complexes) est loin d'é@tre compléte. La
question de la régularité des solutions n'est d'ailleurs pas le seul probléme
susceptible d'intéresser le mathématicien. L'existence de solutions stationnaires,
leur stabilité, le comportement asymptotique, ou encore la dérivation de
solutions explicites offrent d'intéressants problémes ouverts. (voir en parti-

culier [Ba-2] pour une revue compléte et récente sur toutes ces questions).
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