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VII.1

L'objet de cet exposé est de donner une bré&ve présentation des
résultats de notre article [9] sur la preuve des formules de Lefschetz

délocalisées, en utilisant 1'équation de la chaleur.
q

Soit en effet M une variété riemannienne compacte orientée,
munie d'une structure spin. Soit F, F_ les fibrés des spineurs positifs,et

négatifs, éventuellement twistés par un fibré auxiliaire £ .

Soit D 1l'opérateur de Dirac, qui échange les sections de F et F_.

On note par D+,D_ la restriction de D aux sectlons de F+,F_

Soit T wune isométrie de M, qui se rel&ve en une action unitaire

sur F+ » F_ . T commute avec D+,D& , et agit sur Ker D+ » Ker D_ .

Rappelons que le nombre de Lefschetz ©L(T) est défini par

(0.1) L(T) =T T - T

TRer D+ rKer D__T
La méthode classique de 1'&quation de la chaleur (voir Gilkey [11])
consiste 3 étendre la méthode de Atiyah - Bott — Patodi [2] au calcul de L(T) .

Par Gilkey [11] , on a en effet, pour tout t>0 :

(0.2) L(T) = Tr+[Te -t D-ZDt] - Tr_{Te —t_12121_>__ ]

ol Tr+ , Tr_ sont les traces des opérateurs considérés sur les sections de

F,,F_ .
-tD2
Soit Pt(x,y) le noyau C° de 1'opérateur e 5 . PL(x,y)
est une application linéaire de F, dans F, < L'action de T sur M
I I,
se reléve en une application lin&aire A(T) de Ft,x dans Ft,Tx

(qui elle-méme reldve la différentielle dT).
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(0.2) s'écrit alors

(0.3) L(T) =J [Tr, (A(T) P (x,Tx)) - Tr_ (A(T) Pt(x,TX))] dx .
M

Dans (0.3) Tr+_A(T) Pt(x,Tx) est la trace de A(T) Pt(x,Tx) calculée

dans Fi,Tx .

La méthode classique de 1'équation de la chaleur consiste 3

montrer que quand t¥¥0, le membre de droite a une limite "naturelle".

Notons tout de suite que quand x # Tx , quand t¥+¥0 , Pt(x,Tx)
décroit trés vite vers 0. Quand t¥¥0 , l'intégrale & droite de (0.3) se

localise sur les points fixes de T.

Dans [7], on a mené les calculs jusqu'au bout dans le membre de
droite de (0.3) et obtenu les formules de points fixes de Lefschetz d'Atiyah -
Bott [1] et Atiyah - Singer [4] , qui calculent L(T) par intégration sur
les points fixes de T de certaines classes de cohomologie. La différence
essentielle par rapport 3 Gilkey [11] est la suppression de tout argument
"algébrique'. Pour une autre approche de la formule de 1'indice équivariant,

nous renvoyons a Berline - Vergne [6].

En théorie des représentations des groupes compacts, il est
bien connu que les formules de caractéres des représentations du groupe

peuvent se calculer de deux maniéres :

* soit par des formules de Lefschetz, qui calculent le caractére

par des sommes calculées 3 1'aide du groupe de Weyl d'un tore maximal H.

"+ soit 3 1'aide de formules dites de Kirillov qui calculent la
Y . . .
trace de e~ (pour lIYIl assez petit) comme des intégrales sur les orbites

entiéres de la représentation coadjointe du groupe.

Par ailleurs, dans le cas des groupes compacts, il est bien
connu que les représentations du groupe peuvent se réaliser sur les noyaux
de certains opérateurs de Dirac sur les orbites, ce qui relie le calcul de

Y o . .
L(e") au calcul des caractéres des représentations du groupe.

Notons enfin que Berline - Vergne [5] ont montré que les formules
de Weyl et les formules de Kirillov sont liées par un argument de pure
"géométrie différentielle", qui repose sur un principe de localisation en

cohomologie &quivariante.
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Alors que les formules de Lefschetz ne s'étendent en général pas
pour d'autres groupes que les groupes compacts, les formules de Kirillov

restent vraies sous des hypothéses trés faibles.

N. Berline et M. Vergne nous ont suggéré de donner une preuve
directe, par 1'équation de la chaleur, de 1'analogue des formules de Kirillov,
1'idée &tant que l'@quation de la chaleur, conservant un sens 'naturel" dans
certaines situations non compactes, permettrait 1'obtention de telles formules

par des voies plus naturelles que les méthodes existant actuellement.

Nous présentons ici les principales idées de la preuve par 1'équation
de la chaleur des formules de Lefschetz délocalisées dans le cas compact,laméthode
indiquée semblant pouvoir s'étendre au cas non compact. On utilise essentiellement
une déformation homotopique de 1'opérateur de Dirac, pour obtenir la délocalisa-
tion souhaitée. Notons que Witten [12] a utilisé des déformations de certains
opérateurs de Dirac (du type d+ §) pour obtenir une localisation de certains

calculs.

4
I - DEFORMATION DE L'OPERATEUR DE DIRAC

M désigne une variété riemannienne compacte orientée de dimension

n = 2% . On suppose que M est spin.

Soit N 1le SO(n) fibré des repdres orthonormaux orientés de
TM, N' le Spin (n) fibré correspondant, 0 la projection N’ — N qui

induit 1'application de revétement Spin(n) — S0(n) sur chaque fibre.

F+ F_ désignent les Spin(n) fibrés de spineurs positifs et
négatifs. P(F+) est 1'ensemble des sections C_ de Ft .

On munit N de la connexion de Levi-Civita qui se relé&ve natu-
rellement en une connexion sur N', Les fibrés ™, Ft sont donc naturellement
munis de la connexion de Levi-Civita.

Pour simplifier 1'expos&, nous considererons 1'opérateur de
Dirac agissant sur T(F ). Naturellement, pour un r&sultat bien connu de
Atiyah-Hirzebruch [3] , le nombre de Lefschetz est constant sur la compo—
sante connexe de l'identité dans le groupe des isométries (et méme nul s'il
existe un champ de vecteurs de Killing non trivial). Toutefois, comme notre
but est d'exposer un calcul local, nous pourrons nous limiter & F(Fi). Pour
le cas général nous renvoyons a [9] .

D désigne 1l'opérateur de Dirac sur T(F,) associée @ la connexion
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de Lévi-Civita. Rappelons que si V est 1l'opérateur de dérivation covariante
pour la connexion de Lé&vi-Civita, si es:++,e ~est une base orthogonale de

TxM , alors en x , on a
n

(1.1) D=ZXe. V
1

Dans (1.1), SEERETLN agissent par multiplication de Clifford sur F, .
D échange donc F(F+) et T(F).

Rappelons la formule de Lichnerowicz
(1.2) p? = - AM%

Dans (1.2), AH est le laplacien horizontal (pour la connexion V ) et K

est la courbure scalaire.

La formule (1.2) joue un rdle essentiel dans les preuves probabi-

listes [7] du théoréme d'Atiyah-Singer et des formules de points fixes.

Soit Y un champ de vecteurs de Killing. Rappelons que V.Y
est alors un (l,l) tenseur antisymétrique. En identifiant Y & une l-forme

par la métrique de M, si dY est la différentielle extérieure de Y ,on a :

(1.3) dy(u,v) = 2 < VU Y,v >

Soit LY 1'opérateur de dérivée de Lie associé a Y . LY agit sur

1'algébre tensorielle de M par la formule
(1.4) L = V - V.

Classiquement, le tenseur antisymétrique dY agit sur F_ par la

formule

(1.5) dy = -

&)

% dY(e.,e.) e.e.
i,] ot

Par (1.3) et (1.4), LY agit sur P(Fi) par la formule

(1.6) Ly = Y *+5 .

Y . P ..
On veut calculer L(e ). On peut sans inconvénient (par restriction

d un  tore maximal du groupe des isométries) supposer que Y induit une
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action de S, sur F(Fi)

1

La fonction z € R.__;I&eZY) est une combinaison finie & coeffi-
2imnz

clents entier des caractéres {e }nEN et a donc un prolongement
holomorphe sur C
P ' z'Y . . v
Définition l.1. Pour z' € C , D désigne 1'opérateur
1
(1.7) p? Y. D+ z'Y

Dans (1.7), Y agit par multiplication de Clifford sur T(F, ). Si z'€ iR ,

D est formellement autoadjoint.

Pour z, z' € C , t > O , considérons 1'opérateur
t
.8 Z2 o X -
(1.8) Bt 5 (D ) z L

I1 n'est pas difficile de montrer - par exemple en utilisant une représentation

|
Z,Z
e B B’ _ z,z'
probabiliste - que 1'onérateur e t© est donné par un noyau St’ (x,y)
c” en (x,y) et holomorphe en z,z' .
~ . . zY P .
On a alors un résultat d'invariance de L(e” ) par déformation

homotopique de D

Théoréme 1.2 : Pour tout t >0, z,z' € C, on a

(1.9) L) = f [rr, (%% (x,0) - Tr_(5%°% (x,:0)] ax
M

Preuve : Les deux membres &étant holomorphes en =z,z' il suffit d'établir

1
(1.9) pour z € R , z' € iR . Alors D? Y est autoadjoint et commute avec LY .
(0.3) montre que le membre de droite de (1.9) est le nombre de Lefschetz
1

LZ,(eZY) de eZY pour 1'opérateur D” Y . Le membre de droite de (1.9) est

. zY .. = . . .
continu en z' . Comme LZ,(e ) est une combinaison 3 coefficientsentiers des

2imnz

{e }

Y .
nEN LZ,(ez ) est constant en z' . On obtient (1.9) pour z' =0 . O

L'idée va &tre de calculer 1'asymptotique du membre de droite de

(1.9) avec z' dépendant de t
1

Pour z' € C , soit vZ Y la connexion sur F(F+) donnée par

]
(1.10) v.? T v.+ z' < ¥Y,. >
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1
v.? ¥ est une connexion unitaire pour z'€ iR . Elle induit la connexion
de Levi-Civita sur TM .

H,z'Y

Soit A le laplacien horizontal correspondant.

On a la formule essentielle de [9] .

Théoréme 1.3 : Pour tout t >0, z€ C, on a :

Lz
(1.11) B, ** =% 4 2t _

oo| '~

Preuve : La preuve résulte d'un calcul tré&s simple dans [9] . O .

La formule (l1.11) est remarquable, car elle a la méme structure
que (1.2), qui nous 1'avons dit, joue un rdle clé dans [7] . Le choix de
z' = 2 n'est pas accidentel. Il s'explique formellement par la cohomologie

2t
8quivariante de 1l'espace des lacets [8].

IT - ETUDE DE L'ASYMPTOTIQUE POUR t 4+ O .

Soit X un mouvement brownien dans M issu de X - On pose

= <s<1).
X X o (0< s 1)

. s,t _ - .
Soit TO’ 1'opérateur de transport parallé&le pour la connexion V.

de fibres au dessus de x; dans des fibres au-dessus de X -
Soit h wun élément de r(F,).

On a tout d'abord :

Proposition 2.1 : On a

z 1 t
B z,—é-l-__—h tIOK(xs)ds z

(2.1) (e )(x) = Elexpi- —2—2— = 2 [loyhyant 51 o]

Preuve : La preuve ré&sulte d'un calcul stochastique simple dans [9 Théoréme 2.2].

. - ~ . . t
Soit EX . 1'opérateur d'espérance conditionnelle pour x. sachant
o’"o
X, Soit pt(x,y) le noyau de la chaleur de M pour 1'opérateur de

t
que X,

Laplace-Beltrami. Par désintégration de (2.1), on déduit

1
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Théoréme 2.2 : On a

z 1 t
Zs 2¢ J’oK(Xs)dS z l t t 1,t
= -— [ S > 2
(2.2) s, (x,x ) = p (x_,x ) Exo,x [exp{-t 3 2t‘[0<Y(XS)’de b 1
° z
Zs 2¢
Remarquons que pour z € i R, st (x,x) reste uniformément
borné. Comme L(eZY) est combinaison linéaire des {e21ﬂnz}n€N , L(eZY) ne
peut rester borné pour z€ 1 R que si L(eZY) est constant. (2.2 ) redonne une
partie du résultat d'Atiyah-Hirzebruch [3] .
Posons A z
Zs 7t Zs 7t
(2.3) £(z,t,xo) = 'I'r+ S (xo,xo) - Tr_ S (xo,xo) .
On va montrer que quand t++O0, £(z,t,xo) a une limite. Notons que par
rapport au cas ot Y = 0 , (2.2) ne différe de la formule correspondante (pour
1'indice lui-méme) que par le terme exp {- ;% ;<’Y(x§) , dxs >} qui est borné

pour z € 1 R .

Pour &tudier 1'asymptotique de £(z,t,xo), on réalise sur 1'espace
cae L < . 1 . .
de probabilité du pont Brownien plat w. dans T M toutes les trajectoires de
t . ‘s . . o, 1 .
X (pour t petit). En premiére approximation, si w est un pont Brownilen

dans Tx M (avec wi = wl = Q) alors

1
o

t 1
(2.4) x_ ~ expXo vt v, oo

Naturellement on donne un sens précis a (2.4) dans [7] , [10] . Alors quand

t¥40 , si Rx est le tenseur de courbure de Tx M, si ri’t est considéré
o o
comme agissant sur Tx M , on a classiquement
o
I,t t 1 1 1
2.5 4 = — — +
( ) T, e~ 3 Io RXO(dw W ) + o(t)

De plus quand t+ 40

1

(2.6) Pt(Xo,XO) NW

Une formule de caractéres [7] montre que
1 1
Tr Tl,t Rx (dw ,w )

T —-—
(2.7) 1lim —— 09 0O . (-1)M2 p [Ié o
t 440 t

2
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ot Pf désigne le Pfaffien d'une matrice antisymétrique.

La formule de Stokes montre aussi que

1 <Y(x§)dx§> 1 1
(2.8) Io T S Io< le Y(xo), dw >
En notant que exp{- f% : <Y(x;),dx: >} reste borné pour z € i R on en déduit

sans difficulté :

Théoréme 2.3 : Pour z € i R , quand ty40 , £(z,t,xo) a une limite L(z,xo)

donnée par
(2.9) £(z,x ) = IPf[_—i IIR (dwl wl)] exp{- Z jl <V Y(x) dwl >} dP, ( l)
. o 4t ‘o X s’'s 2 70 117 v
W
I1 reste 3 mettre (2. 9) sous une forme acceptable pour des

géometres . Notons la formule qui indique que si A est une matrice anti-

symétrique (n,n) identifiée 3a la 2-forme X,Y — < X,AY > , alors

Aﬂnlz 1 n
(2.10) m’! = (PfA) dx A ... Adx
En posant
A2
(2.11) eAA=1+A+£‘-2,— + ...

(P£fA) dx'A...dx" est donc la composante de degré n de eA . On écrit
(2.12) (PEA)dx! A ... Adx

Si n est la forme riemanienne d'orientation de M , on tire de

(2.9)
(2.13) £(z,x In(x ) = fexp™TE (IR (aw!,w')YexpiSZ [l<v  ¥(x ),dw'>}dp, (w))
’“o o ¥ 4w Yo X ’ Y2 7o wl o”’ 1 :

En notant que l1'algébre des formes paires est commutative, on en déduit

Théoréme 2.4 : Pour X EM,z€1R, ona

n -l 1 1, zl 1 1
(2.14) £(z,x In(x )=fexp {Z2f R(dw ,u )~2-IO<VWIY(XO),dw >}dP (w)
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La recombinaison des deux exponentielles dans (2.14) est typique
de la maniére dont fonctionne 1'homomorphisme de Chern-Weil en cohomologie
équivariante, tel qu'il a été décrit par Berline-Vergne [5] .

I1 reste 3 calculer (2.14). Soit A 1a fonctionnelle ad O(n)

invariante définie sur les matrices antisymétriques telle que si B est faite

0 X,
de blocs diagonaux de la forme t sur une base orthogonale (orientée
-x. O
i
ou non), alors
X.
_*
A 2
(2.15) AB) =m ey
1T
2
On a
Théoréme 2.5 : On a pour z € iR
R
n N Xo
. L(z. = - i .
(2.16) (z xo)n(xo) A( > i zV Y(xo))

Si z € C est tel que |Rez| est suffisamment proche de O , alors
(2.17) Le®™) = [ B x_ - iz V.YGx)
Preuve : (2.16) résulte de (2.14) et d'une formule trés classique de P. Lévy.

(2.17) résulte de (1.9), (2.16) pour z € i R et d'un prolongement holomorphe

dans le cas général. O
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page VII-5 ligne 3 :

. 2imnz
au lieu de {e }nEN

. 2imnz
lire {e }nEZ

page VII-6 ligne 3 :

H,z'
au lieu de Soit A’ ¥

zl
lire Soit A ¥

page VII-6 formule (1.11)

z,
au lieu de Bt zt =

4

2t
1i =
ire Bt

page VII-6 formule (2.1) :

B z, g%
au lieu de : (e h)

z 2
B —
lire (e €2t h)

page VII-7 ligne 4 :

. 2imnz
au lieu de {e }nEN

. 2imnz
lire {e }n€Z



page VII-8 formule (2.8) :

. t .t
au lieu de 1<Y (x )dx > 1 1
— 2 ,I<V1Y(xo),dW>-

o © w
lire t

1 <¥(x)dx_> L

1 a
I e ——>2I <V Y(XO)I w > .
o ° w

page VII-8 ligne 15 :

au lieu de (Pfa) dx'aA ...dxn

1
lire (PfA) dx A...dx

page VII-9 formule (2.17)

au lieu de L(eZY) = | ﬁ(ji-x - iz V.y(x) ,
U 2T © o)

. zY A R
1 = = -3 .
ire L(e™) IM A(2Tr x - iz v Y(xo) ,



