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Nous dédions cet exposé A la mémoire du professeur Charles GOULAOUIC

§ 0. INTRODUCTION.

Le but de cet exposé est d'éclaircir le mécanisme de la propagation
du maximum pour des opérateurs différentiels elliptiques d&générés du second
ordre, et de donner un vont entre 1'approche analytique et 1'approche
probabiliste au principe du maximum. Il y a une relation étroite entre le
mécanisme de la propagation du maximum et le phénoméne de diffusion de la
chaleur & partir d'une source ponctuelle. De plus, il y a une relation
étroite entre le principe du maximum et la propagation des singularités, car
on peut considérer la masse de Dirac comme une source ponctuelle. C'est
pourquoi le titre de cet exposé est '"le principe du maximum et 1'hypoel-

lipticité globale".

§ 1. PRINCIPE DU MAXIMUM PRECISE

. ... n P

Soit D wun ouvert connexe d'un espace euclidien R~ . Le résultat

suivant est bien connu sous le nom de principe du maximum fort pour le
. n 2,2
lanlacien A = I ) /axi :
i=1
. 2 . .

(1.1) Siu€ C (D), Au=>0 dans D et u atteint son maximum en un
point de D , alors u est une constante.
Le but de ce paragraphe est de découvrir le mécanisme analytique de 1la
propagation du maximum (le principe du maximum précisé) pour des opérateurs
différentiels elliptiques dégénérés du second ordre, en expliquant le

résultat (1.1).

Soit A un opérateur différentiel du second ordre & coefficients

réels tel que



n ij 5 nog 5
(1.2) A= I a7 () 5w Iob(x) 5
i,3=1 i3 =] i
ol les coefficients alj , bl satisfont aux conditions suivantes

.. . 9
1°) Les alJ sont des fonctions de classe C° sur r"” dont toutes les

e . - n . ij
dérivées d'ordre < 2 sont bornées dans R, et la matrice (a J) est

P P - . n
symétrique et définie non-négative sur R .

i . 1 n .
2°) Les b~ sont des fonctions de classe C sur R dont toutes les dérivées

~ n
sont bornées dans R

Nous nous intéressons alors au :

N . n .
Probléme : Soient D un ouvert connexe de R et x un point de D . Alors
déterminer le plus grand sous-—ensemble D(x) de D connexe et relativement

fermé, contenant x , tel que
. 2
(1.3) SiuecCc (D), Au0 dans D, supu =M< =
D

et u(x) =M, alors u M nartout dans D(x).

L'ensemble D(x) est dit 1'ensemble de propagation de x dans D .

On va donner une description intrinsé&que de 1'ensemble D(x) en
termes de vecteurs sous-unitaires (subunit) introduits par Fefferman-Phong
[41 .

Suivant Fefferman-Phong [4] , on dit qu'un vecteur tangent

n
X= I yJ -§§~ en x € D est sous-unitaire (pour A) si on a
j=1 N
n . n .. n
2 %k
(z YJ n.)" < x alj(x) ng M. o, N = I n. dx., € TX D
j=1 J i,j=1 J j=1 1

*
ol TXD est 1l'espace cotangent 3 D en x . Notons que cette notion ne
dépend pas du choix de la carte locale.
. . . ij .
On fait un changement de variables de sorte que la matrice (a J) soit

diagonalisée en x :

@) =
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oi r est le rang de (alJ(x)). Alors il est facile de voir qu'un vecteur

n .
tangent X = I yJ 5%— est sous-unitaire si et seulement si X est
i=1 j
dans 1'ellipsoide de dimension r :
2 2
! r +1
(1.4) ) ) <, L2 Pl
AI Xr

Une trajectoire sous-unitaire est un chemin lipschitzien y :

[tl’tz] + D tel que sa dérivée +v(t) soit sous—unitaire en vy(t) pour

.

presque tout t . Si y(t) est sous-unitaire, alors il en est de méme de

- y{t) ; par conséquent les trajectoires sous—unitaires ne sont pas orientées.

On pose :

ij
da 3
() o
1 b

X .
i

RO

|| B ]

X, (x) =

i=1

[
™z

Notons que le champ de vecteurs X. est la partie dite sous-principale de

0
A en termes de la théorie des équations aux dérivées partielles, et qu'il

e . o . . . - . i P
est défini de la maniére invariante aux points oll la matrice (a J) est dégé-

nérée.

Une trajectoire de '"drift" est une courbe intégrable de Xy » et
elle est orientée dans le sens d'accroissement de t .

On veut maintenant énoncer le
Théoréme 1 : L'ensemble de propagation D(x) de x est la fermeture dans D

de 1'ensemble de tous les points qui peuvent &tre joint & x par une chaine

finie de trajectoires soit sous—unitaires soit de '"drift" .

Le théoréme | dit que si la matrice (alJ) est non-dégénérée en x ,
alors le maximum se propage en un voisinage de x ; mais si la matrice (alJ)
est dégénérée en x , alors le maximum se propage par les trajectoires sous-
unitaires seulement en 1'ellipsoide mince de dimension rank(alJ(x)) (cf.(1.4)).
On voit ainsi pourquoi le principe du maximum fort est vrai pour le laplacien
A .

Dans [13], Stroock et Varadhan ont caract&risé le support du processus de
diffusion correspondant 3 1'opérateur A (ce qui est la fermeture de 1'ensem-
ble de toutes les trajectoires d'une particule markovienne avec générateur
A ) et, comme anplication, ils ont donné une description de 1l'ensemble de

propagation.
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Notre ensemble de propagation D(x) colncide avec 1'ensemble de

propagation de Stroock-Varadhan [13] . Plus précisément on a le

Théoréme 2 : L'ensemble de propagation D(x) du théoré&me | coincide avec la
fermeture dans D de 1'ensemble de tous les points ®(t), t =0 ol O :

[0,t] >~ D est un chemin pour lequel il existe une fonction ¥

[0,t] - R" de classe C1 par morceaux telle que
5 s noo.. .
() =x, +f I a T @(1)) vl (1) dr
o j=1

s : n aaij
+f @) - & —— @)l dr , 0<s<t
o j=1 7%
Remarque | : D'aprés le théoréme 4.1 de [13] , on voit que notre ensemble

de propagation D(x) est le plus grand sous-ensemble de D ayant la propriété

(1.3) dans un sens plus faible (cf. aussi [9] , chap.VI , théoréme 8.3).

Le théoréme 2 dit que l'ensemble de propagation D(x) colincide avec la fermeture
dans D de 1'ensemble de tous les points oili une particule markovienne

avec générateur A partant de x oveut se diffuser.

Maintenant on considére le cas oli 1'opérateur A donné par (l1.2) peut étre

écrit de la forme
d
(1.5) A= I vy

~ ~ 2
oli Yk » 1<k<d , sont des champs de vecteurs réels de classe C~ sur R" et

~ 1 n
Y. est un champ de vecteurs réels de classe C sur R .

0

Dans [7] , Hill a donné une description de 1'ensemble de propagation, mais
sa démonstration n'était pas correcte. Le résultat de Hill a &té complété et

étendu au cas non-linéaire par Redheffer [11] (cf. aussi Bony [2] ).

Notre ensemble de propagation D(x) coincide avec 1'ensemble de propagation
_ g

de Hill [7] . Plus orécisément on a le

Théoréme 3 : Supposons que 1l'opérateur A est de la forme (1.5).

Alors 1'ensemble de propagation D(x) du théoréme 1 colncide avec 1la
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fermeture dans D de 1'ensemble de tous les points qui peuvent &tre joint
- - . d

a3 x par une chaine finie de courbes intégrales de {% Yk}k=1 ou de Yy -

Remarque 2 : Le théoréme 3 est démontré& implicitement par Stroock et Varadhan

(cf. [12] , théoréme 5.2 et [13] , théor&me 3.2), car le support du processus

de diffusion correspondant 3 1'opérateur A ne dépend pas de l'expression

de A .

Les détails de ce paragraphe seront publiés dans [14]

§ 2. HYPOELLIPTICITE GLOBALE

Le but de ce naragraphe est, en considérant quelques exemples,
d'expliquer une relation cachée entre la propagation des singularités et
le phénoméne de diffusion, et de proposer une conjecture concernant une
caractérisation de 1'hypoellipticité globale pour des opérateurs différentiels

elliptiques dégénérés du second ordre.

Soit D une variété différentiable de dimension n . On dira qu'un

~

opérateur A 3 coefficients dans Cm(D) est globalement hypoelliptique

dans D si on a
u€ DM ,Au€ECD = u€c D .

Maintenant soit A un ondrateur différentiel du second ordre 3 coefficents

réels tel que

n i3
T a J(x)
i,j=1

(2.D A

~ . . ij i . .. .
ot les coefficients a'J , b satisfont aux conditions sulvantes

o ij ] . - .
1 ) Les a sont les composantes d'un tenseur contravariant symétrique de
I y q

classe C et de type (2,0) sur D et

n '
r ad(x)e.e.>0,x€D, £ =
i,j=1 t j

N ™~MmpB

*
E. dx. € T D .
1 3 ] X

2°) i i ®
Les b~ sont des fonctions de classe C sur D
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I1 semble qu'une condition suffisante nour 1'hypoellipticité de A
soit la suivante :
Une particule markovienne avec générateur A dans le sous-ensemble de D ,
oi A est dégénéré, peut sortir de cet ensemble.

Plus orécisément on propose la

Conjecture : L'opérateur différentiel A donné par (2.1) est globalement

hypoelliptique dans D si
(2.2) 5(x) est &gal 3 D pour tout x € D

ol BYX) est défini un vpeu différemment de D(x) :

D(x) = 1'ensemble de tous les points de D qui peuvent &tre joint & x par
une chaine finie de trajectoires soit sous-unitaires soit de '"drift"

non-orientées.

On va expliquer cette conjecture dans la suite, en considérant quelques exemples.

Notons que la condition (2.2) n'est pas nécessaire (cf. exemple 6).

Pour simpnlifier, on considére seulement le cas n = 2

(Cas I) D = (-1,1) x (~1,1) (carré)

2 2 2
Exemple 1 : A, = 3 + e—l/x LA
—_— 1 2 2
9x 9y

En vertu de (1.4), les champs de vecteurs sous—unitaires pour A1 sont engen-—
drés par

2
( R 1/2x" 3 }

dx oy <

On a alors

(2.2)' L'ensemble 3((x,y)) est égal 3 D pour tout (x,y) €D

On sait d'aprés Fedil [3] que 1'opérateur A, est globalement hypoelliptique

dans D .

1
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2 2 2
-1
Exemple 2 : A, = e /x 2 + A .
Lxemb_© < 2 2 2
9x 3y

Les champs de vecteurs sous—-unitaires pour A2 sont engendrés par

2 y
-1/2x d 9
=, = A
(2.3) { e %’ 3y }
1
' 'L 2 {]
o
l i
-1
On a alors
0,1) x (-1,1) si x >0,
D((x,y)) = { 0} x (-1,1) six=0,
(-1,0) x (-1,1) si x <0

C'est-a-dire, une particule dans 1'ensemble {x = 0} , ol A2 est

dégénéré, ne peut pas sortir de cet ensemble.

L'opérateur A2 n'est pas globalement hyvoelliptique dans D . En effet, on

a
A2(Y(x) ®1) =0

oli Y(x) est la fonction de Heaviside.

2 2 2
e-l/x ) + 3 ‘y 9

Exemple 3 : A3 = =

2 2
9x Yy
Les champs de vecteurs sous-unitaires nour A3 sont engendrés par (2.3), et
le champ de vecteurs de "drift'" est

2 -l/x2 3

(Y_—3€ )'é—x-. D
X
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On a alors 1'assertion (2.2)', en vertu du champ de vecteurs de "drift".

On sait d'aprés Hormander [8] que l'ovnérateur A3 est (localement) hypoel-

liptique dans D .

—l/x2 32 82 3

Exemple 4 : A, = e + +

—_— 4 2 2 ox
ax oy

Les champs de vecteurs sous-unitaires pour A4 sont engendrés par (2.3),

et le champ de vecteurs de "drift'" est

y
a- 2 Sl B T
3 T D e
X 1 5 5/ 3!
B P
N = 3X§
LN_-A~~J
-1
On a alors l'assertion (2.2)' , en vertu du chamn de vecteurs de "drift".

On sait d'aprés Hormander [8] que 1'opérateur A4 est (localement) hypoel-

liptique dans D (cf. aussi [10]).

(Cas II) D = ]R2 /21rZ2 (tore 3 deux dimensions)

2
5 = 82 + Q‘D(x)2 —27 oi ® est une fonction 3 valeurs réelles
9xX dy

et de classe Cco sur D .

Exemple 5 : A

Les champs de vecteurs sous-unitaires pour A_ sont engendrés par

5
3 5 [supp [
{a—X , ®(x) 3—}7 }. D ,:«:\,.
olax( -
5Y .' -—) a/ax
%aﬁy
L- 4—9/3x

Alors il est facile de voir que 1'assertion (2.2)' est vrale si et seulement
si la fonction ® n'est pas identiquement nulle sur D .
On sait d'aprés Fujiwara-Omori [5] que si la fonction ® n'est pas identiquement

nulle sur D , alors 1'ovérateur A_ est globalement hypoelliptique dans D .

5
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Remarque : Le résultat ci-dessus de Fujiwara-Omori [5] est généralisé par

Amano [1] pour des opérateurs différentiels de la forme

2 2
3 d
=+ eky) =5

9x ay

[e2)
oi & est une fonction non-négative et de classe C sur D .

Exemple 6 : A = (

2 9 .2 - _ . .
+ 0 —) ol o est un nombre réel irrationnel.

6 9x oy

(C'est Bony qui nous a indiqué cet exemple.)

Les champs de vecteurs sous-unitaires pour A

On sait d'aprés Greenfield-Wallach [6] que 1'opérateur A

6 sont engendrés par

6 est globalement

hynoelliptique dans D si et seulement si o est non-liouvilien. Il en

résulte alors que la condition (2.2) n'est pas nécessaire.
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