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I. INTRODUCTION :

. n - . PP
Soit @ un ouvert de R tel que  soit une variété & bord compacte de

classe C_ . Il est bien connu [1] que si L(x,D) = aa(x)Da est un opérateur,
|o|<2m

00 e —
a ici ipti i = (B. . est
d coefficients a, € C (R), proprement elliptique szr Q et si B ( J)O<J<m—1
un systéme d'opérateurs frontiére d coefficients C sur le bord I' de @ et recouvrant

L on a les estimations (de Schauder) suivantes :

(1.1) Il omy < c {lLdl + || Bull }

™M@ * @ " e

2m+y-m3 cC™, -
) )
) (Q)

m—1
m C
j=o
. _ . 2m+y -

pour u > O non entier, la constante Cy étant indépendante de u € C Q) =
{ue€ Co(ﬁ), D%u € C*(® ; la|< 2m} ofi, pour 0 < up < 1, 1l'espace ol () désigne
1'espace de Holder usuel des u € cO@@) tels qu'il existe C > O avec
[ux)-uy)| < Cclx-v|* , x,yeqg .

Diverses extensions de ces inégalités ont &té obtenues récemment
[61071081[91[111[121[15] ... En particulier, C. Goulaouic - N. Shimakura consi-
dérent des ovnérateurs elliptiques singuliers du type :

n

L=¢ ) _ a,D.D +

a,D. + a
INSEELE

;] 33 o

[SSFPN
s

ot © est une fonction C~ de R" dans R avec Q = {x € R sp(x) > 0} ,
r' ={x € Ifl; ©x) =0} et dp #0 sur T .

Sous certaines hypothéses supnplémentaires, ils démontrent 1'indgalité suivante :

(1.2) {ull L+l < C {lliLul . + dl y }
Cl(ﬁ) cC () CI(Q)
o, pour 1 > O non entier, CT(ﬁ) = {u € Cu(ﬁ) ;) u€ Cu+l(ﬁ)} (attention

-~

d 1'indexation différente de celle de [8]).

Utilisant par ailleurs les résultats connus pour ces opérateurs dans le cadre
hilbertien et des inégalités du type ''nrincive du maximum' ils obtiennent des
résultats d'existence et d'unicité nour les nroblémes (aux limites) associés 3
ces opérateurs et donnent des applications 3 des problémes elliptiques singuliers

non linéaires.
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On se pronose, tout d'abord, de généraliser ces derniers résultats 3
la classe des ovérateurs elliptiques singuliers considérés par N. Shimakura [17]

(cf. aussi [10] [3])

Min(k,2m) B _
L = 5 mk h P2m h(x;D)
h=0
oif k€ N et ot sz—h(x;D) est un opérateur 3 coefficients C’(Q) d'ordre < 2m-h,
M™(x;D) &tant proprement elliptique sur §

Pour x € T , on introduit le polyndme indiciel p(x;)\) associé 3 L

Min(k,2m)

2m-h 2
p(x;A) = T (-1i) m Zm E(x, grado(x))A(A-1)...(A~k+h+1)
h=0
oli 2m h(x;D) désigne la partie principale de sz—h(x;D).

2 -h
On considére alors les hypothé&ses suivantes

(Hlu) Pour x € ' , 1'équation p(x;A) = O n'admet pas de racine situde sur la
droite Re ) =y .

On désigne par ru(x) le nombre de racines A de cette &quation vérifiant Re X > y

et on suppose que
(H ) ru(x) est constant sur I' et égal a r et X, = mk + r =>0.
H H

(H3u) Pour tout x € T , pour tout £ # O vecteur cotangent en x € ' , le probléme

aux limites

Min(k,2m)
Lo(x,g;t,D Ju = b3 tk ~h Zm h(x g+gradp(x)D Ju =
t h=0 2m h
o

Bu(x,E;Dt)u =0
n'admet que la solution u = O dans 1'espace Ci+2m_k(R+) = {u € Cu+2m_k(R+)
h u+2m-k+h o o .
t uecC (R. ) , 0<h< k}, et ol B = (B. ) (si 21) est la

) B3 o<y, -1 Xy

partie principale d'un systéme d'onérateurs frontlere (BJ) sur le bord I de @
avec Bj d'ordre mj < u+ 2m-k. Lorsque Xu = 0, le systéme d'opérateurs
frontiére Bu est vide.

On établit les résultats suivants

Théoréme I.l1 : Sous les hypothéses (H )(H Y(H, ) avec u € Z , il existe une
2u

+2m-k =
BT @ -

+2m-K = +2m—
fue P RaEy e MRS b <<k} on ait :

3u
constante C > O telle que pour tout element u€C

lldlcu+2m—k

k

< c.{livul + B ull _ _ _ +|| ull 1
@ Cu(ﬁ) U Xﬁ 1 C2m k+u mj(F) C]ﬁZm k-1
j=0

o}
K Q)
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Théoréme I.2 : Soient p > u' deux nombres réels > O non entiers. On suppose

que le systéme (L,Bu,) satisfait les hypothéses (Hlu') (qu,) (H3u,) ; on suppose

de plus que 1'8quation indicielle p(x;A) = 0, x € T , n'admet pas de racine

X1
() et si (Lu,B ,u) € C*"@ x 1
11 j=0

dans la bande p' < Re A < yu.

' —
Cu +2m-k

2m-k+u-m
C
k

Alors, si u € j(r) on a :

u+2m-k
Ck

Remarquons que le théoréme I.l améliore en particulier le résultat (1.2) de

u € @) .

[8] relativement aux conditions (Hlu) et (H3u).

Les techniques utilisées pour &tablir de telles estimations de Schauder sont

en général, basées sur le calcul explicite de noyaux de Green ou de paramétrixes,
calculs dont nous ne disposons pas pour la classe générale des opérateurs L
considérés.

Ici, on va revenir d la méthode classique des estimations a priori dite

'""de Peetre" bien connue dans le cadre hilbertien [13] qui consiste 3 se ramener
localement au cas du demi-espace RE et, gridce 3 la transformation de Fourier en
variables tangentielles, permet de réduire le probléme & un théoréme d'isomorphisme

pour une équation différentielle ordinaire.

ITI . INEGALITE DE SCHAUDER ET REGULARITE HOLDERIENNE DANS LE DEMI-ESPACE R&

Les théorémes I.l et I.2 sont en fait des cas particuliers de résultats
plus généraux que nous allons présentés maintenant. Pour cela, notons x = (t,x')
le point générique de R® et introduisons une partition de 1l'unité : soit
@ € C:(IO valant | sur [-1,1] , & support dans [-2,2] et pour p € N , consi-
dérons :

s, = 0277,y ; 5, = o2 °|D_,]) ; 55 = ©(2"P|p_|)

et, convenant S_1 = S:l = 521 =0,

A =S -8 ;i A' =8' -8 "=g" -3
p p p-1 p D p-l’Ap P

p-1 °

Suivant J.M. Bony [4], pour des réels o, u,v arbitraires, posons :

Définition II.1 : (i) CE(RH) est 1'espace des u € S'(IJI) tels que pour tout
entier p € N , (l+|t|2p)0 An u € Lm(Rp') avec

sup  2"P 1+ le]2D)7 A ul <t
PEN PR
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(i1) C“’v(Rp ) est 1'espace des u € S'(Rp ) tels que pour tous entiers
p, @ EN , (1 +|t]2")° BpL uE L”(RY) avec.

up+vq H(l+|t|2p)OADAa ull < + » .

sun 2 Lm(IJB

p,q

Pour ¢ = 0 , CE(RH) = Cu(]Rn) est 1'espace de Holder usuel lorsque u € Z .
Ces espaces ne démendant pas de la partition dyadique choisie. On vérifie

facilement les propriétés suivantes

v+e o0
>

1. cM®RY < c%®M ; C§+€’_E(Rn) c c‘;(Rn) : CE’\)(Rn) c c‘;"a R

2. les opérateurs de dérivations opérent de la fagon suivante :

u u-1 U,V p=1,v
: —_ t C — s C
Dt CO Co—l € o] 4 o
u u-1 H,v H,v-1
D,: C —C C — C
x", o o-1 et o o

3. la multiplication par t opére de la fagon suivante :

U p+l M,V pu+l,v
: t C
t CO —_> CO'I e o __.)CO_I

En particulier, lorsque ¢ = k € N , 1'espnace CE(RP) (resp.CE’v(Rp)) coincide
h +
avec l'espace des u € Cu(Rp) (resp.Cu’v(Rn)) tels que t u € ct h(Rn)
+

(resp.Cu h’“\mp)) pour 0 < h< k .

. . . o0 e s U, 50 UyV, o0
Par restriction a B+ , on définit les espaces 00(34 ) et C0 (R+ ) .
Par ailleurs, dans une carte locale convenable, les opérateurs L s'é@crivent

sous la forme :

Min(k,2m)

- 2m-
L(x;D ) = % gkoh pom h(x;DX)
h=0
o D=-13 , k et m€ N , sz—h(x,Dx) = X azm_h(x)Da est un opérateur
o —n |a| < 2m-h x
d'ordre <2m-h a coefficients C (R ).
On suppose que 1'opérateur sz(x;Dx) est proprement elliptique sur1i2 . Le

polyndme indiciel p(x';)\) associé & L est défini par :

Min (k , 2m) o
p(x'31) = T DR 2R (0,x") A(=1) ... (A=ksh+1)
(2m-h,0)
h=0
on notera Q = ]JO,T[xQ' o8 T > 0 et Q' est un voisinage de 1'origine dans
n—1
R .

Pour p€ R , on considére les hypothéses (Hlu)(qu) et (H3u) suivantes :
(Hlu) Pour x' € Q', 1'équation p(x';\) = O n'admet pas de racine sur la droite

Re A = p ; et si ru (x') désigne le nombre de racines )\ de cette &quation
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vérifiant Re A > u , on nose :
(H, ) r (x') est constant sur Q' et 8gal 3 r et x = mk+r >0.
ZATRRRY u U u

(HBU) Pour tout x' € Q' , pour tout &' € Rn_l\{O} , le probléme aux limites :

Min(k,2m)
Lox',e56,0)u & e e Mo et , D) u=0
{ t Pom-h t
h=0
Or 1 21
B (x',€';D)u=20
u t
n'admet que la solution u = 0 dans 1'espace Cu 2m k(R ) , ot

g € R et B = (B > 1) est 1a partie principale d'un systéme

)0<J<x -1

- .. © -1
d'opérateurs frontiére B = (B. ) 3 coefficients C (I{n ) avec

ju 0<J<X -1
BJ d'ordre mJ u ot 2m—k Lorsque X, =o" , le systéme Bu est vide.

On a alors les résultats suivants :

Théoréme II-1 : Soient ut , 0 € R avec nt € Z et p + 0 € Z. On suppose que

1'opérateur (L,B ) satisfait les conditions (H, ) (H, ) (H, ). Alors, pour
u Iy 2u 3u

tout compact K< [0,T[ xQ' , 11 existe une constante CK > 0 telle que pour tout

u € Cu+311: k(]RI:_) avec suppu cK on ait
Il < C_{ll Lull +| B ul +2m-k-m. - 2 -k-1,_n
u+2m—k(Rn) K cH(RD) u n cHrem mJ(Rn 1) + ull Cu EN@®RD ).
o'+k + o +

oy -1
J Xu

Théoréme II-2 : Soient o , u, u' des nombres réels avec u' <y ,

u' € Z etu¢ Z . On suppose que 1'8quation indicielle p(x';A) = O pour x' € Q'

n'admet pas de racine dans la bande p' < Re ) < p. Alors

Cu "+2m-k,= (Q) et Lu € Cc* (Q) ona : u€cC u+2m ~k,-

(1) siue ,loc o,loc : o+k,lo

@) ;

(ii) de plus, si y + o ¢ Z , si 1l'opérateur (L,B ) vérifie les conditions

(H, )(H, ) et si B u € m Cu+2m—k—mj Q') ,ona:uc€ Cu"-2m ~k «) .
2y 3u o<i<y -1 loc o+k,loc
u

Lorsque Xu> 1, alors yu + 2m-k > sup mj ce qui justifie 1'existence de traces
j

d' ordre < mj pour les elpments u € Cu *2m-k

(]R ) e u +2m-k , -

précise, désignons par Cg(]R ) (resp. Cu’v(R )) 1! ensemble des éléments de

(]R ). De fagon

Cu(]R ) (resp. Cu’ (R™M) a support dans R . Par ailleurs, introduisons
+oo

une partition de 1'unité : =V, () + ¢ lp(ZJt), t > 0 ol b, est c” a support
j=1
dans [1,+o[ et y C::([I/Z,Z]) et désignons par WE(I&) (resp.WE’V(]Rz)) 1'espace
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des u € S'CRE ) tels que :
. _ U,.n HsV, T .
(1) u = wou € CO(R.) (reSD.C0 (RY))
(ii) ﬁ} = YP(t) u(Z_Jx) € Cu+O(Rp) (resp.Cg+0’v(Bp)) pour j = 1 avec
Wi, ' uj
sup 2 -llu.ll < + o (resp. Sup 2 o < + ®).
j J Cu+0(]Rn) J J CU"'U \)(]R )

L'espace Wu(RE') coincide dans le cas Holdérien avec 1'espace SP“’O(R+ )
Io}

considéré par J.M. Bony [4] . On a alors

Proposition II.3 :
(i) Pour p <0, u¢ Z , on a : c“(m“) = w“(Rn) (resp. c“"’(Rn) = w“’\’(Ri‘))
et il existe un opérateur de Drolongement T Cu(R ) (resp. Cu’ (I( )) dans

C“(R ) (resp. C“’ (R})) 3

h]
(ii) Pour p > 0 ,u ¢ N , on a : les opérateurs traces vy. = 2—3- , 0< j<u,
définis sur Cﬁm(Iif) (resp CE’ (R. », se prolongent en des operateurs continus
de CE(R?) (resp.Cg’V(Rz)) sur ¢ J(R ) (resp. Cu VT J(R )) et on a

.(t3 . u) = jy.u; le noyau de 1l'onérateur trace = ). est 1'espace
v;(E3, Jy;us y Y= O ogsan P

o o
Cg(ﬁz) = WS(R:)(resp.Cu’v(in) = Wu’v(Rn)). De plus, il existe un opérateur

de prolongement n de CU(R. ) (resp. Cu’ (R )) dans CU(R') (resp. Cg’ (R

tel que mu soit le nrolongement naturel par O pour u € Wu(]{ ).

La démonstration de cette proposition s'inspire des notions d'opérateurs
d'aplatissement et de partie finie introduites par J.M. Bony [4] . La notion

de trace considérée ici coincide avec celle de S. Lojasiewicz [14] (cf. aussci

[51[16]).

ITI. DEMONSTRATION DES THEOREMES II.l et II.2

En fait les théorémes II.l et II.2 sont des corollaires des trois

résultats suivants :

Théor&me III.1 : (Hypoellipticité partielle). On suppose que 1'équation indicielle

p(x';A) = 0 pour x' € Q' n'a pas de racine dans la bande a < Re X< 8. Etant
donnés p et u' € R\Z aveca < p'<p<petoc € R on a:

. u'+2m-k Y ' M ' '
si uecl "7 0,1l 2'(2")) et Lu € Co,loc(]O’T[’Q (")) alors
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we I o, @' (e).

(Dans cet énoncé, il n'est &videmment pas nécessaire de supposer sz(x ;Dx)
elliptique ni méme d'ordre 2m pair, il suffit que le coefficient a(2 O)(t ,x')
soit non nul sur @ =[0,T[xQ").

On a un résultat analogue en remplacant 1'espace 2'©' ) par un espace Cvﬁz )
de fagon précise : sous les mémes hypothéses, si u € Cum i: k (qo,T[ ; Cv(Q )) et

siLu € c” | (10,7[,¢%(a"), alors u € dc‘;imlk (10,T[;C=-"(a")).

Ce théoréme III.l est en fait une version améliorée du résultat obtenu
dans [ 2 ] pour le cas des indices u, ' et g entiers relatifs, 1'équation
indicielle p(x';A) = O n'admettant pas de racine avec Re )\ > .

-~

Théoréme I1I1.2 : (Estimations 3 priori anisotropes). Soient py, v, o € R avec

W€ Z et uw+o €& Z . On supnose que 1'opérateur (L,B ) satisfait les conditionms
u

(Hlu)(qu)(H3u). Alors

(i) vpour tout compact K <[0,T[ x@', il existe une constante Ck >0 telle que

pour tout u € Cgfim_k’v(RE) avec Suppu c K on ait
u+v+2m—k—mj 01
[l ull L+ 2mk v (]R ) < CK{Il Lull &) +HI B ull m (0 (R )
otk + Ogjgxu—l
, AH+2m-k,v=1_ _n
+ ||uhC0+k (R+)}.

n-1

+ +2m-k-m:
cH ot 2m-k-m ) pour un

(ii) De plus, si (L,B )u € C“’V+a(11 ) x ﬂ J(R

u+2m—k,\)+ O‘(R )

certain ¢ >0 , alors u € C
otk

La propriété (ii) se déduit facilement de (i) en utilisant la méthode des

quotients différentiels tangentiels.

Théoréme III.3 : Soient p ER\ Z et g € R . On suppose que le polyndme indiciel

p(x';1) = 0 pour x' € Q' n'a pas de racine sur la droite Re) =y . Alors, si
ut2m-k,o U . u+2m-k
u €C 5+k, Loc (Q) et si Lu € C 1o C(Q) ona: u €Cc+k’1oc(g) .

On peut maintenant démontrer les théorémes II.l et II.2. Pour le théoréme II.I,
on procéde de la fagon suivante. On choisit ' < , de sorte que 1'équation
indicielle n'ait pas de racine dans la bande u' < Re A < u ce qui est possible

grdce 3 la condition (Hlu) ; les conditions (Hlu') et (HZU') sont donc satisfaites

’
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de plus, grice au théoréme d'hypoellipticité partielle (& valeurs scalaires)

|

la condition (H3u) implique la condition (H3u') si p' est assez voisin de u .

Choisissant p-1 < u' < u assez prés de u pour que 1l'on ait aussi u' € Z ,

u' + 0 € Z on peut appliquer le théoréme III.2 (i) avec v = u- 1u' en remarquant
u 2m k u'+2m-k,u-u', n . .

qu C (R ) < Co+k (R+) ce qui donne :

Tl < C.{llLull +|B_ull Hul }
p'+2m-k,p-p' ,.n U,..n u p+2m--k--m:'| n-1 u'+2m-k,_n
o+k (R+) Cc(R+) BT C (R ) Co+k (R+)

. TI o} u'u —u', on p'+2m-k ,on p'+2m-k,u-p'-1, n

puisque CO(R+) c C(j (R+) et C0+k (R+) c Cc+k (R+) .

' _ -
c* +2m k(R 3 C\)(]Rn 1)) pour un

,u-u'  on
(R+) < Yotk +

A . . "+2m-
Utilisant alors 1'inclusion CE_'_k mk

certain v € R on déduit du théoréme d'hypoellipticité partielle III.l1 qu'il

. +2m- 'oon-
existe V' € R tel que u € Cgﬂim k(R+ : c (]Rn 1)) avec :

I ull ' {ll Lull + |lull ' ' }

pt+2m-k PRV n—-1 U, 0 u'+2m-k ,u—u n

TR, 5 ¢V (R c!(x?) ct (B} )

. . . " u+2m-k n-1 u+2m-k,v'"  _n

Par ailleurs, il existe V" € R tel que C o+k (R+ ; (R )) < C0+k (R+
et grice aux hypothéses (H 11) (qu) (H3u) et le théoréme III.2 (i1), on

. p+2m-k,o0, n
obtient que u € C otk (R+) avec

< C. '

Il Cu+2m"k,0(]Rn) C.{ll Lull (R + Buull . Cu+2m-k-mj (Rn-—l )+Il ull Cu+2m"k,\) .(Rn )}

o+k + o+ . o+k +

J
+2m—
Enfin, grdce au théoréme III.3, on dé&duit que u € C;im k(R:_l) avec :
< C. .
”u”Cu+2m—k(Rn) C {IILUIICu(]Rn) + |lull Cu+2m‘k,0(Rn)
otk + o+ o+k +
ce qui ach&ve la démonstration du théoréme II.Il.
Le théoréme II.2 se démontre de maniére analogue en démontrant tout d'abord,
LY, SR T,

grice au théoréme d'hypoellipticité partielle III.1, que si u € C" 2m-k, (@)

-xo,loc

u u'+2m-k,-
et Lu € Co,loc(m alors u € C o+k, Loc ( ).

IV . ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION DES THEOREMES III.l et III.2.

Pour le théoréme III.l, on remarque d'abord qu'il suffit de faire 1la

démonstration pour u' et u tels que p-1 < yu' < p et que 1l'on peut prolonger
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. . .o 0 n-1
les coefficients aa(o,x') de maniére C sur R , constants en dehors

d'un comnact et de sorte que le polyndme indiciel n'ait pas de racine dans la
n—-1 . - .
bande oo < Re A <B pour x' € R . Par ailleurs, on se raméne facilement au

cas k = 2m.

Soit w € ¢! | (10,7[; £'(@") tel que Lu€ ¢ | (10,7, ' (@'))

-1
et soit ¢ € C:(Ril) avec Supp ¢ < 9 = [O, T[xﬂ' . Alors v = ¢ u € Cu,+k(R ;,;O'(Rn ))
-1 .
est 3 support comnact dans ]_Ri1 et Lv € cX )(R ;Q)'(Rn )). Ecrivant
k
que tk Dlt( =Lv - I tk b z a D* , on obtient que tkaV € ct
h=o0 |o|<k-h @
a # k
n

Min(c'+1,0
'

Min(c'+1,0)

9) (Rn ]) ) et, finalement, que v € Cu_,_ @'(Rn I )). Puisque

k
. 1
u' + 12>y, en revenant 3 1l'expression de Lv , on obtient que Lv € Cg(R+ ; :Q'(I(n )) .

Par ailleurs, A etant a support compact dans R , 11 existe v € R tel que

vec (R+,\’( 1'yy et Lvec“(R ;C(Rn_l)).

k k-h_k-h

On introduit maintenant 1'opérateur L = X (o,x")t D .

h=o (k -h,o0) t
On vérifie que, quitte & changer v , L V € Cu(]R 'CV(Rn 1 ).
Pour t > O et X' € R ! , on définit

dz

H(esx') = e
Rez = ) : ’

pour oo < A < B. Cette intégrale est absolument convergente et puisque

p(x';2z) = 0 n'a pas de racine dans la bande o < Rez < 8 , H(t;x') est

indénendante de A et on vérifie que H(t;x') est c® sur R+\{1}x Rn—l ,

constante en x' pour |x'| grand et vérifie pour o < a'<B'<B, k € N , N' € Nn_l
a'

O(t” ) nour t>+ o,

(1) l(ta )~ H(t x") |

1
O(t:B ) pour t — 0 ;

¢

(ii)l(tat) 9 ,H(t;x')|
X

] -l —
(i11) ooy, H(tx)| = 0(|e=1] %) pour 1.
Pour t >0 , 1'application x' > H(t;x') est Cm(Rn_1 ), constante en dehors d'un
compact et définit ainsi un opérateur de multiplication H(t) linéaire continu
_1 o -
de C\)(Rn ) dans C\)(Rn 1) 3 on neut donc définir pour w € ¢ (R H C\)(Rn 1))

] +00
la convolution Hyw = Io H(t/s)w(s) — . On a alors

Proposition 1IV.l : Sous les hynothéses précédentes, H est une solution

€lémentaire de L et pour toute distributionw € e'(R C\)(Rn_l)) on a :
o +
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w = HxL oV 3 de plus la convolution w_yH*w se prolonge en un opérateur continu

de w“(]o T];C (]l%1 )) dans W (Jo, T] Cv(]Rn_l)) pour tout T > O et

-1
o <u<pB etol w“(]o T1; CV(]R )) désigne 1'espace des w € Wu(R ;CV(R™))
3 support dans [O,T]

Pour cela, on commence par &établir qu'il existe une constante C > O telle que,

pour tout w € wﬁ(R4.;Cv) n e'CR+; Cv) on ait :

Il Hewl| y N < C.|lwll y ,. - Cette inégalité résulte des estimations
Wc(]O,T[;C ) Wo(R+ ;CY)

(i) (ii) (iii) précédentes et (en conservant les notations du paragraphe II)

le fait que : H*w).(t) = flP(t)H(Zk_Jt/s)a'k(s) g;— . On utilise ensuite la
k
densité '"'faible" des éléments d support commact dans R de w‘;(R+ ;CV) dans

W“(]o T];¢%).
1 -
Ceci étant, puisque p' € Z ,on écrit v € C§+k(R+ ;C\)(Rn 1 )) sous

. _ - +o0 .V u'
la forme : v = v0 + v, ol v € C+°°(]R+ ;C7) et VIEW

1 o4k (R+;C\)) (cf. pr(?position

I1.3), vy et v, étant 3 support compnact dans ﬁ_'_ avec v _ = ( £ vy.v E—,— Yo(t),
O<j< ' |

® € C (R ) égale a 1 sur un v01smage de 0 . Utilisant la proposition IV.l ,

on a : v H*L v, nuisque L v, € Wu (R C ) & support compact dans §+ . Par

1 1 1

ailleurs L v, = L v-L v_€ C"(R ;C ) ; on peut donc écrire aussi puisque
ol o oo o+

u € Z (provosition II.3) : Lovl = f0+ fl avec f € C (R Cv) et

u .cV
f] € WO(R+,C ), fo et f

Lovl

1 étant 3 support compact dans R+ . Par ailleurs

' ]
€ w (R ;C\)), donc f se réduit 3 : £ = ( Ty, 1.:—) p(t). Considérant
o] + o o < i<n i!

'51& = t . ) oo .oV u! v
1'élément Vo ( ' Z yjf. HEICHE) ) o(t) ; on a : Vo € C+m(1{+ ;€)Y N w_,_m(]R+ ;C
u'<j<u
pa— _ +oco0 PAY)
est 3 support commnact dans R+ et I_.Ov2 = fo + f2 avec f2 € Co (R+ ;CT).

Appliquant de nouveau la proposition IV.l, il vient : v = v+ H*Lovl =

v+ v, - Hekf, + Bxf € cz(]o,T[;c“). Revenant & 1'équation LVEZCE(IQF;Cv),

2 2 1
on obtient que v € Cg_,_k(]O,T[;C\)') pour un certain v' .
Pour le théoréme III.2, on se limite 3 &tablir de telles estimations
au voisinage de 1'origine. On utilise la technique de Korn en décomposant

1'opérateur (L,Bu) sous la forme (L° + L] + L2 , B;) + B1i + Bﬁ ) avec :

Min(k,2m) | _ 5
° = Lo(t;DX,,Dt) = ¥ (kb s a?™P,00"
h=o0 la|=2m-h ¢
Min(k,2m)
1 ’ - 2m- -
R P s @™ P,k - a2 R 0,00)0
h=o |a|=2m-h o o
Min (k,2m)
2 ’ - -
L= = kB 3 aim Bie,xp? .

h=o0 " |a|<2m-h-1

).
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2 P . o . .
B , B1 et B° @&tant définis de manié&re analogue, et on commence par &tablir
u

u u o _0
le théoréme III.2 pour 1'opérateur (L B ).

Sous les hypothéses (H )(H )(H ) 1'opérateur (L (t3&€%;D ) ,

+
Bg(g';Dt)), pour &' € rR" -1 . est un 1somorphlsme de Cu+im k(]& ) sur Cu(li )

d'inverse Kg, et 1'application &' - Kg, est C° de R" \{O} dans

u+2m-k

X
£(C§(Iﬁ_) x ¢ M ; C0 (E( )) ; de plus 11 existe une constante C > 0 telle

X
que pour %— <|g'| <2 et (f,g) € CE(R+ ) x TH on ait :
(4.1) K, (£,9)l < C (£, X .
g 277 aut2m-k U U
Co+k (R, ) C(R,) xC

Par dérivation du systéme :

o ', o) =
{: L2(£36" 3D K, (F,8) = f

o)
B (E';D )K_, (f =
Ul(«E ; t) E'( »8)

JQ

et compte tenu de 1'indgalité (4.1), on obtient que pour tout g' € Nn—l , 11
existe une constante CB. > 0 telle que pour % <|£'| < 2 et (f,g) € CE(R4.)X il
on ait :
(4.2) HD K (£, < C. I (£, .
£k g) u+2m k(]R ) (f,8) PR ) x mX“
e} +

n- l u+2m-k
: C

1 > otk

couronne = <|g'| < 2, on montre qu'il existe une constante C > O indépendante

Soit maintenant u € Lw(R (R+)) d snectre tangentiel dans la

de u telle que :

(4.3) SupluC.,xDI o < c{Supl L%u(. ,y "Il + supl B%u(y")Il x_ }.
%' CU+ m k(]R ) ' C“(R ) ' ¢ ¥
otk + y o+ y
En effet, en appliquant 1'opérateur (Lo(t;g',Dt) R Bﬁ(g"Dt)) d la relation

'

G(.,£|) = Ie_.ly -g'u('y')dy'

on déduit les égalités

o ' A ' /0\ ' _iy'-g' o ' '
{L (£58",D )u(.,g") = Lu(.g') = [e (L7w (.,y")dy

u(gl) = J'e"iy'og'(B:ju) (y')dyv

>

o

(o] ', A ' -
Bo(£'5D) U(.,g") = B

=

On apnlique ensuite 1'opnérateur K , 3 ce systéme :
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A "o O/ -1 A [ O, A '
u(',g ) = th(L (t9g ’Dt)u('yg )’ BU(E QDt)u("E ))

= feTHY R K, (LuC,y"), Blur')dy'

Puls en écrivant que

2 1 1
a(e,x) = ——— [ F @ GC,e) a
n—-1
(2n)
L - 1
oll ¢ € CO(]Rn 1) ad support dans une couronne et valant 1 sur - <|g'| <2, et
en intégrant par parties par rapmort 3 £' , on obtient :
1<x'—y',£'> N o o

u('yx ) "If (I-A ') {¢(E')K 1(L U(-,y'),B U(y'))}dy' dg'

Z)N 3 g U

(1+]x"-y"|

choisissant N assez grand, on déduit de (4.2) 1'inégalité (4.3).

ut2m-k
_ otk AR
uq(t,x') = Aéu(Z qx). La quasi-homogénéité de (L ,Bu) donne les relations

On considére maintenant u € C (]R.+ ). Pour q = 0 , on pose :

qm.

q(2m-k).o o) j,0

2 L ; B u = (2 B. u).
q ( u )q ( Ju q)J

(¢]

(L U)q =

On utilise 1'inégalité (4.3) et la remarque suivante : v € Cu’ (R ) si et

seulement si sup sup 2(u Vg fv (C.,xMI I <+ o , on obtlent pour q = 1
1]
qQ x C (R
+2m-k+
2Py oo < et28 Y sup 1w Gyl
I (R, ) y' ch(r, )
q(u+2m-k+v-m.) o o o
+1 2 3 supll (B%u) (vl x. I<cll Lol wo, o p * I Bl wemekevomg )
j y| 11 q m*u CO,, (R+) j U C (R )
et pour ¢ = O , on remarque que :
! < .
Huo(.,x )"C“+2m_k(R ) C "u"Cu+2m-k,v—l(Rn)
o+k + o+k +

d'oll le théoré&me III.2 pour 1'opérateur (LO,BO).
. , - _ 1 1
On passe ensuite de 1'opérateur (LO,BS) d 1'opérateur (L0+L ’B3+BU)

grdce au lemme suivant :
Lemme 4.2 : Solent © € S(ﬁ?) et u € CE’V(RE) . On a u € Cs’v(mf) et

Il ull < C_ Sun|o| Ilul + C.llul _
Cu,\)(]Rn) o Cu,v(]Rn) 1 cHoV l(]Rn)
o) + o} + o] +

ol Co ne dépend pas de ¢ ni de u et C1 ne dépend pas de u .
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. 1 I, o <
Enfin, on passe de 1'opérateur (LO+L ,Bﬁ + Bu) d 1'opérateur

(L,B ) en utilisant des inégalités du type ''compacité' pour les espaces

HsV, ol
C0 (R+).
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