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I. INTRODUCTION :

Soit Q un ouvert de Rn tel que U soit une variété à bord compacte de
classe Cw . . Il est bien connu [1] que si L(x,D) = ~a (x)D0152 est un opérateur,

a

à coefficients a 6 proprement elliptique sur 0 et si B = (Bi)0,j,m- 1esta 
’ ’ 

00 j 
un système d’opérateurs frontière à coefficients C 

00 

sur le bord r de Q et recouvrant

L on a les estimations (de Schauder) suivantes :

pour p &#x3E; 0 non entier, la constante C étant indépendante de u E c 2m+p (?î) =
{u E c0(n) , Dau E Cp (~) ; 2m} oa, pour 0  p  1, l’espace désigne

l’espace de H81der usuel des u E C (H) tels qu’il existe C &#x3E; 0 avec

9 x,y E 7 . .

Diverses extensions de ces inégalités ont été obtenues récemment

[6~r7JL8lf91f11~[12~[15~ ... En particulier, C. Goulaouic - N. Shimakura consi-

dèrent des onérateurs elliptiques singuliers du type :

où (JJ est une fonction C 00 de En dans R avec St = {x E Rn ;cp(x) &#x3E; 0} ,
n

r - qo(x) = 0) et dtp # 0 sur r .

Sous certaines hypothèses supplémentaires, ils démontrent l’inégalité suivante :

ou, rour p &#x3E; 0 non entier, C"(à) = {u E Cu (S) ; c u E ()} (attention1 ’ (

à l’indexation différente de celle de [8]).

Utilisant Dar ailleurs les résultats connus pour ces opérateurs dans le cadre

hilbertien et des inégalités du type "nrincine du maximum" ils obtiennent des

résultats d’existence et d’unicité Dour les problèmes (aux limites) associées à

ces opérateurs et donnent des applications à des problèmes elliptiques singuliers
non linéaires.
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On se pronose, tout d’abord, de généraliser ces derniers résultats à

la classe des opérateurs elliptiques singuliers considérés par N. Shimakura [17]

(cf. aussi [ 10] [3]) :

où k E N et où P2m-h (x.D) est un opérateur à coefficients d’ordre  2m-h,

étant proprement elliptique sur 5 .

Pour x Er, on introduit le polynôme indiciel p(x;X) associé à L :

ou p2m-h(x;D) désigne la partie principale de p2m-h(x.D).2m-h g - p ’

On considère alors les hypothèses suivantes :

Pour x E r , l’équation D(x;~) = 0 n’admet pas de racine située sur la

droite Re À = 1.1 .

On désigne par r (x) le nomb re de racines X de cette équation vérifiant Re ~ &#x3E; ~
1.1

et on suppose que

(H2 ) r (x) est constant sur r et égal à r 
il 

et X 1.1 = m-k + r 

11 
~ 0 .

(H3 ) Pour tout x E r , pour tout 0 vecteur cotangent en x Er, le problème
aux limites

n’admet que la solution u = 0 dans l’espace

partie principale d’un système d’opérateurs frontière le bord r de 0
J

avec B. d’ordre m.  u + 2m-k. Lorsque X = 0, le système d’opérateurs
J J v

frontière B est vide.
p

On établit les résultats suivants :

Théorème I.1 : Sous les hypothèses (Hl 1 )(H2 )(H3 ) , il existe une
201320132013201320132013201320132013 !p 2p’ +2m-k-constante C &#x3E; 0 telle que pour tout élément u E Ck () =
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Théorème 1.2 : Soient p &#x3E; P’ deux nombres réels &#x3E; 0 non entiers. On suppose

que le système (L,B ,) satisfait les hypothèses (Hl’) (H2 ,) (H3~,) ; on suppose

de plus que l’équation indicielle p(x;À) = 0, x E r , n’admet pas de racine

dans la bande P’ ’  Re À  p . 
"

Remarquons que le théorème I.1 améliore en particulier le résultat (1.2) de

[8] relativement aux conditions (H1 ) et (H3 ).y p
Les techniques utilisées pour établir de telles estimations de Schauder sont

en général, basées sur le calcul explicite de noyaux de Green ou de paramétrixes,
calculs dont nous ne disposons pas Dour la classe générale des opérateurs L

considérés.

Ici, on va revenir à la méthode classique des estimations a priori dite

"de Peetre" bien connue dans le cadre hilbertien [13] qui consiste à se ramener

localement au cas du demi-espace R~ et, grâce à la transformation de Fourier en

variables tangentielles, permet de réduire le problème à un théorème d’isomorphisme

pour une équation différentielle ordinaire.

II . INEGALITE DE SCHAUDER ET REGULARITE HOLDERIENNE DANS LE DEMI-ESPACE En : :
+

Les théorèmes I.1 et 1.2 sont en fait des cas particuliers de résultats

plus généraux que nous allons présentés maintenant. Pour cela, notons x = (t,x’)

le point générique de E n et introduisons une partition de l’unité : soit

(p E C (R) valant 1 sur [-1,1] , à support dans [-2,2] et pour p ~ TN , consi-
0

dérons :

et, convenant

Suivant J.M. Bony [4], pour des réels cr, ~,v arbitraires, posons :

Déf inition II.1 : : (i) est l’espace des u E S’ (Rn ) tels que pour tout
a

entier D , (l+!t!2 A u E L (R ) avec
n



XV-4

est l’espace des u E S’(R ) tels que pour tous entiers

Pour a = 0 , C (Rn) = est l’espace de Holder usuel lorsque y 1 7Z .

0

Ces espaces ne dépendant pas de la partition dyadique choisie. On vérifie

facilement les propriétés suivantes :

2. les opérateurs de dérivations ODèrent de la façon suivante :

3. la multiplication par t opère de la façon suivante :

En particulier, lorsque o - k E , l’esnace 

avec l’espace des u E 1.1 B) n k que h 1.1+h navec l’ espace des u E C (R) (resp.C(R)) tels que tuE C (R )

pour 0  h . k .

Par restriction à Rn , on définit les espaces et C1.1, B) (Rn) .
+ 1 

o + o +

Par ailleurs, dans une carte locale convenable, les opérateurs L s’écrivent

sous la forme :

est un opérateur

d ’ordre  2m-h à coefficients COO (in ) . 
1 

-- 

1

, , 2m 
+ 

.. -n
On suppose que l’opérateur est proprement elliptique sur in . Lex 

. +

polynôme indiciel p(x’;À) associé à L est défini par :

on notera ~ = ]O,T[ où T &#x3E; 0 et Q’ est un voisinage de l’origine dans

IR n- 1 .
Pour on considère les hypothèses (H 1 p)(H 2p ) et (H3) suivantes :Ip 2p 3p

x’ e ’, l’équation = 0 n’admet pas de racine sur la droite

Re = p ; et si r (x’) désigne le nombre de racines X de cette équation
v
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vérifiant Re X &#x3E; p , on pose :

(H 2p ) r (x’) est constant sur égal à r et )( 
= m-k+rp&#x3E; 0 . °2p p p p 

(H 3p ) Pour tout x’ E P,’ , pour tout §’ E le problème aux limites :

n’admet que la solution u = 0 dans l’espace C~+k2m-k(R ) , où

o 6 R et B = (B ) . (si y &#x3E; !) est la partie principale d’un système1 u 
d onerateurs frontière B = B. . la coe 1Clents C (R ) avec

p Jp 
B. d’ordre m. ~ ~ + 2m-k. Lorsque X =0 , le système B est vide.
J J 

" 

1~ 
’ -" 

1.1

On a alors les résultats suivants :

Théorème II-1 : Soient? , Q E R avec y £ i5l et y + a e S. On suppose que

l’opérateur (L,Bp) satisfait les conditions (H 1 -p ) (H2 ) (H 3p ) . Alors, pour
! p u 2p 3p
tout compact K c [0,T[ xQ’ , il existe une constante CK &#x3E; 0 telle que pour tout

. 

avec supp u c K on ait :

Théorème 11-2 : Soient a , ~, pt des nombres réels avec ,

p’ % 2Z 2Z . On suppose que l’ équation indicielle p(x’;~) = 0 pour x’ E r2’n’admet pas de racine dans la bande p’  Re ~  p. Alors :

(i) si u E et Lu E Cu 
1 

oc (r2) on a : u E ( ) 
-00, loc 

( ) 
a loc 

( ) ( ) ’

(ii) de plus, si p + Tl , si l’opérateur (L,B ) vérifie les conditions
- - 1 - il ~ 1

Lorsque X ~ l, alors p + 2m-k &#x3E; sup m. ce qui justifie l’existence de traces
~ j 3

d’ ordre  m. Dour les éléments u E CP+2m-k(,n ) et De façon
J o -"0 

_ 

+ -W 
( 

+

précise, désignons par des éléments de
a + a +

(resp. C’ à support dans n . Par ailleurs, introduisons
o Q 

+00 
+ 

,

une partition de l’unité : 1 0(t) + E ~(2 t), t &#x3E; 0 où ~ 
0 

est C°° à support
~ 

i=l 
~

dans [ 1,+~[ et ~ C°°([l/2,2]) et désignons par l’ espace
0 0 + a +
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des u E tels que :

L’espace V"(R) coincide dans le cas H81dérien avec l’espace 
o + +

considéré par J.M. Bony [4] . On a alors :

Proposition II.3 :

et il existe un opérateur de prolongement n
Il ....

(ii) Pour p &#x3E; 0 ,u ~ ~V , on a : les opérateurs traces

se prolongent en des opérateurs continus

le noyau de l’onérateur trace y est l’espace

De plus, il existe un opérateur

Ide prolongement n de
tel que uru soit le prolongement naturel par 0 pour

La démonstration de cette proposition s’inspire des notions d’opérateurs

d’aplatissement et de partie finie introduites par J.M. Bony [4] . La notion

de trace considérée ici coincide avec celle de S. Xojasiewicz [14] (cf. ausHi

[5][16]).

III. DEMONSTRATION DES THEOREMES II.1 et II.2 :

En fait les théorèmes II.1 et 11.2 sont des corollaires des trois

résultats suivants :

Théorème III.1 : (Hypoellipticité partielle). On suppose que l’équation indicielle~ p(x’;h) = 0 pour x’ E 0’ n’a pas de racine dans la bande a Re ~  g. Etant
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(Dans cet énoncé, il n’est évidemment pas nécessaire de supposer 

elliptique ni même d’ordre 2m pair il suffit que le coefficient a (2m, 0) (t,x’)
soit non nul surJl = [0,T[xp’).

On a un résultat analogue en remplaçant l’espace par un espace C (~’) ;
de façon Drécise : sous les mêmes hypothèses, si u E C"§ (]0,T[;C"(çi’)) et- -oo - 1 or

Ce théorème III.1 est en fait une version améliorée du résultat obtenu

dans [ 2 ] pour le cas des indices 1..1, ~’ et a entiers relatifs, l’équation
indicielle p (x’ ; ~) - 0 n’admettant pas de racine avec Re ~ &#x3E; p’.

Théorème III.2 : (Estimations à priori anisotropes). Soient E E avec

On suppose que l’opérateur (L,B ) satisfait les conditions
1..1

° Alors :

(i) Dour tout compact K xS’, il existe une constante Ck &#x3E;0 telle que
1..1+ o k B) n .

pour tout u E avec Supp u c K on ait : 
+ .

certain a &#x3E; 0 , alors

La propriété (ii) se déduit facilement de (i) en utilisant la méthode des

quotients différentiels tangentiels.

1 Théorème III.3 : Soient p E IR B 2Z et o 6 R On suppose que le polynôme indiciel

P(X,;X) = 0 pour x’ E ~’ 1 n’a pas de racine sur la droite Re ~ =11 . Alors, si

On peut maintenant démontrer les théorèmes II.1 et II.2. Pour le théorème II.1,

on procède de la façon suivante. On choisit de sorte que l’équation
indicielle n’ait pas de racine dans la bande p’  Re À  p ce qui est possible

grâce à la condition les conditions et (H2~’) sont donc satisf aites ;
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de plus, grâce au théorème d’hypoellidticité partielle (à valeurs scalaires)

la condition (H3 ) implique la condition (H3 ,) si y’ est assez voisin de p .
Choisissant p-1  ~’  ~ assez près de p pour que l’on ait aussi ,

~’ 1 + on peut appliquer le théorème III.2 (i) avec v = p- p’ en remarquant

ce qui donne :

Utilisant alors l’inclusion pour un

certain v E R on déduit du théorème d’hypoellipticité partielle III.I 1 qu’il
existe

Par ailleurs, il existe

et grâce aux hypothèses (Hl ) (H2 ) (H3 ) et le théorème III.2 (ii), on
V V V

obtient que 1

Enfin, grâce au théorème 111.3, on déduit que u avec :

ce qui achève la démonstration du théorème II.I.

Le théorème II.2 se démontre de manière analogue en démontrant tout d’abord,

grâce au théorème d’hypoellirticité partielle III.1, que si u E YP - 1 q -W. loc

IV . ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION DES THEOREMES III.1 et 111.2.

Pour le théorème III.1, on remarque d’abord qu’il suffit de faire la

démonstration pour V’ et p tels que p-1  p’  p et que l’on peut prolonger
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les coefficients a o x’) de manière COO sur constants en dehors
a. 

’

d’un compact et de sorte que le polynôme indiciel n’ait pas de racine dans la

bande a  Re À  S p our x’ E Rn 1 . Par ailleurs, on se ramène facilement au

cas k = 2m.

On introduit maintenant l’odérateur

pour a  À  6. Cette intégrale est absolument convergente et puisque

p(x’;z) = 0 n’a pas de racine dans la bande a  Rez  ~ , H(t;x’) est

indênendante de À et on vérifie que H(t;x’) est COO sur R ~ 
e ]Nn- 1constante en x’ pour lx’ 1 grand et vérifie Dour a  a’  S’  S, k , N’ E TN :

Pour t &#x3E; 0 , l’application x’ + H(t;x’) est C 00 (R n- 1 ), constante en dehors d’un

compact et définit ainsi un opérateur de multiplication H(t) linéaire continu

de C B) ~R n-1 ) dans CV (R n -1 ); ~ on neut donc définir pour w E F-’(IR+; · ))
la convolution H * w - f+. H(t/s)w(s) ds . On a alors :

. o s

Proposition IV.l : Sous les hynothèses Drécédentes, H est une solution

élémentaire de L 
o 

et Dour toute distribution w E E:’ (E. + ; . on a :
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de plus la convolution w2013~H*w se prolonge en un opérateur continu

1 à support dans [0,T] .

Pour cela, on commence par établir qu’il existe une constante C &#x3E; 0 telle que,

Cette inégalité résulte des estimations

(i) (ii) (iii) précédentes et (en conservant les notations du paragraphe II)

densité "faible" des éléments à support comnact dans
n

dans

Ceci étant, puisque

II.3), v et v1 étant à support comnact dans R+ avec
o 

" J +

1 égale à 1 sur un voisinage de 0 . Utilisant la proposition IV. 1 ,

à support compact dans R . Par

; on peut donc écrire aussi puisque

f et f 
1 
étant à support compact dans R+ . Par ailleurso 

" " 

Considérant

est à support compact dans R et L v - f + f avec f e C °°(R Cv
+ 0 2 0 2 2 0 +

Appliquant de nouveau la proposition IV.1, il vient : v = vo + H*L0vl
v + v - H*f + C4(]O,T[;Cv). Revenant à l’équation ;C~),
0 2 2 1 (j 0 +

i

on obtient que v E pour un certain v’a+k
Pour le théorème 111.2, on se limite à établir de telles estimations

au voisinage de l’origine. On utilise la technique de Korn en décomposant

l’opérateur (L,B ) sous la forme (L° + L1 + L2 Bo + B1 + B2 ) avec :l’ODêrateur (L,B sous la forme (L +L +L Bil + Bil + Bil ) avec’u 
’ 

p p p
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Bo 1 
et 

B2 
étant définis d manière analogue, et on commence par établirB B 

p 
et B étant définis de manière analogue, et on commence par établir

1.1 11 11 
0 0

le théorème 111.2 pour l’opérateur (L,B u 0 ). 
r . 0 t.Sous les hypothèses (Hl )(H2 )(H3 ) l’opérateur 

o  . 
n-1 11 11 11 

, 

t 
11

B’;D )), pour ’ , est un isomorphisme de sur 

11 t 
. 

o + a +

d’inverse K r et l’application  ’ est C de IR n-1 B10} dans
x X11 » de plus il existe une constante C &#x3E; 0 telle£(C (R ) ; C 

o k (JR)); de plus il existe une constante C &#x3E; 0 telle
(7 + (7+K. "

Par dérivation du système :

et compte tenu de l’inégalité (4.1), on obtient que pour tout

existe une constante C t &#x3E; 0 telle que pour 1 c ’  2 et (f
p 2

on ait :

Soit maintenant u E L (TR ; C . (R )) à snectre tangentiel dans la
i 

J a+k + .

couronne 2 l ~’ 1  2, on montre qu’il existe une constante C &#x3E; 0 indépendante

de u telle que :

En effet, en appliquant l’opérateur

on déduit les égalités

On applique ensuite l’odérateur K , à ce système :
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Puis en écrivant que

C C’ 0 (IR n-- 1 ) à support dans une couronne et valant 1 1 ~’ 1  2, et

en intégrant par parties par rapport à ~l , , on obtient :

choisissant N assez grand, on déduit de (4.2) l’inégalité (4.3).

. d..... 11 + 2m- k () ........... on pose :On considère maintenant u E . Pour q &#x3E; 0 , on pose :
a+k +

u q (t,x’) - La quasi-homogénéité de (LO,Bo) donne les relations :
q q 11

On utilise l’inégalité (4.3) et la remarque suivante : v 1

1 - 1

seulement si sup sup

"’"

on obtient pour q 1 :

et pour q = 0 , on remarque que :

d’où le théorème 111.2 pour l’opérateur (Lo,Bo).
. , , 0 ’P 0 0 1 0 1

On passe ensuite de l’opérateur à l’opérateur 
V

grâce au lemme suivant :

Lemme 4.2 : Soient

où Co ne dépend pas de (p ni de u et C1 ne dépend pas de u .
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Enfin, on passe de l’opérateur (L +L ,Bp + à l’opérateur
" p 

v v

(L,B ) en utilisant des inégalités du type "compacité" pour les espaces
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