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I. INTRODUCTION

Soit n c: ]R n , n ~ 2, un domaine borné ayant une frontière C ce notée

3Q . Soit -A D l’opérateur auto-adjoint dans L ~ (Q) associé au laplacien -8 avec

la condition de Dirichlet sur On sait que le problème

a un ensemble dénombrable de valeurs propres {2},- . . De plus la trace dea un ensemble dénombrable de valeurs propres . De plus la trace de
] J=

cos( A t) est une distribution tempérée etD

_ 

l’union des toutes géodésiques généralisées périodiques

dans Q y compris les géodésiques périodiques sur 3Q correspondant à la métrique

de Riemann induite sur 3Q . Les géodésiques généralisées sont des projections

sur n des bicaractéristiques généralisées de l’opérateur des ondes D = 3 -8 .
On renvoie à [17] pour une définition précise. La relation de Poisson a la

forme suivante :

où T est la période de y (cf. [1J, [2], [19]) .

Quand on considère le domaine non-borné &#x26; = on obtient une

relation de Poisson de type (2) en introduisant les pôles de la matrice
J J=1

de diffusion S (X) , associée au problème de Dirichlet pour l’équation des

ondes dans lilx C7 . Les pôles p. sont placés dans le demi-plane Imz.&#x3E; 0

(cf . [ 15 ] ) et on peut introduire

(on renvoie à [18] pour la justification de la sommation). En utilisant la

vitesse finie des propagations on peut déduire de (2) la relation
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Ici £ 
&#x26; 

est l’union des géodésiques généralisées périodiques dans (P obtenus

comme les projections sur 6r des bicaractéristiques généralisées propageant les

singularités COO . Par exemple, si U est le complémentaire d’un domaine stricte-
ment convexe, £ est vide car les géodésiques périodiques sur 3Q ne sont pas

essentielles pour des singularités COO .

Nous nous intéressons au problème suivant :

(4) Quand T 
y 

appartient-il au sing suppo D (t) (sing suppu D (t) ) ?
On ne considèrera que les rayons réfléchissants puisque pour les autres il est

très difficile de construire une paramétrix globale pour De plus

nous allons traiter le cas générique qui sera précisé ci-dessous. Soit

£ ’ Q ce £ Q l’ensemble de géodésiques réfléchissantes et périodiques. L’analyse

de (4) repose sur la solution de deux problèmes importants :

(6~) Est-ce que génériquement pour tous ~r , à ~ C 
Q 

nous avons

(S) Est-ce que génériquement la période T Y de chaque y est

isolé parmi les périodes des géodésiques réfléchissantes placées dans un

voisinage suffisamment petit de y ?

Dans cet exposé on donne une réponse affirmative de et (S) et

aussi on présente quelques applications concernant le problème (4). En particulier,

on prouve que génériquement, pour des domaines strictement convexes dans R 2
la relation (2) devient une égalité et que de plus nous pouvons déterminer le

spectre de l’application de Poincaré de chaque y E en connaissant le spectre
Q

2 co

,},-1 . D’autre part, la réponse de (S) nous permet de conclure que la
3 3=1 2 2

conjecture de Weyl sur le développement asymptotique de N(À) = # À2} est
J

satisfaite dans le cas générique (cf.[11], ).9]). Remarquons que la réponse de

(S) n’entraîne pas que T pour chaque y É £’ Q est isolée dans sing supp o (t) .
On peut faire la conjecture que ce résultat plus fort est aussi vrai génériquement.

Les résultats de cet exposé ont été obtenus en collaboration avec

L. Stojanov et on renvoie pour plus de détails à [23] .

2. LES PROBLEMES (6q) ET ( S ) .

Soit 3Q = X et soit l’espace des applications COO muni de

la topologie de Whitney [6]. Notons par (X,~n) le sous espace de tousemb

plongements COO de X dans n ayant une différentielle est
oe 

emb
00 n 00 n

ouvert dans et par conséquence C emb est un espace de Baire

(cf.[6],[10]). Pour f E on note par Q le domaine ayant la frontièreemb f
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f(X). Pour nos applications il est essentiel de disposer d’une notion de

géodésiques réfléchissantes comprenant des segments tangents.

Définition. On dit que y est une géodésique (rayon) réfléchissante et périodique
1

i = 1,...,k, nous avons :

(b) i. 1 et forment des angles aigus et égaux avec l’une des (deux)

normales de X en y

(c) le segment ) ne coupe pas transversalement X .

On appelle points de réflexion et la période (primitive) Ty de

y est égale à la somme des longueurs de i .
1

Cette définition donne la possibilité de considérer des géodésiques

ayant des segments tangents parce qu’on n’exclut pas le cas où 

puisse avoir de points sur X . De plus on ne distingue pas les géodésiques

placées dans l’intérieur de 0 de celles placées à l’extérieur de Ç2 . On rappelle

qu’un ensemble R est résiduel si R est intersection d’ensembles ouverts et

denses. Dans la suite on appelle simplement rayons les géodésiques réfléchissantes.

Théorème 1. Soi t J1.J l’ensemble de f E Coe (X, telles que deux rayons20132013201320132013201320132013 emb

quelconques ayant des points de réflexion sur f(X) aient des périodes ration-

nellement indépendantes. Alors à( contient un ensemble résiduel dans COO 
emb

Afin d’énoncer notre théorème suivant introduisons pour s &#x3E; 2 ,

s l’ensemble

Etant donnée une application f E notons par X (f ) l’ ensemble des
, ( s ) 

emb 
s 

s 
,

points x = (x1, ...,xs) E X tels que f (x) - (f (x1) , ...,f (xs) ) soient tous les

points de réflexion d’un certain rayon périodique ayant s réflexions.

Théorème 2 . Soit N l’ ensemble des f E telles que pour chaque20132013201320132013201320132013 emb
s &#x3E; 2,jt s (f) soit un ensemble discret de X(s), c’est-à-dire un ensemble de
points isolés de X . Alors N contient un ensemble résiduel dans 

emb
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Corollaire 3. Soit Ç2 
0 
c 1i1 n un domaine ayant une frontière C notée DO 

0 

= X .
2013201320132013201320132013201320132013 

w 
o

Il existe un ensemble résiduel R c tel que pour chaque f E R l’ensem-emb

ble des rayons périodiques ayant de points de réflexion sur f(X) est au plus

dénombrable.

Soit N(À) = # {À~ ~ À2} , où { 7~ 2}~ 
1 

sont les valeurs propres de
j J j=1

(1) . La conjecture de Weyl dit que N(À) admet un développement asymptotique

pour X + 00 avec deux termes associés au vol(Q) et vol(3Q) . V. Ivrii [ 11 ] a

démontré cette conjecture sous l’hypothèse que l’ensemble E = {(x,~) E DO xs n-1
tel qu’il existe un rayon périodique passant par x en direction ~} est de

mesure nulle dans aQ x Sn-1 . . Comme une conséquence de Corollaire 3 on obtient le

Corollaire 4. Sous les hypothèses du corollaire 3 il existe un voisinage W

de Id dans C et un ensemble résiduel R c W tel que pour toute f E Remb

on ait :

où N (~) est associée aux valeurs propres de (1) avec - S~ f .

Remarque. B. Helffer et Pham The Lai [9] ont montré qu’il existe un opérateur

de Laplace-Beltrami dans un cercle de ~2 pour lequel la formule (5) n’est pas

satisfaite.

3. IDEE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1 :

La démonstration repose sur l’application d’un théorème général concer-

nant les propriétés génériques des éléments de "

emb

Théorème 5. Soit n &#x3E; 2, s &#x3E; 2, u, v des nombres entiers et soitU un

ensemble ouvert. Supposons que

, 
00

wient des applications C ayant des propriétés suivantes :

(i) pour Vi  s il y a r. 1  u tel que pour Vy E U il existe j  n

(on désigne par

variables dans ( ]Rn) (s) ),



XII-5

Soit T c l’ensemble des applications f pour lesquelles pour tout
(s) 

emb 
s s

x E tel que fs (x) E u on ait 0 si x est un point critique

de (H o f ) . Alors T contient un ensemble résiduel dans C 
emb

La démonstration est longue et nous n’en donnerons ici qu’une esquisse.

On voit facilement qu’il suffit de traiter le cas v = 1 , où L : (lif) ~~~-lE1 .
On considère la variété jl (X@ IRn) des 1-jets et les projections :

Dans cette section nous utilisons les notations de [6] .

On détermine une application Q : M ._.~ ~ 1 (X (s) ,Rn)x ~R de la manière suivante :

où

est donnée par

L’application Q est régulière et nous introduirons l’ensemble

où
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En général Q- 1(E) n’est pas une variété et afin de surmonter cette
difficulté on prouve le

ce ce

Lemme 6. Il existe une famille dénombrable (W ) m m=1 de sous-variétés C dans M
m m

telles que :

Chaque W est une sous-variété de ~1{X,~n) puisque M est ouvert.
m ùs

Maintenant on applique le théorème de transversalité pour multijets (cf.

théorème 4.13 dans [6]). on trouve que pour V m E , l’ensemble

est résiduel dans C donc n T fi C (X,]Rn) sera résiduel dans
m m emb

00 n

C0. (X, e) . En observant queemb

on obtient facilement

c.q.f.d.

Afin de démontrer le théorème 1 on se place dans une situation fixée.

Soit n ~ 2, s &#x3E; 2 deux nombres entiers et soit

une application telle que

(On pose a (n) - a (i) si n = i + mk , 1 ~ i ~ k, m E On dit que a est

non-symétrique si

D’autre part, on dit que a est symétrique si k = 2m et s’il existe i ,

o

1 ~ i ~ k , tel que
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Définition. Une application a est admissible si (6) est satisfaite et de plus

a est non-symétrique ou symétrique.

Remarquons qu’il y a des applications a pour lesquelles (6) est vrai

mais qui ne sont pas admissibles.

Soit r = (k,t,s,a,8) un symbole, où k,£, s E N et

sont des applications admissibles telles que

Dans ce cas nous dirons que r forme une configuration. Introduisons les

ensembles :

Etant donnée une sous-variété Y c lif et une paire (y,â) de rayons

ayant points de réflexion sur Y , nous dirons que (y,6) a type r s’il y a s

points différents E Y tels que

soient tous les points de réflexion de y ordonnés suivant l’ordre des réflexions,

y compris celles qui se répètent, tandis que

sont tous les points de réflexion de 6 ordonnés comme ci-dessus. Soit

U = {y E (TR ) ; y. n’appartient pas à l’enveloppe convexe de (y., j E I.),
a i 3 1

Vi E Im a},

U = (TR ) (s) ; y. n’appartient pas à l’enveloppe convexe de Yi Ir 3 J.),pi J 1

Vi ~ im$) .

Les ensembles U , U sont ouverts dans (TR ) (s) et on voit aisément que les
a p
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points (Yif--*IYS ) = y associés au y et ô satisfont à la condition

Finalement pour décrire les périodes on introduit les applications

F, G : (IRn)(s) _~ M , déterminées par

où p,q E IV . On fixe une configuration r et aussi p et q .

De telle manière F et G seront aussi fixées. Il suffit de prouver la

Proposition 7. Soit f 
r,p,q 

l’ensemble des applications f E COO em (x,lR ) n telles
20132013-2013201320132013201320132013 r.p.q emb

que pour tout x E X avec f(x) EU 
a 

fl U 
8 
nous avons (F-G) (f(x)) 0 si x

s s 
est un point critique pour les applications et (Gofs) . Alors 
contient un ensemble résiduel dans "

emb

La démonstration repose sur l’application du théorème 5 et pour cela

on prouve le

Lemme 8. Pour chaque y E U et chaque i E Ima il existe j n tel que
a

Introduisons l’ensemble

oo n
Soit T c C l’ensemble des applications f telles que pour tout1 emb

x E avec fs (xj E V nous avons 0 si x est un point critique

de (FofS) et (Gofs) . Le lemme 8 et le choix de V nous permettent d’ appliquer le

théorème 5 en posant H1 - F , H 2 =G,L = F-G, U - V, u - 2, v - 1. On en

déduit que T1 contient un ensemble résidual.
Dans le cas Ima {1,...,s} nous avons U fl U c V et on obtient im-

médiatemenmédiatement T . Si Ima = {1,...,s} on applique une seconde fois le1 r,p,q
théorème 5. Pour cela on suppose sans une perte de la généralité que 1 E Ima et

on introduit
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VJ 11 1

On observe que I 1 fl il = 0 et cela entraîne dL (y) 0 . Soit 
l’ensemble des applications f telles que f (x) E U , a impliquent

a

0 si x est un point critique de Fofs . Alors d’après le théorème 5

appliqué pour H = F , U = Ua on conclut que T2 contient un ensemble résiduel
et f inalement T = T2 c,V .

4. PROBLEMES INVERSES SPECTRAUX.

4 .1. Soit c domaine strictement convexe. La longueur de 3Q sera notée

par L . Considérons l’ensemble

Il.11 étant la norme associée à la métrique Riemmanienne induite sur Etant
*

donné (x,v) E Y , on considère le vecteur £ E T (Q) tel que
x

où n est la normale de ù en x orientée vers Q et normée par lin Il = 1. Le
x x

rayon y qui passe par x en direction ç coupe transversalement 3Q dans un point
*

y E Soit T1 E Tx (~) le vecteur pour lequel

L’application de billiard B : Y9Y est déterminée par

Si Bs (x0v0) = (x ,v ) on trouve un rayon périodique y passant par x 
0 

en
oooo 0

direction v ayant s réflexions. La différentielle P y = dBs(x ,v ) s’appelle

l’application de Poincaré associée à y . Le spectre de P ne dépend pas du
Y

choix de (x 0 ,v o ). De plus P Y est une application réelle symplectique et

l’inversibilité de (I-P ) entraîne que dans un voisinage assez petit de y
Y

il n’y a pas des rayons ayant des périodes suffisamment près de T 
y 

. Pour des

, , 2 , .. 

domaines strictement convexes dans ]R Lazutkm (théorème 3, P.32,[14]) a

montré que génériquement pour chaque y E £’nous avonsç



XII-10

L’existence d’un ensemble résiduel dans la topologie introduite par Lazutuin

implique l’existence d’un ensemble résiduel au sens du Corollaire 4. D’après le
oo 2

théorème 1 il existe un voisinage W de Id dans x = 3Q et un
emb

ensemble résiduel R c W tels que

Soit Lf la longueur de f(X). En profitant du Corollaire 3 et aussi du fait que

X est strictement convexe on arrange génériquement la condition :

en remplaçant R par un autre ensemble résiduel R1 c R . Finalement ( 7 ) , y (8)

et les propriétés de l’application de Poincaré impliquent que T Y et 2T Y sont

des points isolés dans sing supp 6D(t) si y E ~ f E R 1 I1 reste à trouver
la singularité de aD(t) près de T 

y 
et pour cela on applique les résultats

dans [7] . Plus précisément, QD(t) près de T Y a la forme :

N étant le nombre de réflexions de y . Cela donne
Y

En approximant mLf par des périodes de rayons réfléchissants on trouve que

De plus, les nombres

déterminent le spectre de P et on obtient
y

Théorème 7. Soit Q c IR2un domaine strictement convexe. Alors il existe
un voisinage W de Id dans et un ensemble résiduel R c W tel que

emb

pour Vf E R on ait
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où la distribution QD(t) est associée au spectre du problème (1) avec

= Q , d = f(X). De plus pour chaque y E E’ , f E R on peut trouver lef f
spectre de l’application de Poincaré de y en connaissant le spectre

{ ,2 ce ..

Remarque. Guillemin et Melrose [8] ont montré que le spectre des longueurs

est un invariant symplectique. D’autre part, Marvizi et Melrose [16]
Y 

et Colin de Verdière [4] ont étudié les invariants spectraux qu’on peut trouver

si on connait le spectre des longueurs.

4.2 Soit maintenant sont strictement convexes,

On suppose que c TR ~ n &#x3E; 3, n impair, y et on désigne

le complémentaire . Dans ce cas £Ç2 contient certaines

géodésiques ayant des segments tangents à 3Q , mais le théorème 1 traite ce cas.

Par conséquence, génériquement on a

où est le Ir f E R c W , W étant un voisinage def f f

Id dans C00 9Q . En généralisant un résultat dans [20] pour leemb

cas de dimension quelconque on montre que l’application de Poincaré P de
1 y

y E £ n’a pas de valeurs propres sur le cercle jzj 1 - 1 si la frontière
f

DÇ2fest strictement convexe en chaque point de réflexion de y . Cela nous permet
de démontrer le

M

Théorème 8. Soit = U K, , où K, , i - 1,...,M, sont strictement convexes

n 
i=l 

1 1

dans soit n &#x3E; 3 , n impair. Alors il existe un
" 

1 J 
n

voisinage W de Id dans Cemb R et un ensemble résiduel R c W tels queemb

pour chaque f E R on ait

De plus pour chaque y E f E R on peut trouver le spectre de l’application
f 00

de Poincaré de y en connaissant les pôles de la matrice de diffusion
J J"1

associée à 9 . °
Pour chaque e &#x3E; 0 ce théorème montre dans le cas générique l’existence
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des pôles p associés à , f E R pour lesquelsi f

Dans les applications ci-dessus nous avons exploité le fait que la

matrice (I-P ) est inversible pour obtenir (9) après une application de la
Y

méthode de la phase stationnaire. Soit E(t,x,y) , t (x,y) E Q x Q, la

solution du problème mixte :

Alors on obtient

Etant donné un rayon périodique y ayant m réflexions on peut construire une

paramétrix I(t,x,y) microlocale de (13) pour t près de T 
y 

et (x,y) E U x U ,
Y Y Y

où U 
y 

est un voisinage suffisamment petit de y . Si la période T Y est un point

isolé de sing suppQD(t) on puisse ramener l’étude de cD(t) près de T Y à celle

de l’intégrale

(cf.[7] pour plus de détails).

Quand la condition det(I-P ) ~ 0 n’est pas satisfaite il semble plus

utile de ramener l’étude de oD(t) à l’analyse des intégrales sur la frontière

DO . Soit F+(t,x,y), x En, , y E an la solution du problème mixte

Introduisons les distributions :
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où E+ (t,x-y) est déterminée par
o

Alors pour t &#x3E; 0, x 0 on trouve

Soit la solution du problème1

En utilisant une intégration par parties on prouve que pour t &#x3E; 0 modulo une
00

fonction C de t on a

Supposons maintenant que y soit un rayon réfléchissant ayant m points

de réflexions an et de plus soit Ty Un point isolé de sing suppo D (t).
Tenant compte des singularités de k+~s,x,z), 0  s  t, et du fait que t est

suffisamment près de T y on voit que la singularité de QD(t) en T Y coincide

avec celle de la somme

où U. 3Qsont des voisinages suffisamment petits des points Pi p i = 1,...,M.

De plus Ii(t,x,y) est un opérateur intégral de Fourier ayant une relation cano-
i *

nique C. C T u. xU;)B 0 correspondante à m réflexions des rayons passant
i i i 

,

par Ui en direction près de telle de y . Il est facile de trouver une transfor-

mation CanoniqUe x pour laquelle C, - i = i = 2,...,m. Cela p ermet

d’écrire (15) comme un intégrale avec une seule fonction de phase et on peut
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espérer d’appliquer le résultat de Soga [25] concernant l’asymptotique des

intégrales oscillants ayant des points critiques dégénérés quelconques.

Remarquons enfin que Ikawa [11] a traité le cas de deux obstacles convexes et

disjoints en étudiant la singularité de  D (t) associée au rayon captif.
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