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INTRODUCTION.

Le but des constructions que nous présentons ici est 1'étude des
singularités des solutions d'équations (ou de systémes) non-linéaires, dans

les zones ol ces solutions ne présentent pas de discontinuités.

1. Depuis le travail fondamental de Bony [5] , on dispose d'un calcul
pseudo-différentiel (que Bony nomme "paradifférentiel") qui permet d'obtenir,
dans le cas d'équations non-linéaires générales, une analyse des singularités

"basse-fréquence" des solutions

+ - .
Si 1l'on suppose u € H® m,s >n/2 + 1 , solution d'une équation
o n
F(x,u,...,axu,...) =0 , |a| <m, x€EQcCcR ,

les singularités "basse-fréquence" de u sont WFOu , ol 0 < 00 R Oo
étant de 1'ordre de 2s .

On sait que les singularités ("haute-fréquence") correspondant a
g > o produisent en général, dans des fonctions non-linéaires de u , de
nouvelles singularités [16] , [17] qui & leur tour se propagent, etc...,
compliquant & 1'extréme la description [18] .

L'étude de la propagation de ces singularités "haute-fréquence"
suppose donc une "forte"localisation de celles-ci, empéchant la création de
nouvelles singularités par fonctions non-linéaires ; en d'autres termes, il
s'agit de définir des algébres de fonctions & singularités "haute-fréquence"
localisées. '

Les plus simples de ces algébres sont des espaces de distributions
"conormales" par rapport & une ou plusieurs surfaces (cf. Bony [7], [8], Melrose
et Ritter [14] , Rauch-Reed [17]). Dans le cas d'une surface (C )L , on note

(s >n/2),

...2u €H ; <k},

s,k _ ]
H (2) = {u € H , Z1 .

ot les Zi sont des champs (Cw) tangents & I. Pour u € Hs’k, on a la localisation
k
WFs+k(u) © N (Z) (fibré normal & ¥ ), mais, en fait, on connait bien plus,

("forte" localisation) & savoir le comportement uniforme des "morceaux" de u



*
au voisinage de N (I) : une telle information est appelée 2-microlocale,sous

1'influence de Kashiwara, Bony [8] , Lebeau [12] , et Sjdéstrand [19].

D'autres algébres, dans le méme esprit, ont été introduites par
M. Beals [3] , [4] pour 1'étude des équations hyperboliques d'ordre 2 .

L'étude de la propagation et de 1l'interaction des singularités
conormales a été menée & bien par Bony [7] , [8] dans le cas des équations
semi-linéaires (voir également les résultats de Melrose-Ritter [14] , Rauch-
Reed [17][18]).

Ce cas présente en effet 1'agrément que les (bi)caractéristiques
des opérateurs considérés, qui permettent de décrire le lieu a priori des
singularités des solutions, ne dépendent pas de ces solutions ; les algébres

convenables sont donc définies d'emblée.

2. L'étude des singularités "haute-fréquence" de solutions d'équations générales
se heurte & la faible régularité a priori des surfaces caractéristiques de

< = o e . s+m .
1'opérateur linéarisé. En effet, si u € H est solution de

o R
F(x,u,...,axu,...) = 0 , et si S est une surface caractéristique de
oF a (o) a ey s NP . .
P =23 (o) Bx (u = Bxu) s'appuyant sur une sous-variété C de codimension 2,
ou s-1/2 ,_s+1/2

on ne peut guére espérer mieux que S de classe H (H en dimension

un d'espace). Comme la régularité de S est trop faible pour pouvoir définir

s+m,k
M (S) utiles, et que, de toutes fagons, il n'y a pas de

les espaces H
bon calcul symbolique "& deux indices" (cf. Bony [8]) attaché & une surface
"courbe" S , il apparait indispensable de "redresser" S en la surface
r = {X1 = 0} par un changement de variables. x , de classe Hs-1/2 .
Mais, en général, un tel changement de variables n'a pas de sens dans 1l'opérateur
P, sil'on n'a pas s-1/2 > n/2 + m, et de toutes fagons la nouvelle inconnue
uox n'est que Hs—1/2' etc...

Bien entendu, si 1'on considére, au lieu d'une équation générale,
un systéme quasi-linéaire du ler ordre, en dimension 2, cette difficulté
disparait, car 1'inconnue QL appartient a Hs , et x € Hs+1/2 .

On peut donc chercher & réduire 1l'équation générale & un tel systéme,
et 1'on y parvient, en dimension 2 (dans le cas oim = 2, oOn peut<éussi
utiliser 1l'artifice de Lewy précisé par Godin [10]).

En dimension supérieure i deux, on ne peut guére éviter, en général,
d'introduire des opérateurs pseudo-différentiels dans cette réduction, et le

changement de variables X conduit alors & des classes qui ont été étudiées par



Leichtnam [13] dans sa Thése, et qui ne jouissent d'aucun calcul symbolique

agréable.

3. L'ensemble de ces difficultés nous a conduit & introduire, & la place de la
composition ordinaire u.X , une "paracomposition" x*u , qui jouisse de propriétés
analogues, mais qui préserve la régularité de u et les classes de pseudo-
différentiels utilisées.

Les propriétés de cet opérateur y* , ainsi qu'une esquisse de sa
construction, sont présentées au paragraphe un.

Les implications géométriques de cette construction sont curieuses :
les propriétés de x* permettent en effet de définir, sur des sous-variétés de

+1 +
classe Cp ( p>0), des "fonctions” de CG/CO P

, pour tout ¢ . L'identification
intrinséque de ces faisceaux n'est pas encore claire.

Au paragraphe deux, on énonce un théoréme décrivant 1'évolution d'une
onde "simple" (i.e. conormale A& une surface réguliére), obtenu en utilisant la
paracomposition x*, selon le programme décrit ci-dessus. Sans entrer dans les
détails, nous indiquons le schéma de la démonstration, pour que le lecteur

puisse saisir comment "fonctionne" la paracomposition.

1. LA PARACOMPOSITION.

o+
(o]

1 é(pl>0) entre deux ouverts

1.1. Soit X : 91_9 92 un difféomorphisme de classe C

de ngl .

Il existe alors un opérateur linéaire

x* : P (92)._) &)'(szl) , dont on va expliquer les propriétés.

Théoréme 1. (Opé : L'opé * ; S S
; oréme ( pirance) L'opérateur x* applique Hloc(QZ) dans Hloc(gl)' et
Cloc(ﬂz) dans Cloc(Ql)' pour tous s ER et c#0 8

. o . .
Dans tout cet article, C désigne les classes usuelles de fonctions

Holdériennes pour ¢ >0 , © ¢ N ; pour(5¢ N , il s'agit des classes construites

d partir de la classe Ci de Zygmund (voir Meyer [15]) ; enfin, 1'extension a
0 < O se fait & 1'aide d'opérateurs pseudo-différentiels, comme en [5] .

Le théoréme 1 est l'analogue,en ce qui concerne la composition, du
théoréme de Bony sur le "paraproduit" [5] :

T, applique H® dans H® , pour a € L.

La régularité de X (ou celle de a) n'interviennent pas & ce stade.
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Théoréme 2 (composition) : Soient Xo Qo“‘) Ql et Xy ¢ Ql__>§22 deux difféomor-

p+1

phismes de classe C (p>0). On a alors X;‘X’l" u = (X1Xo)*u + Ru, oi R

o}
lo

s
lo
s €ER , et oc#0 . 8

. s+p o+p
applique H c(522) dans HlOC(QO) , et C c(522) dans cloc(Qo) , pour tous

Nous verrons en 1.2 que x*n'est "bien défini" qu'a un opérateur
p-régularisant prés (tel que R) ; cela explique la présence d'un reste dans la

(o]
formule du théoréme 2. Bien entendu, (id)*u = u modulo une fonction C .

Les théorémes 1 et 2 suffisent pour définir les faisceaux
+ . .
CO/CO P dont on a parlé dans l'introduction.
Pour énoncer le résultat suivant, rappelons la définition de la

classe de symboles ZI; de Bony [5] :

2(x,E) € ZI(: sia> 0 et

2(x,8) = lm(x,£)+2m_1(x,£)+...+2m_[a](x,€), ou
a-k
loc en X

2 est homogéne de degré m-k en £ , de classe c” en £ et C

m-k

([a] = partie entiére de a ).

Théoréme 3 (conjugaison d'opérateurs paradifférentiels) : Soit h(x,£) € 22(92) .

Alors, avec ¢ = inf(a,p), X*Thu = Th*x*u + Ru , ou h*€ 22(91) , et R applique
-m+

S s~ E(91) , et C

H (Q.) dans H o o-mte
c 2 loc

| ]
1o 1oc(92) dans Cloc (91) , pour tous s €E R , o # O.

Ici, Th désigne (par abus) un opérateur (bien défini modulo un opérateur
a-m régularisant) de symbole h , au sens de Bony [5]. Compte-tenu des approximations
dans les définitions des opérateurs, on ne peut espérer mieux pour le reste R
du théoréme 3. Bien entendu, le symbole h* se calcule en faisant le changement
de variables "comme d'habitude” dans h , & ceci-prés qu'on ne garde dans h* que
les termes dans lesquels les dérivées de y ont un sens (i.e. jusqu'a 1l'ordre
[p] + 1), et qui ne sont pas plus régularisant que le reste R .

En particulier, si 1'on prend h =p € C:(Qz) , on a h* = @y , ce qui
montre que x* est "local" .

Enfin, remarquons que la construction de x* permet une linéarisation

compléte de la composéeuo ¥ usuelle de deux fonctions peu réguliéres u et X .

Théoréme 4 (Linéarisation de la composition) : Soit
o} p+l s r+1
u €Cloc X €C10C (resp.u € H] o XEHloc ) , avec
c>1,p >0 (resp. s >n/2+1, r >n/2). On a alors
pti+e
loc
r+l+e

loc !

uoX = Xu+T, Xx+R,0o0REC , avec
u' o)

e = inf(o-1,p+1) (resp.R€ H € = inf(s-n/2-1,r-n/2+1)) .®
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o <
Ici, Tu' X désigne un opérateur de symbole u's ¥ € Ze . Dans le cas ou
o

u € c” , on retrouve naturellement le théoréme de "paralinéarisation" de Bony [5]
et Meyer [15] ; si au contraire x€ c, Uo X - x¥u est infiniment régularisant.
Le terme uo,x , de régularité inf(régularité de u , régularité de x ), apparait
comme la somme d'un terme aussi régulier que u et d'un terme aussi régulier
que X . Cette formule est notamment utile pour résoudre certaines équations

non-linéaires de la forme

o. . . G .
G(x,u,...,axu,...) =0, oi G est donnée et non C , qui

apparaissent dans divers contextes (voir 2.2.c. notamment).

1.2. Esquisse de la construction. Elle repose sur les idées et les résultats
de Coifman et Meyer [9] , et en particulier sur un usage systématique des
décompositions "en couronnes dyadiques" (voir aussi Bony [5])

+1
P ).

A 1 .p
= = —_ < <
u=7=x up , support de up c cp {g, = 2 |£|~\cz
Une remarque formelle due & Bony, qui note que l'on peut faire opérer dans

H® toute application L : Lz_? L2 par la formule

~s
Lu = Z(LuP)P ’
p
suugére 1'idée d'une expression de x* (L étant alors la composition avec x ).
~
Malheureusement, L n'a pas, en général, de sens intrinséque, et dépend fortement
des décompositions choisies pour les fonctions.
Ici, on procéde de la fagon suivante : soit K < 92 un compact, et

u € e'(Qz), supp u € K . On pose

x*u =;:) [¢(upox) ]p , ou Yy € 00(91) ,

¥ = 1 au voisinage de x—l(K).

=

Si la décomposition u = % up est effectuée relativement & un systéme de couronnes

1 +
cp = ﬁg\, . 2P <|§| < c2® 1} défini par une constante c¢ , on définira [v]p
“-p_.A
par [V]p(E) =9 (2 pF,)V(E), ol ¢ est supportée dans une couronne, avec ¢ = 1

sur une couronne C_ définie par une constante C » c .
La raison du choix de la "recoupe" [ ]p tient & ceci : bien que w(upox) ne
soit pas supportée par une couronne,on sait bien (par l'expérience des opérateurs

intégraux de Fourier, par exemple), que la "partie intéressante" du support de
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P

w(upox) est 1'image par tX' du support de Gp . On choisit donc C en sorte que

= t . -1 .
(2 pg) vaille 1 pour £ = x'(y)n , n € Cp , vy voisin de X " (K). Ces contrain-
tes géométriques étant respectées, on peut alors prouver que les modifications
de ¢y , de la décomposition u = I up de u , et de la recoupe [ ]p , ne changent
x* que par un opérateur p-régularisant.

Pour définir x* sur QD'(QZ), on procéde comme d'habitude & 1'aide d'une
partition de 1'unité % wi = 1 subordonnée & un recouvrement localement fini
(Ui) de 92 (cf. par exemple [5]) :

* x 3 € c”(xtu)
x*u = i wi &if%}h ol wi Co X Ui '

wi = 1 prés du support de miox , et XTi) est un choix de x* pour K = supp¢a .

La vérification des propriétés énoncées aux théorémes 1-4 est
malheureusement assez technique , et nous renvoyons, pour tout détail, le

lecteur & l'article & paraitre [1] .

2. APPLICATION AUX EQUATIONS NON-LINEAIRES GENERALES : EVOLUTION D'UNE ONDE

SIMPLE.

+
2.1. Soit wu € Hio:(ﬂ) une solution réelle de 1'équation
o n . @
F(y,u,...,ayu,...) =0 , |a|< m, y€EQcR . F réelle et C .

On note y = (xl,t,x'), et 1'on fait les hypothéses suivantes :
a) Hyperbolicité.

On suppose O € Q , et l;on note @, = {y€Q, £t >0} .

On suppose que l'opératehr P linéarisé de F ,

oF (a) a (a) _ 0
(a)(y,...,u ,...)By (u = ayu)

P = z
[a|<m Bu

est strictement hyperbolique dans Q par rapport aux surfaces t = cte , et que
Q, est un domaine d'influence de @_ (toute bicaractéristique réelle nulle de

P issue d'un point oG t > O atteint un point od t < O, dans Q ).

b) Caractére conormal de la solution dans le passé.

1

On considére une surface S , d'équation x p(t,x') dans Q , p € C ,

1 =
passant par 1l'origine, caractéristique pour P .
s+m,

(s).

Nous appelons une telle solution une onde simple (le front de 1'onde

On suppose que, localement dans Q_ , ¢ € c” et u €EH

étant, & 1l'instant to , la surface X = m(to,x')).
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Théoréme 5 (Evolution d'une onde simple) : Supposons, dans les conditions
. S+ (]
décrites en a), b) ci-dessus, u € Hloz avec s > n/2 + 7/2, et yx € H ,
s+
g >n/2 + 3/2 . Alors S est c” dans tout Q , etu€H m'w(S) LI

loc

Le théoréme indique deux choses : d'une part, aucune singularité
nouvelle n'apparait pour u , ce qui avait été établi par Bony [7] dans le cas
semi-linéaire ; d'autre part, le front de l'onde ne se "désagrége" pas, l'onde
gardant, dans son évolution, sa structure simple.

Remarquons que 1l'hypothése ¢ € ol ,0 > n/2+3/2 correspond a la
1

régularité H6ldérienne @ € ¢° , o'

> 2 (mais on ne sait pas démontrer qu'une
telle régularité suffit).

Bien entendu, le théoréme n'est local qu'en apparence, 1l'énoncé global
correspondant étant obtenu, sous des hypothéses convenables, par applications

répétées du résultat mentionné.

2.2. Schéma de la preuve.

a) On définit le changement de variables y par
X(xl,t,x') = (x1+¢(t,x'), t,x'), en sorte que

-1
X (s) =z1={x =0}, etyE€ o .

Pour é€tablir une équation en y*u , on utilise la formule (qui découle des

théorémes 3 et 4)

x¥G(v) = T x*v + R(v) , avec, & la place de G(v), l'expression
((X) G' (VOX)

Fly,u,...,u peee) .

On obtient

O=31T X*u(a) + R, =T  x*u
o p

+
Pyl

oF 1

oX
au(ot)

ol P* est le symbole du transporté de P par y , comme expliqué au théoréme 3.

s-1/2

b) on montre d'abord qu'en fait, ¢ ,x € H .
Ensuite, on va prouver, par récurrence sur k , que x*u € Hs+m,k(z) (ce qui est
vrai dans le passé, pour tout k) : ceci s'obtient en calculant la forme d'un
commutateur

i i
[ZI,TP*], on z° = zoo...znfz1 P2, = X, 5%: )2y = g%— r By = 3%;-(2<j<h-1),

|I| =i +...+1 = k . Ce calcul suppose que R2 et les coefficients de p*
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se comportent "bien" sous l'action des champs Z , ce qui ne peut étre obtenu

que si la régularité de x augmente avec k .

c) Le lemme crucial est donc le suivant

s-1/2+k

+m'k(Z) , alors @ ,x € H .

Si x*u € H®

Ce lemme n'utilise que 1l'équation non-linéaire sur @ (dépendant de u) exprimant
que S est caractéristique pour P . Une fois étabi ce lemme, il suffit
d'utiliser un calcul paradifférentiel ol les symboles sont de classe Cp'k

(au lieu de Cp), et ol les opérateurs opérent sur des espaces Hs'k (au lieu

de HS), pour obtenir

+
Tp*ZI(x*u) e St |

Le théoréme de propagation des singularités de Bony [5] permet alors
I +
de conclure Z~ (y*u) € g5
La méme méthode permet de décrire les interactions de plusieurs ondes.

Nous renvoyons pour tout détail & [2] et & des publications ultérieures.
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