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VIII.I

Nous présentons ici un article de M.S. Baouendi, C. Goulaouic et
F. Treves [3], diffusé en prépublication en Novembre 1983, peu avant la mort

de C. Goulaouic. Nous souhaitons, par cet exposé, rendre hommage 3 son travail.

1. LES THEOREMES

Soit F(t,x,%,£) wune fonction holomorphe au voisinage de
n n 2n+2
(to’x'o’co’go) € R xIkxC xT dans

Nous &tudions 1'unicité locale des solutions complexes u(x,t),

de classe C2 dans un voisinage de (xo,to) dans ]Rn+1 , du probléme de Cauchy

u, = F(t,x,u,ux)

(1.1)

u(to,X)’=uo(X) avec uo(xo) = C.s uo,x(xo) =g .

Plus généralement, on peut considérer des systémes (tGiRm)

u = Fi(t,x,u,ux) , ' i=1,...,m

(1.2) L
u(to,x) = uo(x)

pour lesquels on suppose satisfaite une condition d'inté&grabilité formelle (ou
involution).Les théorémes énoncés ci-dessous pour m=1 restent valables pour
m=>1. Pour la simplicité de 1'exposé&, nous nous limiterons au cas m=1, ol

toutes les difficultés sont déji présentes, renvoyant le lecteur 3 la remarque (5)

ou, plus généralement, a [9], pour le cas des systémes.

En dimension quelconque n=1, on n'obtient 1'unicit& que dans les cas parti-

culiers d'une équation semi-linéaire, ou d'une trace u analytique.
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Théoréme 1 : Supposons u analytique prés de X, Alors u est analytique

prés de (to,xo), et donc unique. 4

M5

Théoréme 2 (cas semi-linéaire) : Supposons F(t,x,7,£{) = Aét,x)gki-f(t,x,c ).

k=1
. I . . .
S1 ug est de classe C, il existe au plus une solution u de classe Cl du

probléme (1.1). _

Dans le cas n=1, 1l'unicité est vraie en général.

Théoréme 3 : Supposons n=1, et uO de classe C2. Alors 1l existe au plus

une solution u de classe C2 du probléme (1.1). m

2. QUELQUES REMARQUES SUR LE PROBLEME DE L'UNICITE NON-LINEAIRE

Le probléme de 1'unicité de Cauchy pour des &quations (d'ordre un ou

plus) ou des systémes non-linéaires comporte plusieurs aspects bien différents.

1°) Si 1'on considére des solutions peu réguliéres (comme c'est le cas par
exemple des solutions avec chocs de systémes de lois de conservations (cf.[6])),
la "qualité'de 1'opérateur (hyperbolique , par exemple) ne suffit pas Z assurer
1'unicité, et d'autres conditions (d'entropie,par exemple) doivent &tre imposées

aux solutions.

2°) Si 1'on se limite 3 des solutions assez régulidres, la non-linéarité de
1'équation importe peu pourvu que 1'opérateur linéarisé soit de "bonne qualité"
(par exemple hyperbolique strict, elliptique réel du second ordre, etc, ...).

Ces cas se traitent 3 1'aide des théoréme classiques pour les équations linéaires

3°) Si 1'opérateur linéarisé n'est pas de "bonne qualité", on n'obtient 1'unicité
que dans certains cas particuliers, moyennant des hypothé&ses tré&s "instables'", c'est-
d-dire s'appliquant & 1'opérateur mais non, en général, a ses petites perturbations
(dans ces cas d'ailleurs, l'université de Cauchy n'a effectivement pas lieu pour

certaines perturbations de 1l'opérateur ; cf. par exemple, Alinhac [1]).

Les résultats de ce type que nous connaissons sont :

1) Le théoréme de Holmgren et ses extensions (cf. Sjostrand [8]).
ii) Le théoréme d'unicité pour les systémes intégrables (cf. Baouendi et
Treves [4], et la partie 6).

iii) Le résultat partiel d'unicité de Alinhac et Métivier [2] pour les équations

analytiques non-linéaires.
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Les résultats de la partie 1 sont &galement de ce type (le cas 'trivial" 2°)

correspondant au cas ol F et u sont réelles).

3. LE PLAN DE LA PREUVE DES THEOREMES

La preuve est fondée sur une analyse de 1'équation linéarisée, et sur

les relations qu'elle entretient avec 1'équation de départ.

7. Une machinerie de linéarisation (exposée en 4.) permet de représenter une

solution donnée de (1.1) 3 1'aide de solutions w de 1'@quation linéarisée

sur u : L =1L= 3 - g oF (t,x,u,u ) 0
. = = N s Ayl N
u t k=1 Bik X Bxk

2. Cette méme machinerie permet de montrer 1'intégrabilité de L (partie 5.).

3. Enfin, le résultat d'unicité et d'approximation de[4] pour les systémes

inté8grables (rappelé& en 6.), combiné 3 ]. et 2., permet de conclure (parties 7.,8.)

On remarquera que la preuve n'utilise pas un résultat d'uncicité
pour des opérateurs a coefficients analytiques : L n'est pas de 'bonne qualité"
en général. L'hypothése d'analycité n'intervient qu'en ce qu'elle rend possible
la mise en place de la machinerie (grdce 3 la résolution de certains problémes
de Cauchy holomorphes linéaires (cf. Corollaire4)) et la preuve de 1'intégrabilité

de L (cf. Proposition 5)).

4. LINEARISATION DE L'EQUATION ET REPRESENTATION DES SOLUTIONS

. 20 .. . ~
Une fonction u(t,x) (complexe, de classe C~) &tant donnée , on note,

pour v holomorphe prés de (to,xo, go,go), V(t,x) = v(t,x,u(t,x),ux(t,x)).

Soit d'autre part L 1le champ (& coefficients holomorphes en (t,x, z ,£))

n n n
I =5 -z —-;EF —ai + oz (—-;F +g£ ) “a‘g_ +(F- 1z g —;EF ) ai .
k=1 k %k k=1 %%k 9¢ Kk k=1 Kk °°t

La proposition suivante précise le lien entre L et & (c£. [5]) :

Proposition 4 : Soit u donnée comme plus haut.

Pour toute fonction v holomorphe de (t,x,Z ,5), on a

~ o~ v 9
Ly = ‘\ﬁv + % (ut—F) + 3£k 5xk [ut F] . «
N !

o~ s

1
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Cette proposition se vérifie par un calcul direct, et s'interprete géomé-

triquement en termes de géométrie de contact.

Le corollaire ci-dessous donne la représentation des solutions.

Corollaire 4 : Il existe (n+1) fonctions holomorphes H, H ..,Hn satisfaisant

1’

H = = =
It:to C, Hklt gk [} k l,...,n 2

=t
o

2 . . .. .
telles que u€C est solution de u, = F s1 et seulement si 11 existe
. 1 e
(n+l) fonctions w, Wiseees W (de classe C') vérifiant :

i L =1L = k=1,..., .
i) 0" u Yk 0, n
iil) u = H(t,x,w,wl,...,wn) , UXk = Hk(t,x,w,wl,...,wn). .
Preuve : D'aprés Cauchy-Kowalevski, il existe des fonctions holomorphes

G,Gj (j=1,...,n) vérifiant :

Ye=2c. =0

5 v Gy =% 5 G
(o]

~ ~y
On pose w=G, w, = Gj et 1'on inverse ce systéme pour obtenir u,u_

en termes de w,wj. -

5. INTEGRABILITE DU LINEARISE L

C'est la propriété suivante.

Proposition 5

I1 existe des fonctions EL(t,x) telles que

Lz, =0 , ZkI = Xk—xo,k . B
t=t0

Preuve : Soient Z, holomorphes vérifiant

Z X1~ X
= k
kI 0,k

On pose Z, = Zk(t,x,u,ux)..
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Remarque sur le cas d'un systéme (1.2) : On définit alors .Z.l comme x et L.1
comme L (avec at et Fi remplagant Bt et F).
i
L'hypothése d'involutionque 1'on fait est [_Zi /‘{j] = 0. La proposition 4 et
son corollaire demeurent, et la proposition 5 refléte la condition d'involution :

on obtient [Li’Lj] =0 (cf. [5]).

6. UN RESULTAT D'UNICITE ET D'APPROXIMATION POUR L.

Nous 1'énongons de fagon précise dans le cas n=1, ol nous 1l'utili-

serons (cf. [4]).

Soit 'Z(t,x) = x+1 ¢(t,x) , avec ct)(to,x)E 0 soit L
. e ~ . 'Z’t
vérifiant LZ =0, c'est-3-dire L =93_ - — 3
t v X
X

On suppose ¢ de classe C1 dans I xJ. (I=]t0" A,tO+A[ , J=1-B,B[, A>0 , B>O0;

Théoréme 6 : Soit wGCl(IXJ) solution de

Lw =0, w(to,x) = wo(x).
Pour gGCZ(J) , g=1 prés de 0, on pose

P\)(z) = %J exp[—\)z(z—y)zl g(y) WO(Y) dy .

Alors, si K est un compact suffisamment voisin de 0, on a :

w = 1lim P\)(Z)

V> +
"ZZ_IW = 1lim P'('Z)
X X v ’
Vv > ©

au sens de la convergence uniforme sur K. 4



VIII.6

Remarquons que la suite Pv(z) ne converge pas en général au voisinage
1 P . . .
de 0, pour w_€C (J) quelconque. Le théoréme contient donc une information
o

fine sur 1'image de Z , et la '"qualité" de la trace v de w.

Plus précisément, si VJ est lalimite de la suite Pv sur Z(K), ¥/ est
holomorphe a& 1'intérieur de %KK), et wo(x) = w(to,x) = @U?O,x); si (O,Xl)

est intérieur & Z(X), alors wo(x) est analytique prés de X, -

~r
piS

~ .2
Prenons par exemple t, =0, Z = x+it /2 , et K ={ <B, |t|< A}

1l'opérateur L est L =3 -—itzaX (opérateur de Mizohata), et

t

E(K) = {|x]| <B, 0=<t=<A2/2 }: la fonction v est la trace d'une fonction

holomorphe au-dessus de l1'axe des x (on dit maintenant, de fagon synonyme

que la direction -1 n'est pas dans le front d'onde analytique de wo).

7. PREUVE DU THEOREME 3 (esquisse)

Les preuves des théorémes 1 et 2 sont immédiates (en utilisant les
résultats des parties 4.,5., et 6.) et laissées au lecteur.

Indiquons les étapes de la preuve du théoréme 3

Soit u (resp. u#) une solution de (l.1), et soient L (resp. I_#) et 'Z(resp. Z#)
le 1linéarisé& sur u (resp. u#) de 1'équation et sa solution introduite 3 la

proposition 5.

1) Le corollaire 4 permet de repré&senter u(resp.ti#) a 1'aide de solutions
W, W) (resp. w#, wl#) de Lw=0 (resp. R 0).

Les fonctions H et H,, bien entendu, ne dépendent pas de u ou o

1’

2) Les fonctions w et w" (resp.w, et wf¢)ont méme trace uo(resp. u ).

X

1

Pour des compacts assez petits K et K , les fonctions

p,(2) = :/V; J exp[- vi(z-v)7] g(y) u (y)dy et
Qv(z) =;fL J exp[-vz(z-y)z] g(y)lk) (y) dy , définies au théoréme 6,
m X

. ~ o~
convergent donc uniformément sur Z(K) U Z(K#).
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Soient Wet M leurs limites. De méme, les dérivées P' et Q' de ces fonctions

. - L 1 1
convergent uniformément vers des limites que nous notons w' et WI .

3) Avec ces notations, on obtient donc, d'aprés le théoréme 6,

u(t,x) = H(t,x, WZ(t,x)), W[ (Z(t,x)))
H(e,x,W(Z ¥ (6,00), 7 (0 (e,%))

u (£,%) = B ey, W@ e,00), W] @ (6,0))

u#(t,x)

u#(t,x)
X

H (6%, WZ(e,x), W (Z#(e,0)))

pour (t,x) €K nK#.

Rappelons maintenant que Z et 7# dépendent en fait "trés peu' de u et uff

(cf. proposition 5)
'Z(t,x) = Z(t,x,u,ux), avec ZI _ =x-X

Si donc 1'on peut prouver que ¥ et ’M{ ‘sont lipschitziennes dans 'Z(K) UZ#(K#),

on obtiendra u=u? pour 't]assez petit, (x,t)GKﬂK#.

4) Toute la difficulté consiste donc 3 analyser la géométrie de AZJ(K) et AZJ#(K#)
(pour des compacts K et K" encore 2 choisir), afin de prouver la proposition

suivante :

Proposition 7 : Deux points z, et z, de 'Z(K)U '2‘#(1(#) peuvent é€tre joints

par une courbe lipschitzienne Y(ZI’ZZ) telle que

longueur y(zl,zz) < C |zl—22| -

8. PREUVE DU THEOREME 3 (fin)

Nous prouvons si la proposition 7 et le caractére lipschitzien deWet%/{
1. Analyse de la fonction Z(t,x) et choix de K.

~
Puisque Z(to,x) = X-Xx_, on peut choisir comme nouvelles coordonnées

X = ReZ(t,x), T=t. En supposant d'emblée (xo,to) = (0 ), 7 s'écrit, dans ces

nouvelles coordonndes, Z(T,X) = X+i¢(T,X), ¢(0,X) =0C(¢ GCI) .
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L'image par Z du rectangle R={|X|< B, |T|< A} est alors le domaine borné par les

verticales x =-B, x = B, et les lignes y=m(x), y=M(x), ol
M(x) = sup ¢(t,x) , m(x) = inf ¢(t,x)
t]< A t]< A

On voit facilement que M et m sont lipschitziennes.

On choisira donc pour K 1la préimage de R pour l'application (x,t) » (X,T),

avec A et B assez petits : le domaine E(K) est alors

7Z®) = {(x,y) , |x[<B, mx<y< M)}

2. Preuve de la proposition 7 :

k¥

On choisit de méme correspondant 3 z¥ et au rectangle {IX#|<]3,|T#|5§A}

en sorte que

Z#(K#) = {(x,y) , |x|<B, m#(x)< y<§M#(x)} .
Alors
20 L ZRRH = (G,y) L [x|<B, mISySHG)) |
o m(x) = inf (m(x), m#(x)) et M(x) = sup (M(x), M¥(x)) sont lipschitziennes.

On choisit enfin pour y(zl,zz) le segment z,2 que 1l'on remplace, toutes

2 ’
les fois qu'il sort du domaine, par des arcs correspondants des courbes

y=M(x) ou y= m(x).

3. ng W, sont lipschitziennes

En effet on a

Pv(zz)-Pv(zl) P&(z) dz , et, en passant 3 la limite (cf.7,2)),
Y(zl;zz)

~

mv(zz)-%ﬁkzl) = J ' (z)dz : le résultat est une conséquence de la
Y(zl,zz)

continuité de W' et de la proposition 7.
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4. Remarque sur le cas n=2

-~

La démonstration du théoréme 3 dans le cas n =2 se heurte a la difficulté
de décrire les ensembles ?(K) et 5#(K#) dans En , puis a celle de comparer

les solutions d'opérateurs voisins.
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