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XVII.1

Dans cet exposé, nous présentons quelques propriétés géométriques
s'appliquant a 1'étude de l'unicité de Cauchy et précisant les résultats
obtenus a partir du théoreme de Holmgren et de quelques autres qui lui

sont reliés ; les démonstrations détaillées paraitront ultérieurement.

Nous nous donnons, au voisinage d'un point xo ¢ R" une fonction
g € Cz(ﬂfx) a valeurs réelles telle que d@(xo) # 0 . Le probléme - cadre

que nous posons est le suivant : existe-t-il au voisinage de X une dis-

tribution u € 3} vérifiant

) {Pu =0 et
- . n
€ C 2 ?
x € supp uc {x CR /px) ?(xo)} ;
Les deux situations que nous envisagerons ici sont les suivantes

Cas "analytique" : P est un opérateur différentiel linéaire a coefficients

analytiques au voisinage de x et K= 5 (rY).

@ ’ . ’ . 3 ’ . 3
Cas "C " : P est un opérateur différentiel linéaire du premier ordre

a coefficients (complexes) c® vérifiant la condition de résolubilité

L my,
ocC

locale (P) dans un voisinage de X (cf.[&]) et ¥ = Hl

Dans ces deux situations, nous disposons d'un ''théoreme de
Holmgren", a savoir le théoréme de Holmgren classique dans le cas ana-
lytique, et le théoréme 1 de Strauss et Tréves [4] dans le cas c® ,qui
s'énoncent tous deux : '"si p(xo,d?(xo)) # 0 , le probleme (%) n'admet
pas de solution'" (dans cet énoncé, p désigne le symbole principal de

l'opérateur P). Nous allons traiter ici les cas ou p(x ,dg(x )) =0 .
o o

§ 1. Théorie de Bony - SjBstrand (propagation microlocale du support)

Pour toute précision sur ces questions, nous renvoyons a

SjBstrand [3].

%
-

kO

Définition : soit F un fermé de Efl; on dit que (x,6) E NFcC T Bgl\ 0
s'il existe ¥ € CZ(IRn) telle que £ = + d¥(x) et x € F = {y € Kfl/W(y)2W(x)}

’ ’ . © ’ . .
Dans 1'énoncé suivant, C ()) désigne 1'anneau des fonctions

[e o] . ’,
C définies dans () et a valeurs réelles.



XVII.2

Théoreme A (Bony-SjBstrand) : soient F un fermé de R et () un ouvert

conique de TWH{]. Alors
¢ . 5
1.5i (x ,Fg)CN FNQetsip€cCI(Q) s'annule sur NFNQ , la
o’~o0
bicaractéristique de p issue de (xo,ﬁo) est localement contenue dans

QL
[A)

NF .

[e¢) [e¢)
. * () = € C 3t =0 est un idéal de C () table
2 U‘DN F(2) {p (Q)/plN FAo } i Q) s
par crochets de Poisson.
Définition : soient () un ouvert conique de T R et p ¢ C (Q) une
fonction a valeurs complexes. On note Z(p,ﬂ) la réunion des parties
coniques [' = QN p—l(O) telles que OV}(Q) soit stable par crochets

de Poisson.

. . -1
Remarques : ) (p,)) est un fermé conique de )} contenu dans p ~(0)

1'idéal I(p,Q) = (/f;(p )
N

si ¥(p,)) est une variété, c'est une variété involutive.

(Q) est stable par crochets de Poisson, et donc

Exemples de calcul de Z(p,Q) :

2
E. et Q= {T>0} .

1 . Soient p(t,xl,ng T, 51,52) = Tgl +ix o

1

Alors pcl(O) nNn =9{T>0,¢6, =x

C1 1 85 0} . Les fonctions £y et X, €,

-1
s'annulent sur p ~(0), donc sur Y(p,Q), et leur crochet de Poisson aussi,

©

qui vaut F2 ; on peut donc écrire x(p,)) < {T> 0 , 51 e 52 = 0} et

comme cette derniere est une variété involutive, il y a égalité.

. 2 .2 2 3 2 ;
2 . Soient p(t,xl,xz;T,gl,gz) = Tgl + x2 T+ §2 + it T et O = {7 > 0} .

Utilisant la meéme méthode, les fonctions suivantes s'annulent sur 5(p,Q) :

T, + x2 72 + Fz
~1 2 °2 £ 40T 2 2 _ F2 £ 1
— 51T XXy 5 — 5 — °2}_"
)y X
7 2

2
t7 —_— t

Si donc la fonction 1 s'annule sur $(p,)), c'est que s(py)) =9 .

Combiné avec le "théoréme de Holmgren" , le théoreme A permet

d'énoncer le
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Théoreme B (Bony-SjBstrand) : supposons qu'il existe un voisinage conique

() de (xo,d@(xo)) tel que 1l'une des deux propriétés suivantes soit vérifiée :

(1) (x_, dcp(xo)) ¢ £(p,Q).
(ii) il existe une variété involutive ¥ 2 $(p,0Q) 2 (xo,d@(xo)) telle

o
[A)

que tout voisinage de (xo,d@(xo)) sur la feuille bicaractéristique ¥

passant par (x_,dp(x ) sorte de {(x,5) C x(p,Q)/ 9(x) = p(x )} .

Alors il y a unicité de Cauchy (i.e. le probleme (%) n'admet pas de

solution).

Exemples : notons (t,xl,xz) les points de Hf’, et regardons prés de

x = (0,0,0) les problemes suivants :
o
2 2 2 2
. = D + D +D + it D et t X = t. Alors =
1. P =D, x, 2ot ox, Ut pltsx;x,) {2

{T > 0} est un voisinage conique de (xo, d@(xo)), et le calcul effectué

a 1l'exemple 2 ci-dessus montre qu'on est dans le cas (i) du théoréme B .

2
. 2 -1/x
2. P =D, Dxl *ixg sz et Q(t,xl,xz) -t - e VX2

. Alors Q = {T > 0}

est un voisinage conique de (xo,dq(xo)) et le calcul effectué en exemple 1
ci-dessus montre que la variété involutive y = {gz = 0} contient y(p,Q).
La feuille bicaractéristique :* a pour équation paramétrique

t = X, = 51 = §2 =0, x2 =s , T =1 (s paramétre voisin de 0) j; pour
tout s £ 0 , ¢(0,0,s) < O = w(xo) . On est donc dans le cas (ii) du
théoréme B .

Cette théorie a été construite pour traiter le cas analytique,
mais comme nous 1l'avons observé des le début, elle s'applique aussi bien
au cas C grace au théoréme 1 de Strauss et Tréves [4]. comparons 1e
résultat obtenu ainsi au classique théoréme d'unicité de HBrmander
sous les hypothéses que P est principalement normal et que la surface
d'équation @(x) = Q(xo) est pseudo-convexe. L'hypothése que nous faisons
ici de la condition (P) est plus faible que l'hypothése P principalement
normal . Pour comparer les hypotheéses de pseudo-convexité, plagons—nous

dans le cas P = X + iY ou X et Y sont deux champs réels linéairement
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indépendants en x_ et vérifiant : Xo(x ) = Y@(xo) =0, et [Xx,Y] =0

au voisinage de X (P est alors principalement normal) 3 le théoreme
d'H8rmander prouve l'unicité si (X2 + Yz) @(xo) < 0, et la théorie

de Bony - SjBstrand permet d'obtenir cette propriété des qu'il existe
(a,B) € Hfz et k C HJG tels que (aX+BY)k@(xO) < 0 . (On remarquera qu'il

2
suffit par exemple que X @(xo) < 0).

§ 2 . Réciproques au théoreme d'unicité.

Dans le cas analytique, Zachmanoglou [6] a montré que pour
les opérateurs non dégénérés du premier ordre la condition suffisante
d'unicité obtenue au théoréme B est aussi nécessaire. Nous allons
maintenant donner des réciproques plus générales, mais séparément pour
chacun des deux cas ; malheureusement, la technique que nous employons
dans le cas analytique, qui consiste & utiliser les constructions de
Baouendi, Treves et Zachmanoglou [1], ne nous fournit que des solutions
dont le support est un demi-espace ; cela nous conduit a ajouter

quelques hypothéses que nous discutons apres 1'énoncé du théoréme 1

Théoréme 1 : Supposons que nous sommes dans le cas analytique, que
d_p(x ,dy(x )) £ 0O , et qu'il existe un voisinage conique () de (x ,d¢(x ))
g o o o o
tel que
(Rg) 5(p,)) est une variété (involutive) analytique passant par (xo,go) 5
(Tr) 5 (x ,dgp(x )), la feuille bicaractéristique passant par (xo,d?(xo)),
o o

©) ,

tt fibres (i v C 1(p,Q) &
ransverse aux 10res 1.€e. = -
es n Ps 5(p,0)

df(xo,d@(xo)) FO = dif(xo,d@(xo)) £ 0) 3

(s3) ?lj*(x Jdg(x )) 2 @(xo) 5
o o

(za) il existe C > O telle que [d¢aZ.dx| < c]@—@(xo)ll/z sur 3 (x_,dg(x ).

Sous les hypothéses précédentes, il existe au voisinage de x_ une fonction
u € c(R") solution du probléme (%). De plus, u est analytique a
1'intérieur de supp u = {x C B¥1/W(x) = w(xo)} avec V¥ analytique et

dW(xo) £ 0.

Commentaires : les hypothéses sont géométriques et indépendantes de

1'équation ¢ choisie pour caractériser le demi-espace ¢(x) = @(xo) 3

ce théoreme contient le théoreme 2 de Saint Raymond [2] ainsi que les
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théoreémes de Zachmanoglou [5] (cas p réel) qu'il prolonge. L'hypothése
(Rg) empeche l'application du théoréme B sous la condition (i), et
1'hypothése (Sj) est nécessaire d'aprés le théoréme B sous la condition
(ii) . Les hypotheéses (Tr) et (Za) sont liées a la technique que nous
utilisons : elles sont nécessaires pour que le support de la solution

soit un demi-espace. En effet, nous avons les résultats suivants :

Théoreme 2 : supposons qu'il_existe un voisinage conique () de (xo,d?(xo))

et une fonction f € I(p,)) telle que d-f(xo,d?(xo)) = 0 mais
o

(df A £ .dx) (x _,dy(x )) # O . Alors le probléme (%) n'admet aucune .solu-
o o
2
tion dont le support soit {x € Bfl/W(x) 2 W(xo)} avec ¥ C c“(R") et
a¥(x ) #2 0 .
o

Théoréme 3 : supposons qu'il existe un voisinage conique () de (xo,d@(xo))
tel que (Rg) , (Tr) et (Sj) soient vérifiées, mais (Za) n'est vérifiée

dans aucun voisinage de (x ,d¢(x )) sur o (x ,dg(x )). Alors, meme
o o o o

conclusion qu'au théoreme précédent.

kL . .
Exemple : au voisinage de l'origine de IR° dont les points sont notes

- A
(t, xl,xz,x3), p=271 gt 1§ et ¢ = t+x1 X, ot XX, x3 ; avec
S (7> 0}, 2 = (g, < 5, - 0) et 5x Lapx)) = (1o, =5, 5,057 1)

" b Lk .
leﬂ(x ,d?(x )) x1+x220—@(x0):(53)

est vérifiée ; enfin, (d@Ag.dxﬂwT 4x3dx Adt+4x3dx Adt+x X, dx_Adt

x(x_,d9(x ) 1 3

les hypothéses (Rg) et (Tr) sont vérifiées ;

4 1 . 2 .
et lxlle g&%=(x + /2 = (Za) est vérifiée ; il y a donc non-unicité

par le théoreme 1. En revanche si nous conservons le méme symbole et

A . . , .
prenons ¢ = t + X, v XX, x3 ,(Rg), (Ir) et (Sj) sont toujours vérifiées,
mais pas (Za) : on peut appliquer le théoréme 3.

Ay . ’, . . @
Le théoreme 1 possede 1'équivalent suivant pour le cas C (nous
avons pu supprimer ici l'hypothése (Za) en supprimant dW(xo) # 0 dans

la conclusion grace a l'ordre 1 de 1'équation)

z \ 5]
Théoreme 4 : supposons que nous sommes dans le cas C , que d

¢ P(x)F O

et qu'il existe un voisinage conique () de (xo,dw(xo)) tel que
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[ee)
(Rg) 2(p,Q) est une variété (involutive) C passant par (xo,d@(xo)) 3
(Tr) Xh(x ,de(x )) est transverse aux fibres ;
o o

(s3) 9] = 9(x ) .

3 d
wr(x_sdp(x ))
Sous les hypotheses précédentes et pour tout s =2 1 , il existe au voisinage

s n ) .
de x une fonction u € HIOC(HQ ) solution du probléme (%) .
o

@
Commentaires : signalons que, bien que le probleme soit C , nous traitons

1'opérateur P lui-meme sans le perturber. Pour les hypothéses (Rg) et
(8j), voir le commentaire du théoreme 1 3 l'exemple p = §1+ix2T y 9 =t
dans Hf3 montre qu'on ne peut pas supprimer 1'hypotheése (Tr) sans la
remplacer par autre chose : en effet, on peut prouver par la théorie

de Bony-SjBstrand que toute solution du probléme (%) vérifie

supp u C {xz = O}, et O est la seule fonction Hioc possédant un tel

support !

§ 3. Régularité de x(p,))

Nous allons discuter dans ce paragraphe 1'hypothése (Rg) du
théoréme & . S'il était nécessaire de demander que (xo,d@(xo)) C w(p,0)
(car sinon on peut appliquer le théoreme B sous la condition (i)),
fallait-il demander que > (p,)) soit une variété réguliére ? Pour commencer
de répondre a cette question, nous allons regarder un exemple relevant
du cas €~ .

I1 est aisé de construire sur IR une fonction f positive,

c” , paire, et telle que flﬂR+ s'annule exactement sur '""l'ensemble de
Cantor" (i.e., l'ensemble de tous les réels de [0,1] admettant au moins
une écriture en base 3 n'utilisant pas le chiffre 1) ; dans Hﬁz dont les
points seront notés (t,x), prenons pres de l'origine p:§+iT(t2+f(x)) et
9 = . 3 si Qc {T >0} , onax(p,) = {5 =t =f(x) =0} qui est
contenu dans la variété involutive y = {f = 0} ; or la bicaractéristique
de 3 issue de (xo,d@(xo)) ne reste pas dans Y(p,2) (car il existe des
X arbitrairement petits tels que f(x) # 0) : on peut donc appliquer

le théoréme B sous la condition (ii).

Ainsi, il y a deux fagons d'appliquer le théoréme B sous la
condition (ii) :

1 - Lorsque 2* pénétre dans la zone ou ¢(x) < @(xo) ; il s'agit alors

d'un théoréme de propagation du support : x € supp u si et seulement
o
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si d'autres points x avec ¢(x) < @(xo) sont dans supp u , d'ou le

théoreme d'unicité.

5
2 - Lorsque y» sort de Z(p,Q) cas illustré par l'exemple ci-dessus 5
la "morale" du théoréme est alors moins claire., Afin de comprendre

davantage le phénomene observé, nous prouvons le théoréme suivant :

*
Théoréme 5 : soient F un fermé de R et (x € ) €ENF . Alors
3% o "o
dim N'F =n . (ici, dim _ | désigne la dimension de Hausdorff
( 9 ) (X ,S )

0’0 o

int .
au poin (xo,ﬁo))
Corollaire : s'il existe un voisinage conique ) de (xo,dw(xo)) tel

que dim( »(p,2) < n , alors il y a unicité de Cauchy (i.e.

xo,d@(xo))

le probleme (%) n'admet pas de solution).

Commentaires : le théoreme 5 établit une nouvelle propriété commune

aux lagrangiennes et aux fibrés N*F a ranger aux cdtés du théoreme A .

Le corollaire étend le théoréme B sous la condition (i) dans le cas

ou y(p,)) n'est pas une variété (si £(p,)) est une variété, elle est
involutive et donc de dimension = n), mais nous ne savons pas s'il permet

de traiter des cas ne vérifiant ni la condition (i) ni la condition (ii).

Exemple : reprenant l'exemple ci-dessus, nous calculons que
dim 2(p,2) = 1 + Log 2/Log 3 < 2 3 la propriété d'unicité résulte donc
du corollaire.

Nous pouvons maintenant "interpréter" le phénomene : si le
probleme (%) n'admet pas de solution, c'est que y(p,Q) n'est pas assez

z.
W

""gros'" pour contenir un N supp u .

L4 , Apergu des démonstrations
<

Th.l : e Choix des coordonnées locales : par les hypotheses (Rg) et (Tr),
il existe des coordonnées locales x' = (xl,...,xr), x" = (xr+1,...,xn_1) et

"
X telles que (xo,dp(xo)) = (0,0,0;0,0,1) et ¥ (xo,d?(xo)) = {x"zxnzgazgn:o
£ =11 .
e, - 1]
e Construction de la fonction V¥ : avec ces coordonnées, on pose

IZ 2

(1) Y(0,x",x ) = x - ZC(lx" +x ), C>0 a fixer,
n n n

et on prolonge V¥ analytiquement & un voisinage de 1l'origine en requérant
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que (x,d¥(x)) € »(p,Q) 3 comme cette derniere est conique, par la formule

d'Euler,
(2) ¥(x',0,0) =0 et a¥(x',0,0) = (0,0,1)

e Construction de la solution : comme ¥ (p,)) C p-l(o), on a
p(x,d¥(x)) = O 3; comme dgp(xo, d?(xo)) # 0 , on peut utiliser la construc-
tion du corollaire 1.1 de Baouendi, Tréves et Zachmanoglou [1] pour
obtenir une solution de Pu = O dont le support soit localement

supp u = {x € B{l/W(x) z 0} .
o Vérifications géométriques : il reste a montrer que
(3) {x & Bfl/W(x) = 0} c {x € H{I/?(x) = W(xo)}

or d'apres (1) et (2), {V(x) = 0} N {x" = 0} est la projection sur la
base de 2*(xo,d@(xo)), et la propriété (3), pour x" = O , découle donc de
1'hypothése (Sj) ; pour des valeurs non nulles de x" , c'est 1l'hypothese
(za) qui permettra de montrer qu'on peut choisir C suffisamment grande
dans (1) pour que {¥(x)=0} évite les "vagues" éventuelles de {9(x)=@(xo)}

(dans les coordonnées choisies), ce qui assure (3).

Th.2 et 3 : dans chacun des deux cas, soit u une solution du probleéeme
;o : -2

(%) vérifiant supp u = {x € Hfm/W(x) > W(xo)} avec ¥ € C7 et dW(xo) £ 0

Alors par la théorie de Bony-SjBstrand,

(Nh supp u ] Q) < 2(p,Q2)

It

(1) {G A (0) € QW) = ¥(x) et A E R

Si f € I(p,)), f s'annule sur 3(p,2) et donc sur le membre
de gauche de (4) ; si de plus de(xo,dQ(xo)) = 0 , on obtient par développement
-

limité
Y(x) = W(xo)::%>dxf(xo,d?(xo)).(x-xo) = o(lx_xolz) ,

ce qui contredit 1'hypothese (dfAf.dx) (x ,dQ(xo)) #Z 0 du théoréme 2
o
(car d@(xo) et dW(xO) sont linéairement dépendants).
Pour démontrer le théoreéme 3, il faut d'abord remarquer que

le théoréme A et la formule (4) impliquent que
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Z1‘6(xo,dq:(xo)) c {(x,\d¥(x)) € Q/¥(x) = Vix ) et 2 ¢ ]R*} .

En utilisant les hypotheéses (Rg) et (Tr) on peut trouver des coordonnées
locales comme dans la démonstration du théoréme 1, puis en utilisant (Sj)
et en niant (Za), on construit une suite de points mj - xo tels que

W(mj) = W(Xo) et ?(mj) < W(xo) , ce qui contredit que

supp u < {x € Hf]/?(X) 2 ?(Xo)} .

Th.4 : de par sa définition, y(p,)) est involutive et donc feuilletée,
et grace a l'hypothése (Tr) on peut en déduire un feuilletage de la base
H{l par projection (plusieurs feuilletages sont en principe possibles);

on tire de 1'hypothése (Sj) que la feuille passant par x est tangente
o

a 1'hypersurface d'équation ¢(x) = p(xo) , et donc on peut trouver des

coordonnées locales (x',x",xn) avec (xo,d@(x )) = (0,0,0;0,0,1) et telles
o

que les feuilles de la base aient pour équations : x" = constante et

x = constante.
n

Ecrivons maintenant P = X + ¢ 3 X étant la projection sur

TR de H , c'est un champ tangent aux feuilles, et XV = 0 si
Y(x) = xi - lx"lz . Si nous prenons v & Hioc(ﬂfl) telle que Xv = c

(ce qui est possible puisque par dgp(xo) # 0 et par la condition (P),
X est localement résoluble), nous pouvons choisir comme solution la

fonction u(x) définie par

{.u(x) = exp(-v(x)-[1/¥(x)]) si ¥(x) >0,
u(x) =0 si W(x) <0 .
Clairement, on a u € Hioc(ﬂfl) (pourvu que s > n/2), Pu = 0 et

supp u = {x € Hﬁl/W(x) 2 0} . I1 est alors trés facile avec 1l'hypotheése
(8j) de montrer que supp u c {x C Hfj/y(x) > ?(xo)} .

% ¥*
Th.5 : comme N F est conique, pour démontrer que dim(x £ )N Fz2n,
" o’?0
- . ’z 3 "
il suffit de démontrer que dim {(x,8) €N F/lgl =1} 2 n-1 . Pour
(x_,E.)

cela nous utiliserons le

. . d . .
Lemme : soient E et F deux parties de IR ; supposons qu'il existe une

application f : E - F qui vérifie lf(x)—f(y), > Elx-yl pour un € > O
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(les valeurs absolues désignent la norme euclidienne dans Iﬁi). Alors
dim F 2 dim E .

Ce lemme se démontre facilement a 1'aide de la définition de
la dimension de Hausdorff.

Soit alors V¥ telle que §o = - dW(x ) et X CF C{XQJRH/W(X)ZW(XO)}.
Prenons x = W(x )-¥(x) et complétons le systeme de coordonnees par
(xl,...,xn_l) = x' . Définissons f : B(xo, —-) N {x = O}‘__>N Fn {lel= =1}

par f(x') = (y(x'),n(x')) comme indiqué sur le schéma ci-dessous.

/
- 4_m_:74;_mmw*9 x!'
y /4 ‘ . boule de
//Fwéy}”ﬂ rayon 1

Alors

1. £ est continue en X et f(xo) = (xo,go), si bien que pour tout

voisinage ) de (x ,€ ) il existe un voisinage @ de x dans
o’~o o

R tel que f(w) = N NF AN {|g] = 1]).

lf(xi)-f(xé)l > &%? Ixi - xé' et donc on peut appliquer le lemme :
+
pour tout voisinage () de (xo,go), dim(Q N N F N {lg, =1}) =z dim @ = n-1

d'ou finalement dim( NF2n . L'inégalité se montre de la facon

X L€ )
0’20
suivante : notons y(x') = (y'(x'),yn(x')) et N(x") = (x'—y'(x’),nn(x'));

alors

lf(Xi)-‘f(Xé)lz 2 ly'(Xi)—yl(xé)lz + lxi-y'(xi)_xé + Y'(xé)lz -
2 1 2 1 2
kﬂ;EY'(Xi)-Y'(Xé))— &é?(xi—xé)l + E-Ixi—xé' > E-Ixi-xél

Enfin, l'autre inégalité dim

_ N F £ n se montre de la
(x ,& )

kS

méme fagon en construisant des applications f : N F - R” du type considéré

dans le lemme.
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