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§ 0. INTRODUCTION

0.1 Description des résultats : Nous nous intéressons a l'équation suivante,

en dimension 3 d'espace-temps :

2 2 2
= 8 4 - 8 4 - 8 s = f(tlxIYIu) ’

Y

Ou

et 3 la propagation des singularités pour une solution u dont on suppose déja
comme une régularité minimale (u € HS, s > 3/2). Nous supposons connues les
singularités de u pour t < 0 [ou bien les singularités des traces de u et %%- en
t = 0], et cherchons a déterminer la régularité de u pour t > O.
s
Si on ne s'intéresse qu'a une régularité limitée [appartenance & H pour
s' < 2s - n/2] , le phénoméne est complétement élucidé pour les équations hyperbo-

liques non linéaires les plus générales [2].

Pour aller plus loin, nous nous limiterons a l'étude de solutions n'ayant
dans le passé que des singularités portées par un nombre fini d'hypersurfaces
Zj : u appartient a H® prés des Zj' a Hs+k en dehors, et une hypothése supplémen-
taire (u est une distribution conormale, n® 1.1) décrit ce qui se passe lorqu'on

s'approche de Zj.

Le cas de l'interaction de 2 singularités est déja connu (voir [3]).
Les singularités se croisent comme dans le cas linéaire et aucun phénoméne nou-
veau n'apparait (pour une équation semi-linéaire hyperbolique d'ordre > 2, de

nouvelles singularités apparaissent [4] ,[5]).

Nous allons étudier ici le cas générique de l'interaction de 3 ondes.
La situation peut étre décrite par le film suivant, ol on a dessiné les courbes

a t constant, portant les singularités de u.



O~

Entre 1l'instant t1 et l'instant t2, les singularités n'interagissent que

5 et t3, au moment ou

les trois singularités se sont croisées, il est né une singularité de u, se propa-

2 & 2, et rien de géométriquement visible n'apparait. Entre t

geant en ondes circulaires. La nouvelle singularité de u est moins forte que les

singularités incidentes.

Il existe d'excellentes raisons heuristiques (voir [5] )permettant de
penser que la non-apparition de la nouvelle singularité est un phénoméne rarissime.
D'autre part Rauch et Reed [9] ont donné un exemple explicite ol la nouvelle
singularité apparait. (Voir aussi [7] pour une situation voisine). Nous démontrons
ici que, dans tous les cas, u est réguliére en dehors des courbes dessinées ci-

dessus : théoréme A (n° 1.4) et A' (n° 1.7).

0.2 Les méthodes : Nous introduisons d'abord un nouveau calcul symboligque

(les opérateurs 2-micro-différentiels, dont les symboles sont singuliers &
l'origine) tout & fait analogue & celui développé par Y. Laurent [8] dans le cadre

analytique (§§ 2, 3, 4).

On peut alors introduire les opérateurs 2-micro-différentiels Z dont
le symbole est celui d'un champ de vecteurs singulier & l'origine, tangent aux
3 surfaces (dans 1'espace-temps) portent les singularités initiales, et au cdne
d'onde I' . Nous montrerons que les solutions u vérifient des conditions du genre

Zzu€H, z72u€Hu... .
i i

Un premier point est de montrer que les espaces de fonctions vérifiant

ce type de conditions sont des algébres. Cela résulte d'une "formule de Leibniz" pour



de tels Z (§ 5).

Un second point est de prouver que les fonctions vectorielles

01 = (Ziu), U2

bi-ordre inférieur (ordre (2, -1)) (§ 6).

= (Zizju).. vérifient des équations o U + RU = F ol R est de

Un troisiéme point est de montrer 1l'existence d'opérateurs inversibles
E et E' tels que E(0 + R) = DE'. Cela est fait au § 9, en utilisant une 3éme

microlocalisation sur I' , développée au § 7.

Il reste enfin a démontrer un théoréme de propagation des singularités
(Théoréme B, § 8) pour ©O puis pour O + R dans les espaces 2 et 3-microlocaux

introduits.

0.3 Extensions : Le lecteur se convaincra que les résultats précédents s'éten-
dent sans difficulté au cas ol O est remplacé par un opérateur strictement
hyperbolique d'ordre m, le terme non linéaire ne comportant que des dérivées de u

d'ordre < m-2 (voir remarque 6.2).

Le cas ol le terme non linéaire contient des dérivées d'ordre m- 1 nécessi-
te 1l'introduction d'un savoureux mélange de calcul 2-(3)-microdifférentiel et de
caleul paradifférentiels (symboles singuliers sur les conormaux & {0} et {T'}
mais a régularité limitée en dehors), les opérateurs d'ordre inférieur éliminés

au § 9 provenant aussi de la partie non linéaire.

En dimension 3 d'espace, pour l'interaction de 3 ondes, il faudra
remplacer les microlocalisations en {0} et T par celles, un peu plus délicates,
sur les conormaux de Zl n 22 n 23 et du conoide engendré. Le cas générique
de 1l'interaction de 4 ondes demandera 2 microlocalisations de plus. Et ainsi de

suite !

N.B. Nous venons de recevoir une prépublication de R. Melrose et N. Ritter
"Interaction of nonlinear progressing waves" contenant un théoréme voisin de

notre théoréme A.



§ 1. NOTATIONS ET ENONCES

1.1 Espaces de distributions conormales (cas élémentaire)

. e, - . n .
Nous désignerons par L , soit une sous-variété lisse de R , soit la
DU n
réunion de deux hypersurfaces de R se coupant transversalement (ou plus
généralement un diviseur a croisement normaux). Nous noterons éé l'algébre

[e o)
de Lie des champs de vecteurs C tangents & I , et poserons, pour k € N :

s,k S I ]
HZ’ = {u€H| Zzu€H pour Il < k}
I £
en notant Z’u =2 ...Z, u ; Z,6 € .
o *

pour s' € R par dualité et interpo-

s,s

On définit ensuite les espaces H
lation. On peut €également remplacer dans la définition les espaces de Sobolev

par les espaces de H6lder, Besov,...

1.2 Remarque : On peut, bien entendu, adopter la méme définition lorsque X
est (une sous-variété avec singularités, voire un fermé) quelconque. On obtient
des espaces qui sont des algébres pour s > n/2, mais qui sont "trop gros" en

général.

Ainsi, si ¥ =

- cC B

Zj (m =2 3) ol les Zj se coupent 2 & 2 transversale-

ment le long de A de codimension 2, la "bonne" définition des H;'k est analogue
a la précédente, mais en remplacant les Z par les opérateurs pseudo-différentiels
d'ordre 1 dont le symbole principal s'annule sur les conormaux des Zj et de A
(voir [4]). De méme, si I est réunion de 2 hypersurfaces tangentes le long de A
les "bons" espaces HS'k sont plus restreints que ceux que donnerait la définition

1.1.

1.3 Revenons & 0O = 82/8t2 - 82/8x2 - 82/8y2 dansiRB. Soit § un voisinage
ouvert de l'origine tel que Q" =9 n {t > 0} soit dans le domaine d'influence

du passé : ( Q+ +T)yn {£t>-8 c Q .onanoté I le demi-céne d'onde
rétrograde.

Soient Zl' ZZ, Z3 trois hypersurfaces lisses caractéristiques pour O
se coupant 2 & 2 transversalement dans §) , et telles que {0} = Zl n 22 n 23
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1.4 Théoréme A : Soit u € HS(Q), s > 3/2, solution a valeurs réelles de
ou = f(t[XIYIu)

oi f est une fonction Coo réelle de 4 variables réelles.

- s,k
On suppose que, dans = QN {t < 0} , on a localement u € HZ UL U
1-° 72 3
+ - 'k
avec k € N (c'est a dire : u € Hiot dans Q \{JZj 7 u € H; ou
i
'k .
u € H§ Us prés d'un point de 3%, \ U L. ou de Zi N ¢ . respectivement).
i~ %y oy g 3 ]
On a alors, dans () entier et pour tout s' < s
s'+k +
a) u € H hors de Uuz. U T
loc Jj
' +
b) u € HS ik prés de I, \ ( U . ur)
z. i . . j
i j#A i
'+ - +
c) u € H; 9.k-g prés de [\ (lJZj) avec g = Min(k, [s-n/2]).
1.5 Remarques : Le résultat est valable pour un systéme, a partie différen-

tielle diagonale O , ce qui contient le cas ol f et u sont & valeurs complexes.

On obtiendra un résultat legérement plus précis que 1l'énoncé prés de
+ I S . .
Zi n T \ {0}. on aura alors Z'u € H . St |I] < k , et si les z, sont

tangents (localement hors de O) & T et Zi

Les résultats de M. Beals [1] laissent penser que le gain de régularité

g sur [' doit étre du type Min(k,2s - Cte).

+ -
1.6 Probléme de Cauchy : On suppose cette fois que l'ona (Q +T ) n {t > 0}

- +
et (Q + TI' )N {t< 0} inclus dans . On se donne, dans le plan {t = 0} , m

courbes se coupant 2 & 2 transversalement a l'origine : Al""' Am . Par chacune

d'elles, il passe 2 surfaces caractéristiques 2_1 et 2.2 qu'on supposera lisses
J J

dans tout ) . On notera

= . t = . .
A=U AJ et % U ij

1.7 Théoréme A' : Soit u € HS(Q), s > 3/2, solution a valeurs réelles de

agu = f(tlxIYIu) .

On suppose que les traces de u sur {t = 0} vérifient



s,k du s-1,k B
u(o,x,y) € HA 5t (0,x,y) € HA @n{t =0},

ou la définition des HS'k est rappelée dans la remarque 1.2 (voir [4]).

A
On a alors dans §{ , et pour tout s' < s

a) u € HS +k localement hors de Y uUrT

b) u € H§ ik localement prés de Zi' \ ( y L uUrT )
i T (@, P

|+ -
c) u € H; 9:k-g localement prés de I'\ I , g = Min(k,[s-n/2]).

§ 2. OPERATEURS D'APLATISSEMENT ET DE PARTIE FINIE (RELATIFS A {0} ¢ ®R").

. . ..5,S S P
Nous noterons ici H ' les espaces H 'S définis en 1.1. Pour s' € N
{o}

s,s' + '~ 2 -
onau€HB'® <=M € ol pour lal < s'. On a également H® b H® 4 I x, H® L
) 1

2.1 Rappelons briévemeng (voir [6]) le principe de la décomposition de Little-
wood-Paley. Soit 1 = YP(§) + I m(2_q£) une partition de 1l'unité c , avec

o
Supp y < {l &l <2} et suppop < {0,9< €| < 2,1} . On pose, pour u € 3 (rY

(o] [ee]

u= YP(Ddu+ I m(2_qD)u =u_, + z uq .

(@] o



Il n'est pas difficile de voir que 1'on a

' S ' 2
we B 'S e 120+ 2%x)® ul ,<c  avec Zlc |® <.
q _2 q q
L

s,s' e 2

(On peut de méme définir les espaces de HSlder 2-microlocaux C , caractérisés
Sl
par 12751 + 2%1xH® uw I _ < cte).
R

2.2 Définition : Opérateur d'aplatissement Il

Soit u € 5'(155 , & support par exemple dans la boule unité. On pose

— _
TIu = ZL_ l ®(2px) (2 qD) u
OSp<g

s,s 2 _n
a) Siu€ 8’ avec s 2 0, s' 2 0, la série converge dans L (IR ) . On peut
.. s,® s,s'
écrire u= [lu+ Eu etona :Eu €H' ; Ilu € B ' et de plus
-s 2 -s+ A _A 2
P DTuer,... Ixl Du € L pour |A| <s + s'

Eu et Ilu ressemblent respectivement & la "partie principale” (négligeable de notre

point de vue) et au "reste" d'un développement limité de u.

b) Dans tous les cas Ilu est défini comme distribution prolongeable dans

Hfl\{O} . Si u appartient a g°s ,onav=1Ilu€ SP(s,s') : espace de Sobolev

a poids (attention & l'indexation inhabituelle) caractérisé par

-s+ A 2
Ix]~° DAUEL pour 0 <)\ <s + s' (si s + s' € W)
- - - 2
llp (x) u(2 Pl <C2 p(s-n/2) avec L|C |7 < o (en général).
s+s' p p
2.3 Définition : Opérateur de partie finie Pf

Soit v € ' (R" \ {0}) une distribution prolongeable. On pose

Pf v = L L 0™ %) [pEPx)vix)] .
OSpsg

L'opérateur Pf applique SP(s,s') dans g°’®



2.4 Théoréme : Dans un voisinage de l'origine, les opérateurs Il et Pf indui-

sent des isomorphismes, inverses l'un de 1l'autre, des espaces quotients :

Il
/s’ s _
g°’® / H " ] SP(s,s')/SP(s,»)
Pf
2.5 Remarques : Aprés passage au quotient, I et Pf ne dépendent plus du choix

de la fonction ¢ .

Pour s et s' assez petits, l'opérateur I est en fait inutile (les
fonctions ne sont aplaties que dans la mesure ol elles sont réguliéres) et peut
étre avantageusement remplacé dans le théoréme précédent par la restriction a

R\ {0}.

Par contre, pour s et s' assez grand, c'est Pf qui est inutile et qui
peut étre remplacé par l'injection naturelle. C'est ce que nous avons fait en
écrivant u = lu + Eu. D'aprés le principe d'incertitude, Eu
(= IZ w(2px) @(Z_qD)u avec p > q) ne peut contenir d'information sérieuse sur
u. En fait, on pourra souvent remplacer [lu par n'importe quelle fonction v plate

(i.e. dans SP(s,s')) telle que u = v(mod Hs'm).

§ 3. OPERATEURS 2-MICRODIFFERENTIELS (RELATIFS & {0} ¢ TR")

Les opérateurs pseudo-différentiels opérent sur les espaces HS’S', tandis
que les multiplications par les (bonnes) fonctions singuliéres en O opérent que
les SP(s,s'). En utilisant les isomorphismes Il et Pf, on peut donc soit faire
opérer les opérateurs pseudo-différentiels sur les espaces de Sobolev & poids,
soit faire opérer les multiplications singuliéres sur les HSS'. C'est ce second
point de vue que nous allons développer, les opérateurs 2-micro-différentiels
constitueront la plus petite algébre (raisonnable) d'opérateurs sur les HS'S’
contenant a la fois les opérateurs pseudo-différentiels et ces multiplications

singuliéres.

3.1 Paramultiplications : Soit a(x) définie dans Ifl\{O}, de classe C. , et

vérifiant pour tout )\ :

ID'a(x)| < CAIXIG_IM ) 0 € R

(exemple type : a homogéne de degré o , de classe COo hors de 0). On pose

T u = Pf (a. Iu).
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. s,s' s+a,s' - a . .
L'opérateur T applique H ' dans H ! . Si on choisit une autre
- . ss'
fontion ¢ au § 2, l'opérateur Ta est modifié par un opérateur appliquant H
s+q,,
dans H> %7 |
3.2 Remarque : Pour o > -n, on obtient le méme opérateur (& un opérateur appli-

’

s,s' s+ o e <
quant H™ ' dans H° prés) en prenant la définition de 'I‘a que nous avons donnée

dans [2]

Tu= 1[ v 2" pyal (o2 %D)u 1.

q

Pour a homogéne de degré ¢ non entier négatif, la méme définition conviendrait,

en remplacant a par sa partie finie (classique).

3.3 Symboles 2-micro-différentiels : Soit p(x,£) une fonction de classe c”
] ]
sur Iiz X IJ% . On dit que p € Z?é? (ou ™™ en abrégé) si on a

|D§ Dﬁ POGE)] S C gt Ve g Hym R A 2 ™ 18

En fait, p pourra m'étre défini que pour |E| = C et |x]||{| = C, et &tre prolongé

. - 2n
arbitrairement a R .

En particulier, on a a(x) € Z_a’u pour a homogéne de degré o , et
m
1,0

p(x,§) € g pour un symbole pseudo-différentiel classique p € S

3.4 Opérateurs 2-micro-différentiels : Soit p(x,£) € Zm,m . Les méthodes

de Coifman-Meyer (voir [6] , n® II.9) permettent de décomposer p en une série

p=2Z qk rapidement convergente de symboles réduits du type
= -3
a= I Cj(x) ¢ (2 -F)

avec ¢€C°0,Supp¢)c {0,9< 1&gl < 2371}

IPe (x)] < c 23tmm®), m'-1Bl

3 pour |x| = 27

L'opérateur Q de symbole g est alors défini par

Q=1 PEoM_ . . ¢ (277D)
j j

en notant Mc l'opérateur de multiplication par c ou, ce qui revient au méme modulo
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[ -m,

. S,s s o
un opérateur négligeable (appliquant H ' dans H ) par Qu = Z]qu

0.u = PE( ®2Prc (0 027 pyu(x))

z
P <]

la partie finie pouvant étre omise (modulo un opérateur négligeable) si 1l'espace
d'arrivée est assez régulier.
. m, - .
En adjoignant & ces opérateurs les classes Op(L ' ) des opérateurs

négligeables, on obtient le résultat suivant.

m .
3.5 Théoréme : Il existe une algébre bigraduée Op (X o1 ) d'opérateurs, et
une application o de Op(Zm'm ) dans s tels que :
v 1 - "o '
a) Op(}:m'm ) opére de %' gans B° ™S 7T
] m" -
b) 0 est surjectif de Op(Zm'm ) dans (I m / ™7 %) et son noyau est
m, -oo
Op (X ).
c) 0 est un homomorphisme pour la loi de composition habituelle des symboles.
m,,m}
Si P, €0p( 3 33y, 3 =1,2, ona
o o
P,.P.) ~v 1/a! .
0(1 5) r 1/a ag p,-D_ P,
a
m1 + m2,mi + mé -la]
le terme général de la série appartenant a z et la série

convergeant au sens habituel dans le gquotient

1] + 1] + -
gt FMyemyp Ty gy T My, m

| d) Adjoints et inverses...

3.6 La démonstration ne présente aucune difficulté théorique. Par la méthode de
Coifman-Meyer, chaque symbole est décomposé en une série double de svmboles du
type cj(x) ¢(2-j£) auxauels sont associés les opérateurs pseudo-différentiels
classiques Qj définis au n°® 3.4. Ces derniers se composent selon les formules
habituelles. T1 reste & racrouper les termes et & vérifier que les séries

convergent, ce qui est aussi facile que fastidieux (et réciproquement).

i .
microlo-

n . . !
calement en (o,go), et soit §; € R \{0}. on dit que u appartient a g°rs 2-

,s'

PP < . . . —
3.7 Définition : 2&me spectre singulier : Soit u appartenant & H

. S < - .
microlocalement en (O,QO,Q;) si on a Tau € H , ou a(x) est homogéne de degré O,



o ~
o] hors de 0, et non nulle en xo.

3.8 Remarque : Le calcul symbolique introduit ici est exactement le méme que

le calcul 2-micro-différentiel introduit par Y. Laurent [8] (dans le cas particu-

lier ol la variété involutive qu'il considére est le conormal de l'origine), aux
différences inévitables prés entre calculs de types analytique et Coo . De méme, les

difféomorphismes singuliers que nous allons introduire sont analogues a des

cas particuliers des transformations bicanoniques quantifiéesde [8].

Il est plus que vraisemblable que les deux calculs coincident (en appli-
. . . s,s’
quant les opérateurs & des 2-microfonctions provenant d'éléments de H '~ ),
et qu'ils s'accordent également & la présentation de la 2e microlocalisation

donnée par Sjdstrand [10] .

§ 4. INVARIANCE PAR DIFFEOMORPHISMES SINGULIERS ET DESINGULARISATION

4.1 Soit X un difféomorphisme COo , homogéne de degré 1, de EJI\ {0} sur 1lui-

méme (au voisinage de 0). On pose

*
X u

*
X (P)

Sl

Pf(Ilu o ¥) pour u € H°'
*

X o P o (X_l)* pourPEOp(Zm'm').

* '

1
4.2 Théoréme : X applique HS'S dans lui-méme et Op(Zm'm ) dans lui-méme.

N * m,m', .m,m'-1
Le symbole principal de Y (P) (dans ZX / L ) se déduit de celui de P

* -1 *
par la formule habituelle. Enfin, X et (¥ 1) induisent des isomorphismes

s ,®

] ' -00
inverses l'un de 1'autre de H '°® /H sur lui-méme et de Op(Zm'm )/Op(Zm' ) sur

Jui-méme.

L3 encore, on se raméne aux symboles réduits I cj(x) @(Z_JE). L'action
b 3 .

de ¥ sur cj est triviale, et on n'a & regarder l'action sur ¢(2—JD) que pour

IxI>c 279, ot X est régulier. Il reste bien sir a montrer la convergence des

séries obtenues.
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4.3 Passage aux coordonnées polaires : Indiquons briévement - nous ne

l'utiliserons pas dans la suite - comment on peut transformer des équations

2-micro-différentielles (en x, Dx) en des équations 2-microdifférentielles
(r,G,Dr,De).

. s 24z n . . .
Si V est une sous-variété de R , on peut 2-microlocaliser soit sur
*

la variété lagrangienne TV conormale a V (cas isomorphe au ﬁrécédent par
transformation canonique), soit sur la variété involutive {(x,§) € T*Hgllx € V}.
Ce dernier cas est une adaptation simple de ce que nous avons fait jusqu'ici,
avec ses opé€rateurs d'aplatissement ﬁl sur V et de partie finie, établissant des

. . s,s' - :
isomorphismes entre les H ' ad hoc et les espaces de Sobolev a poids. Par

exemple :
. p -q
Mu = Lz ©(2x") (2 "D)u (si V est définie par x' = 0)
OS ps<g
sl a‘ + ]
wer’'® = x%yer® latl pour la'l < s (si s' € N) .
On peut en particulier considérer
hﬁ n-1
R = {(rle)E]RX 3 }/[(rle)N(_rr"e)]
et O la sous-variété d'éguation r = 0, et définir les opérateurs T et P associés.

~ ~
En notant x le difféomorphisme de R - O sur If]\ {0}, 1les opérateurs

u »~»§%(Hu o X) et vvmoﬁ?(ﬁV o X_l) rendent isomorphes le calcul 2-micro-diffé-

rentiel en (x,DX) et le calcul 2-micro-différentiel en'(r,e,Dr,De).



§ 5. FORMULE DE LEIBNIZ ET APPLICATIONS

5.1 Nous supposerons dans tout ce paragraphe s > n/2 et s + s' > n/2 , auquel
)
cas HS's est une algébre. L'espace SP(s,s') s'identifie alors a un sous-espace

s,s' . -
(en fait un idéal) de H ' et la décomposition

u = Ilu + Eu
. P s,s' 1<
du n° 2.2 est l'unique (modulo SP(s,»)) écriture de u € H 'S’ comme élément de

SP(s,s') + B ' .

5.2 Champs de vecteurs singuliers : Nous désignerons ainsi un opérateur

1
7 € Op(ZO' ) dont le symbole est de la forme
(x,8) = ¥ a,(x)(&.)
g 3 Ej
avec aj(x) homogéne de degré 1, et C°° hors de l1l'origine.

Nous noterons Z l'opérateur différentiel I aj(x)Dj défini dans

n ]
R \{0}. On a ainsi, pour u € g°’s :

~ (o]
Zu = 2 Iu (mod. H' )
v . , s,s'-1
en sous entendant l'injection de SP(s,s'-1) dans H .
s,s'
5.3 Lemme : Pour u et v dans H , on a :
M(uv) = MMu. IIv + Mu.Ev + Eu. v (mod. SP(s,®))

En effet, le 2e membre appartient & SP(s,s') tandis que Eu.Ev € HS'°° et

leur somme vaut uv.

5.4 Lemme : Pour u dans Hs,s et F de classe Cm, on a
IF(u) = F(u) - F(Eu) (mod. SP(s,®))
rl
En effet, dans 1'écriture F(u) = F(Eu) + Hu.J F'(Eu + tllu)dt , 1le
. o O
premier terme appartient a B’ , et le second a SP(s,s’).
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5.5 Théoréme (Formule de Leibniz) : Soient u et v dans H ' et F de classe
- 0,0
Coo . Il existe alors des opérateurs Mj (j = 1,2,3) appartenant a Op(X ') tels
que
S,
a) Z(u.v) = u Zv + vZu + Mlu + M2v (mod. H )
s ,®
b) 2ZF(u) = F'(u).z2u + M3F'(u) (mod. H )

a) ona z(uv) = z2(fu v + IuEv + Eu llv) (Lemme 5.3). En développant le membre

de droite (E est un vrai champ de vecteurs dans nﬂ’\{o}), on obtient
-~ N A ~
Z(uv) = (2llu).v + u(zllv) + (ZEu)Mv + (ZEv)Illu

~ A -A
La fonction a(x) = ZEu est bornée, et on a |D a(x)| < Cte|x]| ~. On peut donc

poser M1 = Ta (n°® 3.1) et le résultat est démontré.
S ~t ~
b) On a zu = Zlu = Zf(u) - ZF(Eu) (Lemme 5.4)
el ~J ~J
Zu = F'(u)[2u - ZEu) + ZEu[F'(u) - F'(Eu)]
~ -~ N
Zu = F'(u)zlu + zEu.0F* (u)
Zu = F'(u)Zu + TaF'(u) avec a =ZEu
]
5.6 Remarque : Si on modifie Z par un opérateur négligeable (de 5°'% dans

s,® , S, .
H ' ), cela ne modifie que l'erreur (dans H ' ) et les opérateurs Mj (dans

Op(Zo'o)). On a donc pu admettre Zu = Z[lu dans les calculs précédents.

5.7 Algébres définies par des champs de vecteurs singuliers

< 1
Soit Z une sous-algébre de Lie de Op(ZO' ) engendrée (sur Op(ZO'O))
par 1l'identité et un nombre fini de champs de vecteurs singuliers Zl,...,Zm.

C'est-a-dire

m
M Eféq:» M=2XA, Z. +A avec A, € Op(Zo'o)
1 J 3] o J
0,0
Z.,2 = Z. + !
[ it j] ) Aijk K Aijo avec Aijk € Op(Z ) %
On désignera, pour I = (il"°°’ik)' par ZI 1'opérateur Zi ...Zi .

1 k
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s,s'
5.8 Définition : Pour k € N, on définit les espaces H ' (ké?) par
1] I 1
u€ g’ k, &) & zu€ g°’s pour |I|l < %k .

s'
5.9 Corollaire : Pour s > n/2, s+s' > n/2 , les espaces HS (k;g) sont des

co . s,s'
algébres, stables par fonctions Coo . De plus, si F est de classe C , si u € H ' (kﬁ@)

et si |1l <k, on a

zir) = L, ...z2%) (mod. ')

i<zl
ou ;f est une expression composée de fonctions non linéaires, et d'opérateurs de

Op z°° .
On a en effet Zi F (u) F'(u)ziu + MlF'(u)

Z.Z F(u) = 2, (F'(u).Z2,u) + M, Z, F'(u) + [z.,M,] F'(u)
ji j i j !

1

et les deux premiers termes du membre de droite s'expriment & 1l'aide du théoréme

5.5 a) et b).

On poursuit par récurrence. Le théoréme s'étend évidemment aux fonctions

de plusieurs variables.

5.10 Remarque : Avec les hypothéses du n° 1.6 : A réunion de courbes AjdeiRZJKME
avons défini les HZ’k par My € 5° pour |I| < k, ol les M, sont les opérateurs
pseudo-différentiels d'ordre 1 dont le symbole principal s'annule sur les

conormaux aux A et & {0} (voir [4]). On obtient les mémes espaces en demandant

que ZIu € B° pour |I|<k , ol les Z sont les champs de vecteurs singuliers

tangents aux A . On a en effet sans difficulté des décompositions :

avec les Aij et Bji dans Op(Zo'o). Ce point est important dans la démonstration

du théoréme A'.
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§ 6. COMMUTATION

Considérons la sous-algébre de Lie 35 de Op(ZO’l) engendrée par les
champs de vecteurs singuliers (n® 5.7) tangents aux Zi et au céne d'onde I' .
Nous noterons (Zj) un systéme fini de générateurs de £ . Notre objectif est de
prouver l'appartenance d'une solution u a des espaces HS’S'(k,g), et, pour cela,
de démontrer par récurrence que les fonctions & valeurs vectorielles

U, = (ztu)

[ [T1< %

. . ..s,s'
appartiennent & H .

6.1 Lemme : Ona [0,z ] =BP+ LA 2 +A  avec B, € op(Z°'°) et
o 1 1 i3 3 io i
1

2,-
Aij € Op(X ).

La démonstration de ce lemme fondamental n'est pas difficile, mais
elle utilise de maniére cruciale la souplesse du calcul 2-micro-différentiel.
Montrons-le sur l'exemple un peu simplifié de 3 ondes planes formant un triangle

équilatéral.

z

On choisit un systéme de coordonnées dans I{; dans lequel Zl' 22, 3

ont pour équations x = 0, y = 0, z = 0 respectivement.
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/ 2
On a alors g =DD + DD + DD,. Notons r = rIx , et
2 Xy y 2 z X
f= ¥ x -2 xy =0 1'équation du céne d'onde. Considérons enfin le champ de
vecteurs singulier Z = £§-DX (notation abusive pour T 2.f X DX). On a, modulo
r 1/r
des opérateurs d'ordre (2,-1) :
D f.D
[0,2] = [0 =] £ xD_ + f—-K{n,f] + —2m +D) .
! "2 X 2 2 v 2
r r r
Py 2 1 2,-1
Le premier terme équivaut a A 5 avec A = r [o, —??—] € opr ' , et le
r r
-4x DX
second vaut de méme C——fi——)(x DX + vy Dy + z DZ). Pour étudier le 3e terme, on le
r DX
décompose en L Xi(x,y,z) f —-2--(Dy + Dz), oual =} Xi est une partition de
r

[ee]
1'unité en fonctions homogénes de degré O, C hors de l'origine, a support dans

de petits cdnes de sommet O.
Si le support de X3 est contenu dans x # O, on a Xy =¥ wi avec wi

fx DX

2
r

homogéne de degré -1, c¢® hors de 0. Notre terme vaut [wi(Dy + Dz)] et

¥, (d, + D) € Op( $2h.

Si le support de Xi est contenu dans v # O (ou z # 0), on a X; Y wi'
et on écrit notre terme sous la forme

£
~—5D_D_ = Bo -afp

2
LY 2 2y

£ 4
Xi 72 X3
Y

X £ 1

avec B = ——l~2— € Op(ZO'o) et A = wi DZEOp(ZZ'-)
r

Il est remarquable que le coefficient de P dans la décomposition de
[D,Zi] est nul ou non selon les cbénes en x ol on se trouve. Un calcul analogue

s'applique aux autres générateurs de if .

6.2 Remarque : Il pourrait y avoir un nombre quelconque de surfaces caractéris-

tiques Zj, 3 &4 3 en position transversale (c'est le cas pour le probléme de Cauchy

du théoréme A'). On peut également remplacer o par un opérateur hyperbolique

d'ordre m quelconque (avec Aij € Op Zm'_l). En fait, pour expliciter un systéme
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de générateurs de Z et aémontrer le lemme, il n'y a 2-microlocalement que

deux cas non triviaux & considérer.

Le premier est la situation dans un petit voisinage conique de
Zi n Zi (le céne d'onde et les autres Zk sont en dehors) dont 1'étude est
immédiate. Le second est la situation dans un petit voisinage conique d'une géné-
ratrice de contact de Zi et d'une nappe de I, qui est simple & étudier directe-

ment (et en fait isomorphe & la situation du n° 6.1 par difféomorphisme singulier).

6.3 Remarque : On déduit immédiatement de ce qui précéde, et ce sera utilisé
au § 8, gque les UQ vérifient des éguations du type
s,s’' 2,-1
o UQ + RUQ € u’ , avec R € op(Z™" 7) ;
s,s’
Il est toutefois sans espoir d'essayer de la résoudre dans les H '~ : les

singularités en 0 du 2e membre vont donner des singularités de U sur le cbne

2
d'onde T . Une 3e microlocalisation sur ' s'impose.

§ 7. TROISIEME MICROLOCALISATION (relative & {0} < I ¢ R")

Nous désignerons par [I' une hypersurface de Igl, lisse en dehors de O,
et stable par les homothéties de centre O (ce sera dans la suite, soit le céne
d'onde, soit un hyperplan passant par 0). Nous utiliserons les notations suivantes,
suli montrent comment on pourrait définir la 3e microlocalisation dans un cadre
plus général.

/ 2
7.1 Notations do(x,i) = V1 + |£]

- ;%% désignera l'espace des champs de vecteurs dans ]Rn X CRn \ {0}) homogénes de

degré O en £ . Ces champs sont engendrés par les 3/8xj et les 1€ a/agj .
- A1 désignera la variété lagrangienne conormale & {0} dans Igl, c'est a dire

{(x,&)Ix = 0} , et 'ﬁ% 1'espace des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 1,
dont le symbole principal s'annale sur A1 .

- d1 ("distance" a Al) est défini par

1 ‘/ v
d, (x,£) = \A + T mi(x,g)2 (ici ~ V1 + I1x1% 119

ou les na sont les symboles d'un systéme de générateurs de %q..
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- Z% désignera le sous-espace de ‘Z% constitué des champs tangents a Al

n
- A2 désignera la variété lagrangienne conormale & I dans R , et %% 1'espace
des opérateurs 2-micro-différentiels (relatifs a O) d'ordre (0,1), dont le symbole

principal s'annule sur T .

- 4, ("distance" a A1 U A2") est définie par

a, (x,€) = vé + 3 mi(x,£>2

ou les m, sont les symboles principaux (d'ordre (0,1)) d'un systéme de générateurs
de ﬂé .

- ZZ désignera le sous-espace de ¢Z% consituté des champs tangents a Al et A2 .

'k
7.2 Espaces : Pour k € N, on peut redefinir les espaces H?O} du § 1 par
s,k s I s %G
H = {u € H | Mu € H pour |I|] <k et M, € 1} .

- s,s',k
Pour s, s' € R et k € N, nous définirons les espaces H{é} f
14

(i1 serait sans doute préférable de les indexer par A1 et A1 U A2) par

! s,s' I s,s'
= ’ ! < .
H{O},F {u € H{ } IMTu € H{O} pour |I|<k et Mi € M%}

P . s,s',s" . Los , .
On définit ensuite les espaces H '~ ' pour s" réel par dualité et interpolation

par exemple .

7.3 Symboles : Les symboles d'opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ordre

m sont caractérisés par

|H, ...H, p(x,E)] < Cte 4"
ll 12/ o)

pour Hi appartenant a ;%%, ce que nous noterons symboligquement par

I m
< Cte 4 .
I7€op|\ o

De méme, les symboles 2-microdifférentiels introduits au n° 3.3 sont

caractérisés par



' I ,J m+ |I] m'-|I
pezm'mm]](; ‘](21p|<Ctedo|ld1 1Tl

{0} ©

Par définition, les symboles 3-microdifférentiels sont les fonctions

2 . - fe
de classe C. dans R " (elles pourront en fait n'étre définies que pour

d = Cte, d1 = Cte, d2 =2 Cte) vérifiant les conditions suivantes .
e}
m,m',m" I 5 J LK < m+ |I|].m'+|J| . .m"-|I|-|J|
. d < d
pEZ{O}'P <=>I£o%1%2 pl Cte do d1 9
] '
7.4 Théoréme : Il existe une algébre graduée d'opérateurs Op(Zm'm o ) et des
applications (symbole principal)
m,m',m" m,m’',m" m,m',m" -1
O'm'm,,m,, : Op(Z ) » % /
telles que
. . m,m',m" -1
a) Gm,m',m“ est surjectif, de noyau Op( X )
b) o ([P ool)= o(P). 0(Q)
+ l+ 1) "+ "
m, m2,m1 m2,m1 m’
) o ([p,0D) “ {a(P), o(Q)}
c " " ’ =7
m1+m2,mi+mé,m1+m2-1 i !

" "

d) Op(Zm'm ) applique 5% '® dans H®

_m'sl_ml ,S" -m"

7.5 cas ou I' est 1l'hyperplan {x_ = 0}

Nous allons esquisser dans ce cas la comstruction de l'opérateur

=

3-microdifférentiel associé a un symbole. On a alors

T

2,,,2 2 2
d, (x,£) = \A+Ixnl e + Ixi1gl

Soit p(x,§) € g™ on a alors
a B m-|o |+ m'+lo' | - IR m" -|la'| -
oo 0,1 < clet™ BT g™ Bligup g g g g™ 10T By
pour do' dl' d2 supérieurs & une constante > 0. On pourra en outre supposer que

le symbole est nul en dehors de {|&'| < |£nl} n {lxnl < |x'|} , car dans le
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complémentaire de cet ensemble on a d1 ~ d2 et donc un symbole dans Z{O}

auquel on sait associer un opérateur.
Nous utiliserons une double décomposition de Littlewood-Paley
u~ IZ 027D 92 Iyu= I u

et on a

] " "
S,S S )S upq| < C

1
uw € H e 12%% 1+ 2%1xN% (1 + 2p|xn| + 29 x|

avec X1 |C |2 < oo,
Pgq

La méthode de Coifman-Mever, déja évoquée au n° 3.4, jointe a un
découpage du symbole en un terme & support dans {lxnllgl < 2|x|1€'"l} et un a
support dans {|x| [§'] < 2|xn||£l} conduit & écrire p comme une série rapide-
ment convergente de symboles réduits de deux types a et b

(m+m"'+m")
a

- p -p —q,
a(x,g£) = I 2 pq(X) ¢ (2 Enr 27"

ol ¢ a son support dans {0,9< [£'| < 2,1} n {0,9< | gnl < 2,1} , ou apq(x) a son

support dans {2q|x'| < C 2p|xn|} et vérifie

B N
N I N S B n

- p(m+m') jom" -P g
b(x,&) T2 2 bg®) 627 €, 27

ot bpq a son support dans {2p|xnl <cC 2q|x'|} et vérifie

' n_ B_(p-q)
By | < cx™ ™ B ,n

D
Iqu B

Pour définir les opérateurs associés & a et b, on tronque les a la
ou d2 reste borné, on multiplie par les fonctions ainsi tronquée, et (c'est
inutile pour des fonctions assez réguliére) on tronque dans l'espace des & pour
obtenir une série convergente dans 2'(153 . C'est 1l'analogue de l'utilisation de

I et Pf au § 3. Plus précisément



X (t) vaut O pour t <1 et 1 pour t > 2
P (t) vaut 1 pour {0,8 < t < 2,2} et O hors de {0,7 < t < 2,3}.

2p(m+m'+m") ~ q

Au = I3 2P ) 32 %) [x2Px).a .6 2P ,27%)ul
n n pq n

Bu = zz P (mm') am 6(2'pnn) F2™%r) [X(qu')bpq ¢(2"pDn, 279 )l

X X . - S Sl S"
Il n'est pas difficile de montrer que A et B opérent dans les H '~ '~ .

On obtient également le théoréme 7.4 (et méme le calcul symbolique asymptotique
complet dans ce cas) au terme de vérifications standard. On montre de méme

1'invariance par les difféomorphismes singuliers conservant x = 0}.

7.6 Remarque : Pour des raisons de support, on ne peut pas prendre les apq ou
bpq indépendants de p et g. On n'introduit pas d'opérateurs nouveaux dont le
symbole soit une fonction de x seul. Un exemple typique d'opérateur 3-microdiffé-

rentiel est 1'inverse de 1l'opérateur

, D 82 5 n-1 32
Xn 2 3 + IXI N —*2—
1 09x, 1 9x,
i i
7.7 Cas ou I' est quelconque : On se raméne au cas précédent par difféomor-

phisme singulier.

§ 8. REDUCTION AU THEOREME DE PROPAGATION LINEAIRE

, l,Sll

ou
, T

I . . ..S,S s,s' S sS,s
Nous écrirons ici H '~ pour H{é} , et H ' pour H{é}

I' est le cbébne d'onde, et nous noterons de maniére analogue les symboles et

opérateurs 2(3)-micro-différentiels. Le théoréme suivant sera prouvé au § 9.

8.1 Théoréme B : Considérons 1l'équation scalaire ou matricielle
oUu + RU = F

2,-1
avec R € Op( X ), et supposons que l'on ait
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s,-1/2,—1 HS-2,1/2,O

UEH F €

~

s-1/2

et U EH
loc

pour t < 0 .

€,-1/2

s- -
Alors on a UE€H au voisinage de O.

8.2 Démonstration du théoréme A

Reprenons donc les notations introduites au § 6. On désigne par
(Zj) un systéme fini de générateurs de l'ensemble des champs de vecteurs singuliers

tangents a [ et aux Zi . On note

I
u, = {z7ul 111 <2}
Nous allons démontrer par récurrence que sous les hypothéses du
théoréme A, on a la propriété 8.3 suivante pour £ < k. Les conclusions du

théoréme A en résulteront immédiatement, & 1l'exception du gain de régularité sur

r (voir remarque 8.4).
( pour tout € > 0, UR appartient a HS+1/2-€’_1/2 et vérifie
8.3 oy +RU =F ¢ gSTi/27em1/2
2 22 2
L avec RQ € Op(Zz'-l)

La propriété est vérifiée pour £ = 0. Cela résulte du théoréme 9.1

- cas - . + -€,-
pour la régularité de u. Celle de Fo résulte du fait que H® 1/2-€,-1/2 est une

algébre pour s -¢ > 3/2. Supposons donc (8.3) vérifiée au rang % .

Posons V = U . Les composantes de V sont les v, =2Z.u en notant
i+ s+1/2-¢,-1/27% * @
ua les composantes de UQ . On adoncV €H ! ! en remarquant que les Zi
o,0,1

appartiennent & Op(ZX ).

On a d'autre part .
ov, =2, ou + [0,Z ] u
ia i o it o
ov, =2%.(f - IR u) + B, ou + TA. . Z.u
ia i o o B i a i3 3 «a

d'aprés le lemme 6.1. En commutant Zi et R 8 et en remplacgant. Dua par son
a



expression, on obtient

oV + R

ga1 V€

1

2_..
avec € Op(z™' 1). Enfin, il

R
2+1 N

A\ H
entrainent € loc

Le théoréme B nous assure alors que V € H

s+1/2-¢e,-1/2,-1

pour t < 0, pourvu que

X.24

- Hs—3/2—€,1/2,0

est clair que les hypothéses du théoréme A

2+ 1 < k.

s+1/2-e ,-1/2

, et il reste,

pour obtenir 1'hypothése de récurrence (8.3) au rang (2+1) , autiliser le

corollaire 5.9 pour prouver que F

fonctions non linéaires et d'opér
+1/2-¢,-1/2
et donc que F2+1 3 1/2-e,-1/

linéaire de la démonstration.

8.4 Remarque

On sait déja que u &

I B
441 =X (x,u,...,Z2 u) oa £ est composée de

I
ateurs de Op(Zo'O) appliqués aux Z u (lI|l< 2+1),

11 est & noter que c'est 14 l'unique point non-

2s+1-
e gt n/2 prés de T\ U Zj. Pour prouver

la partie c¢) du théoréme A, on montre comme ci-dessus que l'on a
1% ' g

J

+ - -_
wu € _— 1/2-,-1/2

I
Z , ou les M

sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre

1 dont le symbole principal s'annule sur les conormaux des Zi et des Zi n Zj '

pourvu que |J| < [s-n/2] et |I| + |J| < k. La seule difficulté est de prouver que

les espaces définis pas ces conditions sont des algébres. On doit combiner pour

cela le calcul paradifférentiel et les arguments du § 5.

§ 9. DEMONSTRATION DU THEOREME B
Nous le démontrerons d'abord pour l'équation des ondes elle-méme,
N s,~-1/2,-1 _ . ,
1l'hypothése € H ' /2. étant alors inutile.
9.1 Théoréme : Soit u une distribution vérifiant
-2,1/2
ou € B ' / prés de O
u € Hs—l/2 pour t < O
loc
- 1'1 2 N
Alors on a u € H° € / prés de O, pour tout € > 0 .

On peut évidemment supposer que u a son support limité

: . . 5 1
sait alors que si 0Ou appartient & l'espace L th,

a gauche. On

HS—3/2(E3)) , on a
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s,1/2

S—1/2CR2)). Compte tenu du fait que u appartient a H microlocale-

(o]
u€ L (R_,H
t
2 2 2 . . ] .
ment pour |§]| + Inl” < |Itl” , le résultat est une conséquence immédiate des

deux lemmes suivants.

s-2,1/2 + ¢

9.2 Lemme : On a H c Ll(I%:,HS_3/2).

Soit en effet f = L f 1la décomposition de Littlewood-Paley de

p
- +
f € HS 2,1/2+€ . La norme de £ dans Ll(ﬂz ,L2) peut s'estimer par le produit de

)1/2+e )—1/2—6

la norme de (1+2° |x| fp dans L2(Iﬂ:,L2) par la norme de (1+2Px]

(o]
dans LZ(IH:,L ), d'oa le résultat.

o s-1/2
9.3 Lemme : Soitué€lL (R _,H / ) dont le spectre singulier ne rencontre pas

{T = 0}. Alors u € HS'—1/2—€

En effet, compte tenu de 1l'hypothése spectrale, on a, pour la décomposi-

o 2
tion de Littlewood-Paley de u, une estimation<ﬁalanormedeun dans L (R _,R ") par

- - - -€ 2 22
p 2 p(s=-1/2) . La norme de (1+2p X ) 1/2 up dans L (Elt,L } s'estime par le
2 -1/2-¢
produit de la noxme de u dans ﬂw(I{t,L ) par la norme de (1+2%1x1) / dans
2 © =
L (Ezt,L ).
9.4 Remarque : Le théoréme est trés vraisemblablement valable avec € = 0.

Remarquons que les démonstrations ne perdent en fait € gque sur le second indice.

Le théoréme suivant jouera un r&le clef pour ramener le théoréme B au

théoréme 9.1.

P 2,-1,1
9.5 Théoréme : On a O € Oop(Z™" "'7). Si 1l'opérateur (matriciel) R appartient
= 21_110 . . Py . . =
a Op (X ), 11 existe des opérateurs E et E' (matriciels) appartenant a
0,0 , .
Op (Z 'O) et inversibles tels que

1,-

E(@ + R) = OE' (mod Op 22’- )

. 2 2 2 2 2 2
Il est clair que x  +y 4+t (& +n - 1) s'annule sur les

. - 1
conormaux de {0} et de ' , et appartient donc & I /0,1 , d'ol le résultat sur

l'ordre de P.
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Nous allons d'abord construire la restriction commune e & la variété

caractéristique des symboles e de E et e' de E'. On prendra ensuite e un prolonge-

+0,0,0 -

ment inversible quelconque (dans ) de e , et on obtiendra e' - e par division.

Il suffit donc de résoudre les équations de transport

(HD + r) ek = fk

2 1. -
pour fk donné dans L' L-k . Cela devient trés facile si on

transforme le probléme par une transformation canonique envoyant la variété

avec e € Zo,o,—k

caractéristique sur T = 0 (on n'utilise que l'invaraince, immédiate, des classes
de symboles par transformation canonique, et non pas l'invariance-certainement
vraie, bien slr- des opérateurs 3-microdifférentiels sous l'action des opérateurs

intégraux de Fourier).

La variété lagrangienne A2 (notations du § 7) est incluse dans T = 0O,
et on a A1 n A2 B Al N{t= 0 , condition-clef pour la résolution des équations
de transport. C'est & cet endroit qu'apparait la nécessité de chercher nos
solutions u singuliéres non seulement sur A, , mais aussi sur toutes les bicaracté-

1
ristiques nulles issues de Al.

9.6 Démonstration du théoréme B On a

.

DE'U = E(o+ R)U = EF € 55 21/2/0
' ' - 2,-1,-» . PR s,-1/2,-
l'erreur provenant d'un opérateur de Op (I ) appliqué a U € H et
-2 .+ -
appartenant donc & H® 172 m. On a d'autre part E'U € Hslééz pour t < 0, et

donc, d'aprés le théoréme 9.1, on a E'U € HS“E'-l/2
0,0, s-€,-1/2

. L'opérateur E' étant inver-

sible dans Op(Z o) on a donc U € H



X.27

BIBLIOGRAPHIE

[1]
[2]
[3]}
[4]
[5]

[6]

[7]

[8]
[9]

[10]

M. BEALS : Self spreading and strength of singularities for solutions to
semilinear wave equations.

Annals of Math. 118 (1983) 187-214.

J. M. BONY : Calcul symbolique et propagation des singularités pour les
équations aux dérivées partielles non linéaires.

Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. 4éme série 14 (1981) 209-246.

J. M. BONY : Interaction des singularitiés pour les équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Sem. Goulaouic-Meyer-Schwartz 1979-80 n °22 et 1981-82 n° 2.

J. M. BONY : Propagation et interaction des singularités par les solutions
des équations aux dérivées partielles non linéaires.

Actes Cong. Intern. Varsovie 1982 (a paraitre).

R. COIFMAN et Y. MEYER : Au-deld des opérateurs pseudo-différentiels.

(Astérisque, vol. 57, 1978).

B. LASCAR : Singularités des solutions d'équations aux dérivées partielles
non linéaires.

C. R. Acad. Sc. Paris, 287 A (1978), 521-529.

Y. LAURENT : Théorie de la deuxiéme microlocalisation dans le domaine

complexe (Thése Université de Paris-Sud, 1982).

J. RAUCH and M. REED : Singularities produced by the nonlinear interaction

of three progressing waves ; examples. (preprint).

J. SJOSTRAND : Singularités analytiques microlocales.
Astérisque 95 (1982).



