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1. NOTATIONS ET ENONCES DES RESULTATS

Dans tout ce qui suit § < IJH4 est un ouvert connexe et borné.
Nous dirons que () est un domaine lipschitzien si les conditions suivantes sont
satisfaites : la frontiére V = 9Q a un nombre fini de composantes connexes et,
pour tout xO € 92 , on peut trouver un repére orthonormé dont xO est l'origine,

. . . . n
une fonction lipschitzienne ¢: R —-» R et deux nombres € > O, 1n > O tels

+
qu'en appelant Vx c Ifll le voisinage de X défini par
o
Ix'| = Viz + ...+ xéﬁ <e -n < x <n .,
1 n ! n+1
c
alors VX n Qo soit défini par xn+1 > x"'), Ix'l <ce¢ et VX n 0 par
o o
X < ex'), Ix'l <e .

Le but de ce travail est de démontrer que le probléme de Dirichlet
et le probléme de Neumann peuvent &tre résolus dans ) par la méthode usuelle du
potentiel de double couche.

Soit x € @ ; la mesure harmonique w® sur 9N est définie par
la condition que g(x) = JBQ g(y)d wx(y) si g est continue sur Q et harmonique
dans ) . Différents choix de x conduisent & des mesures wx absolument continues
les unes par rapport aux autres et les densités correspondantes sont uniformément
bornées. Le lien entre la mesure harmonique et la mesure "élément d'aire" dc

sur 9 est donné par le théoréme suivant de B.E.J. Dahlberg ([4]).

Théoréme 1 : Soit § un domaine lipschitzien. Alors la mesure harmonique w est

absolument continue par rapport & la mesure de surface ¢ sur 9f2 . La densité
d o . -
k(y) = a% est un poids de la classe A de Muckenhoupt. Plus précisément il

existe une constante C telle que, pour toute boule

A={z€ev, |z- zOI < r} oih r>0 et =z €V,
on ait

(1)



La mesure dg est absolument continue par rapport a dw.

Si ) est un domaine lipschitzien, on peut trouver deux constantes
o > O et T > O ayant les propriétés suivantes . Pour tout X € 90 , dans le
repére orthonormé servant & définir 9f comme un graphe lipschitzien, le tronc
de cdne d'équation olx'| < xn+1<'r est tout entier contenu dans § . On
désignera par F(xo) ce tronc de cbne et, si u : § —-» € est une fonction

harmonique on posera

(2) u*(xo) = sup Ju(x) |
X € F(xo)

et l'on dira que u(x) tend non tangentiellement en X_ vers une limite & si

lim u(x) = £ .
x €ET(x) x-x
o o

Le premier corollaire du théoréme de Dahlberg est un théoréme
de trace permettant de définir dans certaines conditions les valeurs au bord de

fonctions harmoniques.

* 2
Corollaire 1 : Soit u : § __5 € une fonction harmonique telle que u € L (v;do).

Alors u a des limites non tangentielles d o - presque partout sur V et l'on a

(3) wx) = | uw(y)do (y) , x € Q.
Jy

Le corollaire 2 exprime que la "valeur au bord" u(y) est arbitraire dans L2(V;d0).

2
Corollaire 2 : Soit g € L (V;do). Alors l'unique fonction harmonique u dans

%
Q telle que u € L2(V;d0) et dont g est la trace est définie par (3).

Une démonstration simplifiée du théoréme de Dahlberg a été obtenue
par D. S. Jerison et C. E. Kenig. Ces auteurs ont également obtenu des résultats

analogues pour le probléme de Neumann ([6] et [ 7]).

Désignons par n(y) le vecteur unitaire normal & 232 , orienté vers

P . N < n+
l'extérieur et par wn l'aire de la sphére unité Sn c R 1 . On pose

(4) K £ =L J =)0 £ (y)a0 (y)
w n+1
n 90 ly-x|

pour f € L2(V;d0) et x € Q.
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P . 2
Théoréme 2 : Si f € L°(V;d0), on a d0 -presque-partout

lim Ke@E) = <;—+ K) £ (x)
EETl(x, &-»x

(y = x).n(y)
n+1

1 .
o lim f(y)do (y).

on  Kf(x) = J
n €y0 J]y-xize |y-x|

De plus l'opérateur K ainsi défini est continu sur L2(V;d0).

Théoréme 3 : Pour tout domaine lipschitzien § , 1l'opérateur

(5) + K ;L2 (V;dO)_.__>L2(V;d0)

N | =

est un isomorphisme.

Si g € LZ(V;dG), alors u = <]K(%'+ K)—lg est 1l'unique solution

du probléme de Dirichlet suivant

(6) Au=0
* 2
(7) u € L (v;do)
(8) limite u =g do -presque-partout .
n.t

Pour aborder le probléme de Neumann, désignons par fo 1'unique
£ 3
fonction de L2(V;d0) telle que (%—— K )fO =0 et fodo = 1 et par Li(V;dO) le
sous-espace de L2(V;do) composé des fonctions d'intégrale nulle .

*

2 2 . .
Théoréme 4 : L'opérateur - K : L (v;do) » L (V;d0) est un isomorphisme.
Theoreme 2 Lz _operateur o o

1
2

Désignons par S l'opérateur dit "potentiel de simple couche" et
défini par

_ ___1_____ f _ -n+1
(9) Sf(x) = (n—l)uh JV Ix -yl f(y)da(y).

alors on a



s . 2 * -
Théoréme 5 : Soit g € LO(V;dO). Alors u = —S(%—- K ) 1 g est 1l'unique solution

du probléme de Neumann suivant

(1) Au = O
du .
(11) -9 presque-partout sur V muni de do
(12) J uf do =0
v 1)
* 2
(13) (Vu) € L (v;do).
L. . qu
13 encore la condition de "sécurité" (13) assure l'existence de la trace 5; v et

donne donc un sens a (11).

2. LE POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE

Nous allons résolument nous placer dans le cadre ol V est globale-
ment le graphe d'une fonction lipschitzienne @ : Ef]-a R. C'est a dire que
IV ll < M et l'on ne suppose pas que (p soit bornée. On désignera par
1'ouvert défini par t > @ (x) et 1'on se propose de démontrer, dans ce cadre, les
analogues des théorémes 3, 4 et 5. Les adaptations nécessaires au cas borné sont
de nature technique et n'apportent aucune idée nouvelle [8]. Observons qu'alors

Li(V;dO) = L2(V;d0) et que fO n'existe pas.

Nous commengons par changer légérement les notations. On désignera

- +1
par X = (x,t) les élements de R avec x € R et t € R. Alors, on a, par

exemple
(14) Y-x N(Y)do(y) = @) - 0y) - (x-y). Voly)
ly_x|n+1 2 5 n+1
[1x-vy]1° + (ox) -@(y))“] 2
si X = (x, o(x), Y = (y, ¢(y)) et si N(Y) est le vecteur normal unitaire en Y € V,
orienté vers le bas. Nous désignerons par K(g;x,y) = K(x,y) le noyau singulier par

1'un des deux membres de (14).

On a, dans ces conditions, le résultat fondamental suivant .
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Théoréme 6 : Pour toute fonction f € L2(]Rn ;dAdx) ,
(15) lim Jr K(pix,y)f(y)dy = T £ (%)
ed 0llx-yl>e @

existe presque-partout. L'opérateur ainsi défini est borné sur L (]Rrl ;dx) et

s'appelle "potentiel de double couche".

Avant d'énoncer le théoréme 7, nous avons besoin d'une nouvelle
définition. Nous écrirons, pour une suite (pj de fonctions lipschitziennes,

(pj L @ si Il V(pj Hoo < Met si (.pj (x) —.. .»@(x) au sens de la convergence

simple . (ou de la convergence sur tout compact).

Théoréme 7 : Soient q)j : ]Rn - R et (OH ]Rn - R des fonctions lipschitziennes
telles que ij @ au sens précédent. Alors pour toute fonction f € L2(]Rn; dx) ,
on a

(16) I Tgp (£) - T(p(f)”2 — > O.

j

Nous nous proposons de démontrer ces deux résultats.

Au départ, nous utilisons l'estimation suivante ([2] et [3]).

d
Lemme 1 : Soient d 2 1 un entier, A : R - R une fonction lipschitzienne et

d P U
F : R - ¢ une fonction indéfiniment dérivable. On suppose lA'l < M.

Alors l'opérateur maximal défini par

- f
(17) T,f(s) = sup IJr F(A(S;_i(t) ) s(_tz: dt|
€>0 lt-sl|=e
est borné sur L2(IR ;dt) et
(18) I £ll, < c,d,F£l,

A l'aide de cette estimation de base et de la méthode des rotations de Calderon

et Zygmund, on obtient le résultat suivant

Lemme 2 : Soit 6 : R -» R une fonction paire et indéfiniment dérivable. Soient

n
A et B: R - R deux fonctions lipschitziennes.

Considérons alors le noyau K(x,y) =

B(x) - B(y)
| x-y|

A(x) - A(y)
(19) s sy} 6

Z 1



Alors 1l'opérateur maximal défini par

(20) T, £(x) = sup I[ K(x,y)f(y)dyl

€ >0 JIx—y|>e

2 N -
est borné sur L (IRn; dx) et |l T*(f)ll2 < CIIfII2 oa C = C(M,0,n) dés que

la' <M, IB'l < m.
Ce résultat s'applique & chacun des noyaux
%~ Yk . ©(x) - ©(y)
et a
n+l1 n+l
2 2 2 2 2
[Ix-yl + (o0& - oy)’] [Ix-y1™ + (0(x) - @(y))"]

pour 1 € k < n.

3. L'EXISTENCE PRESQUE PARTOUT DU POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE

Il est bien connu qu'étant donnée une suite L:.| d'opérateurs linéaires

définis disons sur L2(]Rn) et a valeurs dans C(]Rn) , pour montrer l'existence presque

partout de lim L. f(x) , x € IRn , i1 suffit de savoir que

o>+
(21) lim L f(x) existe presque partout lorsque f € <S(]Rn)
j o> o+
et
(22) I sup ILj(f)I II2 < CIIfII2 .

i >1

Nous allons employer cette démarche dans le cas des noyaux tronqueés
X - - - -
r € > 0, K(XIY) = m( ) LD(X‘) (X‘_y) V(D(Y)n+1

KE(X,Y) = K(XIY) ﬂ |x_y|> e .

[|X-Y|2 + p(x) - q)(y))2 ]

En effet on a :

Lemme 3 _S_1 f € C:(]Rn) , on a, avec les notations précédentes
(23) lim Jr Ka(x,y)f(y)dy =

€ 0

x -

_EJ kZ T e —elp), 3
1 Ix-yln Ix -yl Byk
_ n+1 ,
2

La fonction A est définie par A(0) = O et A'(t) = (1 +t2) .




En fait (23) se démontre grédce & la formule de Green et a lieu en tout
point x o ¢ est différentiable, c'est-a-dire presque partout. Les détails ne
présentent aucune difficulté et sont laissés au lecteur.

Le lemme 3 fournit également la démonstration du théoréme 7 lorsque
f € C:(Igs . En effet la fonction A est bornée ce gqui permet d'appliquer le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue au second membre de (23). Le cas
général f € L2(If5 s'obtient gréce a "TW | £ C o C ne dépend pas de j et ou

la norme est la norme d'opérateur. J

4. LIMITES NON TANGENTIELLES DU POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE

On a le lemme suivant

n
Lemme 4 : Soient ¢: R' -5 R une fonction lipschitzienne, a €ER , a # @(a),

- s +1 .
W la surface de la sphére unité s" ¢ R et A la fonction du lemme 3. Alors on

a, §j-_ f € COOO(]RH) ’

(24) % [ 2o = lo=y). YW ry) qy = 2 sign(a- )l -
R

n+1

1
2 2 2L 2
[ly-al" + (ply) - a) ]

L'intégrale figurant au second membre de (24) est une fonction continue de

n+1 , . , s
(asa) € R . Pour le voir, il suffit de découper cette intégrale en |y-o| < §
(partie dont la contribution ne dépasse pas C§ ) et en |y- o] > § (partie que

l'on traite a l1l'aide du théoréme de convergence dominée de Lebesgue).

Désignons par JCfKa,a) le premier membre de (24), par F(xo) le céne
a - @(xo) > M'|g - xol ou M'>M2= |V II°° et montrons, pour toute fonction
2
feEL (Igw , l'existence de lim j(f(a,a).

{(oc,a) € T(x)

a - w(xo)

L3 encore il suffit de vérifier cette existence lorsque f est réguliére et

de prouver l'estimation maximale. A savoir :



[ sup [ He(o,a) 11 < cm,M' £l
(a,a) € T(x) L (dx) 2

Cette estimation maximale s'obtient par des remarques géométriques. Si € = a - w(xo),
un calcul facile donne

a - @y) - (a-y). Vip(y)
(25) n+1

[la —yl2 + (a- q)(y))2] 2

= + ’
K(xo,y) 1 Ixo—yl>€ Re(xo y)

ol
ex ) - oly) - (x_-y). Voly)
o o
K(x_,y) =
° 2 2
[lxo-yl + ((D(XO) - (y)) 7]
eton IR (x ,m)l<ce ™ silx -yl<e, IR (x, )< celx -yl " si
€ o o ! € o o
mo—y|>g .
f ~n-1 * . X
On sait que € Ix - vyl [£(y)ldy < Cnf (xo) ou f

i -
Ixo vl=2e

est la fonction maximale de Hardy et Littlewood de f et l'on a donc

£ 3
(26) sup 1Xf@,a)l < K f(x) + Cf (x)
(a,a) € T'(x)
ol
K f(x) = sup I{ K(x,y)£(y)dy |
€ >0 |lx-vyl=¢

et K est défini par (25).

Nous pouvons conclure

Lemme 5 : Le potentiel de double couche est défini si X ¢ V par
1 Y-X
KEX) = m J — @+l - N(Y) £(Y)do (Y) et 1l'on a, presque partout sur V

n vV Y -X]|



[ Y - X

(27) lim.n.t. Kex) = + & £(X) + v.p. ] 2

N(Y)£(Y)do(Y).

2 n+1

X >X €V Viy-x |
@] (@]

On rappelle que N(Y) est le vecteur normal en Y & V, dirigé vers l'extérieur de {
(c'est-a-dire vers le bas) et le signe + dans le second membre de (27) est celui

de t- @(x) guand X = (x,t).

5. LE POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE ET SON GRADIENT

Si n 2 3, le potentiel de simple couche de f € L2(V;d0) est défini dans

+
r" 1 \V par

(28) SE(X) = - S S |x-Y|"n+1 £(Y) do (Y) .
n-1Dw ],

En dimension 3 (n = 2), cette intégrale diverge. Pour la rendre convergente, on fixe
XO € V et 1'on remplace le noyau |X- YI_n+1 par |X - YI--n+1 —IXo - YI-n+1
Seules interviendront dans la suite les dérivées partielles de Sf(X) et le choix de
Xo n'a aucune importance.

On a, si X = (x,t) € vV,

-Y
(29) vse) - — | XY fivya0 (v)
W J n+1
n ‘v |X - Y|
Lemme 6 : On a, avec les notations précédentes
1 -
(30) lim n.t. VSf(X) = ¢ E-f(XO)N(XO) +
X - X €V
o
X -Y
1 f o
m v.p. J 1 f(y)do (y) .
n \Y

X -Y
1%, - ¥|

L'égalité (30) et l'existence de la valeur principale sont assurées presque partout

et

—

(31) I sup IV sEx)| |l < clfll .

2 2
X € T(x) L~ (dx) L (dx)
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Pour démontrer ces résultats, on emploie la méthode canonique. On commence par
vérifier 1'inégalité maximale (31) et il suffit ensuite d'assurer (30) lorsque
f € C:(IJH ce qui permet d'intégrer par parties et de diminuer la singularité
du noyau.

Pour démontrer (31), on pose XO = (xo, w(xo)), X € F(xo), Y = (y, ©(y))

€ =|X - XOI et 1'on remarque simplement que dans ces conditions
X -Y
X-Y o
= + R (X ,Y)
n+1 n+1 o
IX - vl 1x_- ¥l Ix_-vi>e ©

|-n—1

-n
ol |R€(X,Y)| < Cce et |R€(X,Y)I< celxo— Y
On conclut comme pour (26).

2 - .
L'existence de la limite non tangentielle lorsque f € L™ (V;d0) s'établit

- ™
comme suit. On pose cos O(y) = (1 + lV(p(y)|2) 1/2, - %{'< B (y) < 5 et 1'on
définit les vecteurs TI(Y)""'Tn(Y)' tangents en Y a V,par
)
T, (Y) = (cos 0 (y),0,...,0,cos B(y) — )
1 9y,
oQ
T (Y) = (0,...,0,cosb (y),cos O(y) =)
n oy
n
tandis que le vecteur normal unitaire N(Y) est défini par
N(Y) = (cos 6<@£ y-..,COS G-QQ , — cos 0 ).
9 dy
1 n
On remarque que les longueurs de ces vecteurs appartiennent & [ 1 , 11 si
1+M

. , -1 . . . .
Il Vep IIoo < M. Leur déterminant vaut (- cos 6 )n . Ce déterminant est uniformément

minoré, en module.

* *
Désignons par (Tl,...,Tn,N) la base duale de (Tl""'Tn'N)' C'est-a-dire que

n
pour tout 2 € R ' on a :

% *
Z=(Z.T)T, + ...+ (Z.T )T + (Z.N)N .
171 n' n
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. X-Y

Nous appliquerons cette décomposition a et remarquons simplement que les

n+
X-Y !

© n
vecteurs Tj(Y) sont des fonctions mesurables et uniformément bornées (dans L (R )) .

. - . 2, n .
Ces vecteurs seront incorporés dans la fonction £ € L" (IR) & laquelle l'opérateur
%
est appliqué. Nous pouvons donc ignorer les Tj et remplacer tout simplement

—_— X- * ~ X-Y
: Yn+1 par K. (X,Y) =~ X-¥ 1 - T. oupar K(X,Y) = —————— .N(Y).
X-Y J X-Y ] X-Y

Un calcul simple donne

(32) K. (X,Y)ao(y) = —, {=— Ix - vl~
j n- v

et cette identité est la raison d'étre de la définition des vecteurs Tj'
D'autre part —%(X,Y)dO(Y) est le noyau du potentiel de double couche.
Enfin le lemme 2 fournit la continuité sur Lz(mp;dx) de 1l'opérateur
maximal associé & K, et ?(J
o

Si g € CO(IJ]), on a, pour X ¢ v,

1 -n+1 3g
K, (X,Y)g(y)do(¥) = - ——— J Ix - Yl == dy
JV 3 wn(n 1) Igl oy

3

et cette intégrale converge non tangentiellement en tout point XO € V grdce au théoréme
de convergence dominée de Lebesgue. Elle contribue & la valeur principale qui

apparait dans le second membre de (30) tandis que le terme de saut vient du potentiel
de double couche } g(X,Y)g(y)d(j(Y). Les détails ne présentent aucune difficulté

et sont laissés au Yecteur.

Dans le résultat qui suit, nous commettrons l'abus de langage suivant

Définition 1 : Soit K : L2(V ;do) - L2(V;d0) 1l'opérateur défini par le noyau
Y- X). , * .
V.p. é- ( X) iii) do (Y) = K(X,Y). Nous désignerons par K l'adjoint de
n ly - x|

cet opérateur K.

On a alors le résultat suivant qui sera essentiel dans 1l'étude des

opérateurs % K .
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Proposition 1 : Avec les notations précédentes, on a pour toute fonction

f € L2(V) et pour presque tout X € V

*
(33) lim n.t. VSE(Y).N(X) = # %f(x) + K £(X)
Y =» X

oll le signe est - si Y = (y,t), X = (x, @(x)) et t - ©(x) > M'|x-yl| et le signe

est + si, avec les mémes notations t- @(x) < - M'|x-vyl.

Il s'agit d'une simple corollaire du lemme 6. En effet, on remarque que
1'opérateur

X-Y

Tl £(y)d o (Y)

1
— V.p. J N(X) .
w v

n Ix - Yl

est la limite (forte) des opérateurs définis par les noyaux tronqués

X-Y

Le(X,Y) = %~ N(X) . (X = (x, (x)) et Y = (y, 9o(y)) appartiennent

1
n+1 -yl =
n Ix - Yl lx-yl=e

av).

Finalement le noyau de 1l'opérateur L: est i;(Y,X) si le noyau de L€ est
L€(X,Y). Cette remarque termine la preuve de la proposition 1.

On peut reformuler (33) en désignant par Q+ l'ouvert situé au-dessus des
graphes de ¢ (et Q_ celui en dessous) et en appelant N:(X), X € V, le vecteur
normal unitaire au graphe de (p dirigé vers l'extérieur du domaine Qt . On a, dans
ces conditions
(34) f € Lz(v;dm) et u = S(f)::;%§;= (- é—t K*) £ .

Ceci en convenant que la dérivée normale en question est définie par le procédé

de la limite non tangentielle des gradients dans les cdnes d'approche non tangentielle.

6. L'INEGALITE DE PAYNE ET WEINBERGER

2
On reprend les notations précédentes. On suppose £ € L (V;d0), u = S(f) et
< . . < o2
l'on étudie le gradient de u, Vu, que l1l'on décompose en Vtu + %5- ﬁ; . On
x
appellera ?tu le gradient tangentiel.

Avec ces notations, on a (si u = S(f) et £ € L2(V;d0)):



Proposition 2

(35) Jf IV ul? X} oo = Jf )2 F a0+ 2 Jf v g2
\Y \Y t Y *

do

La démonstration de ce résultat se décompose en deux étapes. On commence par

[ee] ——
1l'établir lorsque V est remplacé par le bord OB d'un domaine C B tel que B

soit contenu dans Q+ ou Q_ ; alors ﬁ'désignera la normale extérieure & 9B

etc. En suite on approche l'ouvert {! par une suite croissante B, d'ouverts
> _—> au —> R J~

réguliers. Dans le cas régulier, Vtu = Vu - (gﬁd N raméne (35) a

[

|V Izﬁ’do 2
u —1
OB JBB oN

n
Cela revient & prouver que, pour tout a € R fixé,

—_— —>
Jr {IVulz?l’.—é’— Z(Vu.;)(vu.n)} doc =0
OB
— > —_ >
ou encore que div {|Vu!22'— 2( Vu.gs Vul= -2( Vu.a) Au = O.Ceci caractérise en fait

les fonctions harmoniques.

Pour passer au cas général, on commence par supposer que £ a un support

compact. Alors |Vsf(x)| = ollxl™) & 1'infini.

oo
On appelle wj € ¢ (R") une suite telle que mj(x) > @ (x), wj(x) - @ (x)
uniformément sur tout compact et HVLDj”oo < M', VCDj(x) - V @ (x) presque-
partout. On désigne par Bj une suite croissante de domaines réguliers ayant les
propriétés suivantes
(36) Bj est contenu dans y = (Dj(x)
(37) 3Bj =g . UF, ou Ej = {y = tpj(x) , IxI< 31 et on
ch{lx | > 5-101}

(38) la surface totale de Fj ne dépasse pas Cjn .

Le lemme 7 et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entrainent
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[ vu?y a0 — [ 1vu?Ta
Jg e ) ly ¢
J

(j » + » ) et de méme pour les autres termes.

Par ailleurs VSf(X) = O(le—n) implique que J IVSf(X)Ide————a-O
F

avec j—l. La proposition est prouvée dans le cas particulger od f a un support
compact.

Pour passer au cas général, il suffit d'observer que, grdce au lemme 2, les
deux membres de (35) sont des formes quadratiques continues sur L2(V;d0). Puisqu'elles

coincident sur une partie dense, elles sont identiques.

* b
Corollaire 1 : Les trois normes H(%—+ K")fll2 , IIC% - K )ﬂi2 et IIVtSfII2

sont équivalentes sur L2(V;dc9.

En effet, on part de (35) et 1l'on fait le produit scalaire avec

(0,0,...,0,-1). On a

N, (X).(0,0,...,0,-1) = cos 6 (X) € [ . 11 .

1 +M

Si bien que (35) et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent

2 2 ou , 2 ou
< == e
IIVtuH2 < VI + M | aNle + 2 IIVtuII2 Il BNJIZ )

et également

ou,2 2 2 du
—_— < —_— .
II H2 VI o+ M7 HVtUH2 + 2IIVtuII2 "3N"2)

BNi
On appelle C(M) la constante V1 + M2 + Vé + M2 + V1 + M2 et 1l'on a
u
< flad
I vul, <con g, et
+
ou

=1, < c(M) IIVtuII2 .

BN:t 2

%
Ceci montre que les normes H(%wtK )fll2 sont équivalentes a HVtSfH2
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* *
Corollaire 2 : Les trois normes [l(%‘+ K )fII2 ' H(%-— K )fII2 g_f:_llfll2 sont

équivalentes sur L2(V;d0). On a d'une part H(%:tK*)fH2 < C”fII2 grdce & la continuité

*
de K . En sens inverse on a

NEl, < 1+ Ky L e
f 2 < (2 + K 9fh2 + H(E-— K ) 5 .

et 1'on utilise alors le corollaire 1.

7. LE SCHEMA HILBERTIEN ET SON APPLICATION

Lemme 7 : Soient Tj : H>Het T : H > H des opérateurs linéaires continus sur

un espace de Hilbert. On suppose qu'il existe deux constantes C > § > 0 telles que

(39) S Ihxll < HTj(x)H < clixll
et que
(40)
* *
lim T, (x) - T (x)I =0 pour tout x € H .
j =+ ]

Alors si les Tj sont des isomorphismes, T est surjective.

Remarquons d'abord qu'il est possible de construire des isomorphismes
isométriques Tj qui tendent fortement vers une isométrie non surjective. Par exemple,
,xj+1,...) avec H = Rz(lﬂ . Alors
(O,xl,...,xj,...).

ye oo X,

on pose T.(X,,...,X.,...) = (X.,X
P it 3 3 j-1
) o=

1
. (x) - s(x) = 0 Ol S(X, yeee,X, 70
3 2 1 3

La preuve du lemme est par ailleurs facile et laissée au lecteur.
. P n
Pour appliquer le schéma hilbertien, on désigne par @Y : R — IR une
n .
fonction lipschitzienne arbitraire et par wj € CZ(II) une suite de fonctions
vérifiant

”V(Dj”aJ <c et mj(x) > ©(x)

. - n
uniformément sur tout compact de R .
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*

Appelons Tj l'opérateur - %-+ Kj ou Kj est défini par le noyau K(wj;x,y)

du théoréme.

* * ) 2, n
Alors le théoréme 7 donne |IT.£f - T fH2 -» O pour toute fonction f € L™ (R ;dx).
Montrons d'abord que chaque Tj est un isomorphisme. Le corollaire 2 donne (39).
*
D'autre part, on remplace wj par ij , 0 < XA <1, et au lieu de Tj , on obtient
*
Tj 2 pour lequel on a encore (39). Finalement le théoréme 7 montre que l'application
14

. *
de [0,1] dans ;ﬂ(Lz(I§5 , LZ(IJB) qui & A associe T, est continue. On peut

3.

donc appliquer le théoréme de 1l'indice et les Tj 2 sont des isomorphismes.
sk ’
L'opérateur - 1-+ K est surjectif. Le corollaire 2 montre que cet opérateur

est un isomorphisme de Lz(lfl).

~ - . i1 . 1 * . -
La méme démonstration s'applique & §-+ K . Finalement les deux opérateurs

t%-+ K sont également des isomorphismes.
Les théorémes 3 et 5 (du cas ouvert non borné) sont alors évidents. Rappelons

que dans le cas du théoréme 5, les contraintes du cas borné disparaissent.
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