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Nous présentons ici un travail en collaboration avec L. Rothschild. Il
s'agit, en particulier dans le cas des opérateurs invariants & gauche sur certains
groupes de Lie de rang 2, d'une extension du théoréme de G. Métivier [10] .

Nous obtenons entre autre une caractérisation de 1'hypoellipticité analytique des
opérateurs invariants a gauche sur le groupe d'Heisenberg, elliptiques dans

les directions génératrices, méme s'ils ne sont pas homogénes . Dans ce dernier
cas, l'hypoellipticité analytique d'un exemple particulier a été montrée par

E. M. Stein [18] ; ce travail a inspiré le nétre. Nous utilisons aussi des idées
de Gruéin.

I. INTRODUCTION

Les opérateurs transversalement elliptiques sont des opérateurs pseudo-

n
différentiels classiques (sur un ouvert < R ) de symbole

(1.1) p(x,E) ~ pm(x,g) + pm_l(x,g) + ...
pm_j(x,g) homogéne de degré m-j ,

tels que :

; P -1 . P
i) l'ensemble caractéristique I = pnl(O) soit une sous-variété lisse de
*
T Q\{o} ,

ii) pm s'annule exactement & l'ordre k (k entier) sur I ,

iii) pm—j s'annule & l'ordre k - 2j sur Y pour j < k/2.

Ces opérateurs ont été étudiés dans de nombreux travaux depuis Boutet de
Monvel [1], Sjostrand [15] et autres. Un exemple important est le laplacien de
Kohn Db sur une hypersurface réelle de Cn . Cette classe intervient aussi naturelle-
ment dans 1'étude de 1'hypoellipticité des opérateurs invariants & gauche sur
les groupes de Lie nilpotents (voir par exemple Helffer-Nourrigat [6] et la partie 3

ci-dessous).

La condition iii) s'introduit naturellement si on considére le fait suivant

(voir [2] § 5). Soit 1'opérateur différentiel & coefficients séries formelles de T :
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lakB | +23 & Ds

o _ 1 9 a3 B
(1-2) Oxlg (P) = j%g:B aT—ET (BX) (ag) pm_j(xlg)T

Si on note Oz E(P) le coefficient de Tk
(1.3) of () - > J%E- g; “(%g 8 pm_j(x,a)yo‘ns’
! |oHBI +23=k e

la condition iii) dit que en tout point (x,§) € X

dw (P) = ok (P) Tk (mod Tk+1).
X:E xlg

oo oo} (oo}
Notons d'autre part que de la formule de Leibnitz 0 (P o Q) =0 (P) o 0 (Q) on
obtient si Q est caractéristique d'ordre k' :
k+k' k

kl
x,E (PeQ) = © (P) » %QEQ)-

(1.4) o x,E

Rappelons pour mémoire que d'aprés le théoréme 5.21 de [2] P est hypoellip-
k _ n
tique avec perte de k/2 dérivées si et seulement si ox g(P) opérant dans :f(Ry)
14

est inversible & gauche pour tout (x,E) € L .

Considérons maintenant la situation analytique. On suppose que P est un

opérateur pseudodifférentiel analytique, I réelle analytique. On peut énoncer :

Théoréme (Métivier [10]) : Soit P un opérateur pseudodifférentiel analytique

a4 caractéristique k-uples et transversalement elliptique sur X . Soit (xo,Eo) €.

Siipposons  :
(1.5) L symplectique (au voisinage de (xo,Eo))
k . , . n
(1.6) o] (P) inversible a gauche dans SR ).
xo'go Y

Alors P est microlocalement hypoelliptique analytique dans un voisinage

Lde (XO,EO).
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Rappelons que Tréves [20] et Tartakoff [19] avaient montré des versions
moins générales de ce résultat et que Tartakoff en a écrit une autre démonstra-
tion (voir ce séminaire, année 1980-81). La preuve de Métivier consiste & construire
une paramétrixe microlocale pour P sous la forme d'un opérateur pseudodifférentiel

analytique de type (p,8) = ( ).

22
N
Rappelons que Métivier [10] dit qu'un symbole a(x,0), x € Q € R
g € R’ est analytique de degré U et de type (1/2,1/2) si a s'étend holomorphi-
~ ~
quement a un voisinage complexe ) de §! et telle que pour tout K cc ) il existe

c>0

VaENn,VxEK,veean, |61 > clal '

/2

1
lal+1 / - lal/2 eCIImXI 161

(1.5) 18%a,0) 1 < ¢ antZarent
Pour les détails et les propriétés d'analyticité des opérateurs associés a ces

symboles, voir [10].III.

L'hypothése (1.5) est justifiée par les résultats de non hypoellipticité
analytique de Métivier [11]. En particulier si par (xo,go) passe une sous-variété

' de I telle que

4
VpET FPI=T72 N (T X)
p p p
ol l'orthogonalité est prise par rapport & la forme symplectique, alors P (supposé
a caractéristiques doubles) n'est pas hypoelliptique analytique en (xo,So). Dans ces
cas il y a aussi des phénoménes de propagation des singularités : voir Bony-Schapira,

Sj8strand, Grigis-Schapira-Sjdstrand , [16] ch. 14 pour les références.

Cependant Sjdstrand [16] a montré 1'hypoellipticité analytique de certains
opérateurs & caractéristiques doubles pour lesquels (1.6) est vérifiée mais (1.5)
n'est pas vraie.

Ici nous nous intéressons au probléme de 1l'hypoellipticité analytique de P
quand (1.5) est satisfaite mais (1.6) ne l'est pas. Alors que les résultats de
[11] , [16] ch. 14, [17] dépendent surtout de la nature symplectique de I et donc
du symbole principal de P, nos résultats font intervenir les termes d'ordre

e k . . k
inférieur et pas seulement ceux d'ordre 2m- = qui apparaissent dans ] (P).

2 (xo,go)

Dans un cas particulier nous obtenons un critére d'hypoellipticité analytique.
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2. RESULTATS

a) Le cas général et le cas simplifié

Il est trés classique qu'on peut trouver localement des coordonnées

symplectiques (t,y;T,n) telles que I soit définie par les équations

(2.1) t=1T =0 t = (tl""'tn ), T = (Tl,...,Tn ).
1 1
En utilisant un opérateur intégral de Fourier associé & cette transfor-
mation canonique on peut donc se ramener au cas ou P = Ht,y,Dt,Dy) au voisinage

x I -Pnz

de (O,yo;o,no) €T E%}y .

En développant le symbole total de P en série de Taylor & partir de X

et en regroupant les termes par quasihomogéneité relative aux dilatations

(2.2) roeys o o= Y205, A%, )
on écrit le symbole de P
(2.3) P ~ 9° + Q>1 + ...

) o_B
i_ E 0 ,0,9 B . t' T

] 1
25+ lal +1Bl = k+i m at B!

. n
On note £Pty‘n) 1'opérateur différentiel & coefficients polynomiaux sur nﬂ: dépen-
dant des paramétres (y,n) € , qui a pour symbole .9}(t,y,T,n). L'idée de

considérer (y,n) comme paramétre et de travailler en (t,Dt) remonte au moins a
Grudinl[4].

e o . k

En fait @p(y,n) peut étre considéré comme 1l'opérateur ¢

(o,yio,n)
variables qui n'apparaissent pas dans

(P) opérant

sur les fonctions indépendantes des n

(y,n)

2
1l'expression de Ok(P). Donc 1l'hypothése (1.6) est équivalente a l'inversibilité
a gauche de EP?Y n et celle-ci est équivalente a l'injectivité dans tf(EJl) car
’
£P?y . est globalement elliptique (voir § 2.b).
r’
L'idée est de considérer la somme

© .

(2.5) Pym = ¢ &

comme une perturbation de s?p(y,n) . Méme si les EPi(y,n) sont de degré k-+i
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(degré total en t, Dt)' qui augmente avec i, leurs coefficients sont aprés le

changement de variable t - tlnll/2 homogénes de degré m- k/2-i/2 décroissant avec

i. Ceci est apparent si on pose :

-1/2 -1 1/2
(2.6) z = |nl / i w=1Inl n ;t'=|n|/t=zt.
La somme (2.5) se réécrit
[e o]
2- . T— .
(2.7) 22" Py = oz o2t . a;B(y,w)t'aDi,)
i=o lajHBl < k+i

i - s
Les coefficients aaB (y,w) peuvent se prolonger dans un méme voisinage complexe

avec des majorations

i +i+ .
(2.8) lal | < cloFBI+i+L gy 3)1/2
af
(la constante indépendante de a,B,i).
Dans la suite nous allons faire les
Hypothéses simplificatrices
(2.9) Nous supposons que le symbole de P est indépendant de la variable

d'espace y : P = P(t'Dt’Dy)
(2.10) Nous supposons que gﬂ(n) est de degré k-1i et non k+1i en (t,Dt) ;
donc gﬁ(n) =0 (i 2k).

Ce cas sera suffisant pour l'application que nous avons en vue. L'avantage
de (2.10) est de pouvoir considérer Pm) = P(t,Dt,n) comme une perturbation

-1/2
compacte de £Po(no)quand z = In| v/ et Iw-wol = In/Inl - no/lno || sont petits.

Gréace a (2.9) les calculs sont simplifiés et on peut avoir un critére explicite

comme dans le cas des coefficients constants.

Le cas simplifié s'écrit donc :

k .
(2.11) P(t,D, D) = I ( > Chpes )t“DE)
Y i=o loBI<k-i Y
i . L . k+i  lal-I81|
avec aaB symbole analytique homogéne de degré m - 5+ > et or notera

g)(n) = P(t,Dt,n) 1'opérateur différentiel sur :f(lR:)
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b) Rappel sur les opé€rateurs a(t,Dt) globalement elliptiques

On considére la classe des opérateurs différentiels & coefficients

. n
polynomiaux sur IR

(2.12) A=a(t,D) = : 3 tOLDE ag€ €
loHBl <m

qui ont la propriété d'ellipticité "globale"

(2.13) 2 ; a 8 taTB #0 0 # (t,T) € IRE x:mp.
logl = m ¢ t

Ils ont été beaucoup étudiés par, entre autres, Grufin [4] , sjbstrand

[15], Tréves [20] , Métivier [10], Hormander [7] , Melin [8].

Il est facile de voir par une construction de paramétrixe que

n n ‘ . . .
A : Hm(Ii) - L2(Il) , ou Hmést le domaine de A est & indice. L'indice est nul

si la dimension de 1l'espace, n, est supérieure & 1 (ce qui ne serait plus vrai si
on considerait des systémes n Xn) et est égal pour n = 1 au "winding number" de
1'application

(2.14) (t,T) € ]R2\O —_— Z a8 £ TB € &\ {o}.
g =m &

Si h(t) est une fonction propre de A, par exemple un élément du noyau, elle

n
appartient non seulement & 1l'espace de Schwartz ‘f(nz) mais de plus elle peut

- . . s n . . A
s'étendre en une fonction entiére sur € et il existe des constantes positives € ,

Cyv c2 telle que pour t € ¢

(2.15) ItaDEh(t)I < c |oHBI +1 ) 5yy1/2

2 2
1 exp(-e|Re t| = + C2IIm t] )

A
et la transformée de Fourier h a les mémes propriétés.

Si A est inversible dans ‘f(Rz), son inverse B est un opérateur pseudo-
différentiel dont le symbole b(t,T) est dans S;Z szn)

. . s 2n
en une fonction entiére sur ¢
17

(voir[2]) et peut s'étendre

avec les estimées

(2.16) |D% DE b(t,T)] < Cldﬂ8|+1(a!B!)l/zexpC(IIm t|2 + IImT12).
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Il en est de méme pour les pseudoinverses de A. Soit E, un sous-espace de

1
dimension finie de ‘5 GJ“ tel que ker A C E1 et soit E2 = A(Ef))* , l'orthogona-
lité étant prise dans L2(Rn). Soit BE l'opérateur qui inverse A : Ef - E; et qui
est nul sur E2. Alors le symbole de Bé vérifie l'estimation (2.16).

1

Par les méthodes standards de stabilité et de perturbation on montre que
si les coefficients de A dépendent analytiquement d'un paramétre et si A est
inversible l'inverse B et notamment son symbole b dépendent analytiquement du
paramétre. On a la méme chose pour la projection sur un espace propre correspondant

a4 un paquet isolé de valeurs propres et les pseudoinverses .

c) Les énoncés

Soit P = P(t,Dt,Dy) de la forme (2.11) et transversalement elliptique
sur t = T = O.

Si P est autoadjoint, ﬂﬁn) et tous les EPi(n) le sont. De plus &(n) est
globalement elliptique et a un spectre discret. On le considére comme un perturbé

de S?O(n) dont les valeurs propres sont homogénes de degré m-k/2 en n .

Définition (2.16) : Soit n, # 0 tel que Ep%no) ne soit pas inversible. On

appelle petites valeurs propres de & (n) prés de no les perturbées

(quand z = |n|_1/:2 et Iuh-mol = In/Inl- no/lnollsont petits) de la valeur propre

o
0 de & (no).

Le lecteur scrupul€ux rectifira de lui méme tous les abus de langage de
la définition.
Les petites valeurs propres sont donc celles qui vérifient

-m+k/2

lim Inl A(n) =0

Inf>e
w=>Ww
o

Leur nombre est égal & la multiplicité r de la valeur propre O de 1'opérateur
o

& (rlo). Leur produit est un symbole analytique semi-classique en n (défini

dans un voisinage conique de no et au voisinage de 1'infini). On notera

d <(m--k/2)r le vrai degré de ce symbole.
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Théoréme (2.17) : Supposons P(t,D

/D ) comme ci-dessus et de plus autoadjoint.
ty

Les assertions suivantes sont équivalentes

i) P est microlocalement hypoelliptique analytique en (0,0;O,no)
ii) 1le produit des petites valeurs propres de GRn) est un symbole elliptique

prés de N,

iii) de >0, c>o0 tel que g%n) soit inversible dans le domaine complexe

n
2
: neec o Inl>c, In/Inl - n/in Il <€

Remarque (2.18) : Si P vérifie les assertions du théoréme (2.17) il est aussi

hypoelliptique ¢’ avecune perte supérieure a -]25 dérivées (% 4 (m- 125) foa).

Dans [3] on a aussi des résultats dans le cas P non autoadjoint (particu-
liérement si @ (n) est d'indice nul. Le cas homogéne est traité dans Gru¥in [4].

Le théoréme (2.17) s'obtient a partir du théoréme de résuction suivant.
Soit M(n) la "matrice " de la restriction de gwn) = El(n)_q.Ez(n) ol El(n) et

*
Ez(n) sont les perturbés des noyaux de P*Q et P . respectivement.

Théoréme (2.19) : Soit P de la forme (2.11);, on a 1l'équivalence

i) P est hypoelliptique analytique en (0,0;0, no)
ii) Le systéme M(Dy) est hypoelliptique analytique en (O;no)

Le théoréme (2.18) est donc & rapprocher des résultats pour les opérateurs
a coefficients constants. Dans [12] Petrowsky a montré qu'un opérateur différentiel
P(D) & coefficients constants est hypoelliptique si et seulement si il est ellipti-

que. Ce résultat s'étend ainsi :

Théoréme 2.20 : Soit P(Dy) un opérateur pseudodifférentiel & coefficients constants.
On a 1l'équivalence entre
i) P est microlocalement hypoelliptique analytique en (O,no)
ii) P est elliptique en (O,no)
iii) 3€ >0, C>O0 tel que le symbole p(n) soit non nul dans le domaine
complexe
n

. 2 .
neet , Inl<c , In/Inl - no/ Inoll < e

Pour 1l'étude des systémes carrés il suffit de considérer le déterminant pour avoir

un théoréme (2.20).
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Dans le cas général du 2 a), si (yo,no) est un point ou S?O(yo,no) n'est
pas inversible il est encore possible de définir une matrice d'opérateur pseudo-
différentiels M(y,Dy) dans un voisinage conique de (yo,no) tel que l'hypoellipticité
analytique de P en (O,yo;o,no) soit équivalente a celle de M en (yo,no). Ceci
a été fait par Sjostrand [15] dans le cas Cm. Les détails sont trop longs pour les
écrire ici. De toutes fagons 1l'étude de 1l'hypoellipticité analytique du systéme

M est un nouveau probléme, avec moins de variables toutefois.

d) Indication sur les preuves

Le théoréme (2.17) s'obtient & partir des théorémes (2.19) et (2.20).
Pour montrer le théoréme (2.19), on utilise la méthode de réduction de Grugin
telles qu'elle est utilisée par Sjdstrand [15] ou Helffer [5] dans le cas c”.
Supposons pour simplifier que P soitautoadjoint et qu'il n'y a gu'une

petite valeur propre : dim El(n) = dim E2(n) = 1.

Soit h(t,n) la fonction propre de gﬁn) convenablement normalisée. Gréce
aux estimées (2.15) on peut montrer que h(t,n) est un symbole analytique (n
variable de phase) de type (1/2, 1/2) de degré -« dans la région t # O.
De méme le symbole g(t,T,n) du pseudo inverse de &¥(n) est analytique de type

(1/2,1/2) dans un voisinage conique de (0,0,0,no).
On construit 1l'opérateur de Hermite

n n, +n
H: 3 (RZ) — IR ?)
y t,y

-n .
Bv (t,y) = (2m) 2 J YN h(t,n)G(n)dn '

et l'opérateur de Hermite adjoint

* n,+n n
H :3J'(R 12 2

t,y ) — %'(Iiy) ’
* ) iyn ——— a2
H u(y) = (2m) e h(t,n)u (t,n)dt dn .

On a les propriétés d'analyticité (en notant WFa le front d'onde analytique)

WFa(HV) < {(t =0, vy, T o,n) (y,T]) € WFa(V)}

E 3
WF_(H u) < {tym) ;s £t =0,y,T=0,n) € WFa(u)}

et les équivalences modulo des régularisants analytiques (en posant ici H, = H, = H

et Q de symbole g(t,T,n))
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On en déduit le théoréme (2.19). En particulier si N est une paramétrixe a gauche

3
de M, alors Q+ HlNH'2 en est une de P.

Pour montrer le théoréme (2.20) on se réduit & la dimension 2 et on
montre 1l'équivalence de ii) et iii) par une étude élémentaire. Si P n'est pas
elliptique en N, le symbole de P a des zéros complexes nN(A) , A > )\O >0
tels que InA) - An,l < ¢ A% avec o < 1. Il est alors facile de
construire une distribution qui est au mieux dans une classe de Gevrey mais

non analytique et telle que Pu soit analytique. Pour les détails voir [3] .
3. APPLICATION

Nous nous intéressons aux opérateurs invariants a gauche sur un groupe

de Lie nilpotent de rang 2.

.

. = e -~ .
Soit g jl ;2 une algébre de Lie de rang 2

.1 < 1 = .
(3.1) (g,:41 < 9, et [9.51 =19, 4, (0)

On identifie ? avec son groupe de Lie connexe et simplement connexe G par
l'application exponentielle. On note (x,y) les coordonnées sur ﬁl & 22 , et (Em)
sont les coordonnées duales sur ?1 &b ?2 . Rappelons qu'il existe une famille (St

t > O de dilatations de g qui sont des automorphismes, données par

(3.2) 8, () = (tx,t%y) £> 0

*
et agissant sur g par dualité.

*
Pour ne g o {0}, soit BT] la forme bilinéaire anti-symétrique

défini .
sur 91 éfinie par



Iv.11
(3.3) Bn(X,X') = n([x,x']) X,X'E€ 00'1 )

Comme dans Métivier [9] , nous supposerons que G est un groupe de type (H)

c'est a dire

*
(3.4) Bn est non dégénérée pour tout n € ‘g2 \ {o}.
Ceci impligque que la dimension de ;?1 est paire et nous notons
(3.5) 2n1 = dim yl ’ n2 = dim f2 .

Remarquons que, Si n2 est égal 4 1 alors le groupe G est un groupe d'Heisenberg.
D'autre part, signalons que dans [3] est aussi considéré le cas ol Bn est non

dégénérée génériquement .

Soit (xl,...,X 4 ,...,Yn ) une base de 9= gl 2 92 . Tout opérateur

21’1} 1
différentiel L invariant & gauche sur G peut étre décomposé ainsi

(3.6) L=L + L + ... + L

(3.7) L. = : a  x* yB.

I Jal+ 2181 =5

L'opérateur L sera dit transversalement elliptique si :

(3.8) Z a £* # o, V £ # O.

(o]
lal=m &’

Nous allons donner un critére d'hypoellipticité analytique microlocale
pour les opérateurs L satisfaisant (3.8) sur les groupes de type (H). Rappelons
2n, +n

que G peut étre considéré comme la variété analytique IR 2 et L est un

opérateur différentiel & coefficients polynomiaux. En utilisant l'invariance par
les translations & gauche sur G, on voit qu'il suffit d'étudier L au voisinage

de l'origine. Comme d'habitude nous identifions la fibre de T*G au dessus de
l'origine avec gf et la variété caractéristique X de L rencontre cette fibre aux
points (0,0;0,n). D'autre part 1l'hypothése (3.4) dit exactement que la variété X
est symplectique. Enfin L est & caractéristiques m-uples donc k = m,

m-k/2 = m/2.
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Finalement rappelons que pour T Eigg \ (0) on peut associer par la
théorie de Kirillov & l'orbite de (O,n) une représentation unitaire irréductible
de G (en fait une classe de représentations équivalentes). Nous notons ﬂn
cette représentation et T_(L) est un opérateur différentiel a coefficients
polynomiaux agissant sur LZ(IJH) ; il est globalement elliptique & cause de
(3.8). Si en plus L est autoadjoint, le spectre de ﬂn(L) est discret. Dans ce
cas, on peut montrer gque n- ﬂn(L) est une famille analytique d'opérateurs

avec spectre discret et définir les "petites valeurs propres" de ﬂn(L) prés

de |n| infini (celles qui ne sont pas elliptiques d'ordre m/2).

Théoréme (3.9) : Soit G un groupe nilpotent de rang 2 de type (H) et L un

opérateur différentiel invariant & gauche sur G, transversalement elliptique.
*

Soit no € 3§ \ (0). Alors L est hypoelliptique analytique en (0,0,0, no) si et

seulement si au voisinage de No le produit des "petites valeurs propres" de

%
ﬂn(L L) est un symbole elliptique.

Rappelons que le théoréme de Métivier montre 1'hypoellipticité analytique
en (0,0,0, no) si ﬂn (Lm) est injectif. Dans ce cas il n'y a pas de "petites

o
valeurs propres".

Dans le cas du groupe d'Heisenberg, le résultat s'énonce plus simplement

encore car le dimension de 92 est égale a un.

Théoréme (3.10) : Soit G un groupe d'Heisenberg et L transversalement elliptique.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) L est hypoelliptique analytique en (0,0;O,no) .
2) Ker ﬂrn (L) = O pour r>>0 .

o
3) L est hypoelliptique c¢” en (0,0;O,no) .

-
Donc L est hypoelliptique analytique sur G si et seulement si

ker L N L2(G) = (0).

L'équivalence entre 2) et 3) et par suite la derniére assertion du

théoréme (3.2) sont dues & L. Rothschild [13].
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Pour montrer ces théorémes, on se raméne & l'aide d'un opérateur intégral
de Fourier et d'une réduction du nombre de variables & la situation simplifiée

du § 2. L'étude microlocale de L se raméne & celle d'un opérateur P(t,Dt,Dy)
n +n2
sur nzt y ' polynomial en t et Dt mais seulement pseudodifférentiel en Dy (en
14

fait le symbole de P dépend de maniére algébrique de n ).

Dans [18] , E. M. Stein a étudié l'hypoellipticité analytique de

1'opérateur suivant qui est invariant sur le groupe d'Heisenberg de dimension 3.

(3.9) L = —(x1 - ix2)(x1 + ix2) + U HE C
avec
0 1 )
X, =5- + =-x, =
(3.10) 1o 9x, 272 3y
_9o _1 38
Xy = %, 2 "1 3y

Rappelons que X1 + iX2 est l'opérateur de Hans Lewy et qu'il n'est ni hypoellipti-
que (méme Cm) ni localement résoluble.

Les valeurs propres de ﬂn(L) sont :
(3.11) 2ninl + Inl-n+ p n=0,1, 2,...

Pour n < O, elles sont toutes elliptiques de degré 1 et L est microlocalement
hypoelliptique analytique en (0,0;0,-1). Par contre pour n > O, il y a une
"petite valeur propre" obtenue pour n = O et égale & U . Celle-ci est donc
elliptique si et seulement si U # O et L est donc hypoelliptique analytique

si et seulement si u # O.
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