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XXI.1

1. Introduction

Soit L 1'opérateur de Hans Lewy dans R
> . D . ) 0
LZS')_c'HD_y —21(x+1y)——t .

3), supposons que L(f)=0 etque 0<% <

Considérons une fonction f € L7 (R
’f ' < 1. On se demande si L(1/f) au sens des distributions est nul. Le but de cet
exposé est de montrer qu'il n'en est rien. En effet on construit des fonctions f

3

analytiques réelles dans R\ F, F fermé de mesure nulle telles que

1

ZS 'f\s 1 dans R3

\F
L(f)=0 mais L(1/f)#£0.

Le probleme précédent est bien siir 1ié a 1'étude des valeurs au bord des
fonctions holomorphes bornées dans la boule unité B de (Ep, p= 2.
Désignons par H (B) 1'espace des fonctions holomorphes bornées dans B,

muni de la norme uniforme

el = sup |5 .
z€EB

Notons ¢ la mesure de Lebesgue sur dB. Toute fonction f€H°°(B) admet des
limites radiales o presque partout sur ?®B. Notons f°  la fonction de Loo(b B)

ainsi obtenue.
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Si feH (BYNc(B) etpour p=2 ona

(*) £(B) c £(>B).
11 suffit en effet de remarquer que 1'ensemble analytique de codimension 1

vV, = {z ; zEB, f(z) = f(a)}
ou a€B, ne peut étre compact.

I1 est assez troublant qu'on ne puisse lier 1'image essentielle de £ pour
feH (B) et les valeurs de f prises dans B.

Rappelons que pour h € Loo(bB) on appelle image essentielle de h 1'ensemble

Rh des nombres complexes w tels que pourtout €> 0 on ait

0({(’ : |h(C)—w |< €)> 0.

Une généralisation naturelle de la relation (¥) serait pour feH " (B)
f(B) c Rf* .
Nous allons voir qu'il n'en est rien.

Les problémes précédents ont été résolus indépendamment par A. B.

Aleksandrov [1:[ et par H. Hakim et N. Sibony [2] .

2. Les résultats

THEOREME 1 [Aleksandrov]. Soit ¢ une fonction positive continue sur

OB. Il existe une mesure v > 0 singuliére par rapport a o, vérifiant

Hv H =S ¢ do
et telle que la transformée de Poisson
u="P Eo do - dv]

soit pluriharmonique.
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Remarques
1. Si ¢ =1 on trouve qu'il existe une fonction pluriharmonique positive u,
dont les limites radiales sur 9B sont nulles presque partout. Si v est la conjuguée

de u 1la fonction . e—(u+iv)

est une fonction intérieure, c'est-a-dire qu'elle est holomorphe bornée dans U, non
constante et vérifie

If* ’= 1 p.p.sur ©?dB.

2. Le théoreéme 1 est d'autant plus intéressant qu'il est facile dé vérifier la
propriété suivante.
Soit (0663(83 B), B c(lip, p=2. Si u estune fonction pluriharmonique

dans B telle que
lim u(rf) = o(Z)

r>1

pour  appartenant a un Gg partout dense G, alors ¢ se prolonge en une
fonction pluriharmonique V dans B.

Si G est de mesure totale alors v coincide avec u dans B.

Cette dernidre propriété n'est pas valable si p = 1. En effet la fonction

u(z) = Im(Zhy?

=7 zeC, }z‘< 1

a des limites radiales nulles et n'est pas nulle.

3. La technique de démonstration du théoréme 1 est assez remarquable.
Aleksandrov montre qu'on peut approcher ¢, par des fonctions pluriharmoniques

1/2

au voisinage de B, pour la distance de L (dB). 11 obtient la mesure ¢do -dv

comme limite vague de fonctions pluriharmoniques.

THEOREME [ Hakim—Sibony] . Soit ¢ une fonction continue positive sur
dB. Etant donné €> 0, il existe un ouvert U de mesure totale sur dB et
une fonction f bornée, holomorphe au voisinage de B U U vérifiant

f(0)=0 , Hf’—<Pl<€ sur U,
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Remarques
1. Si ¢ =1 on trouve par restriction a 3B une fonction f réelle
analytique sur U, ouvert de mesure totale telle que
poo ,  d=lil=

mais D(1/f)#0. Ici D désigne un opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel.

2. La structure du compact F =3B\ U est assez compliquée. Il est facile
de vérifier que 1'enveloppe polynomialement convexe de F contient un ouvert de B.
Par exemple si ¢ =1, I/;‘ contient 1' ouvert ou If l< 1-€.

On déduit de résultats de Harvey-Polking [5:[ que la dimension de Hausdorff

d'untel F est supérieure ou égale a 2p-2.
3. L'idée de la démonstration est assez simple. Posons

u(z) = e—n(1—<z,{’ p)

P -
o Le€dB, (z,C)= Ezi Ci. Ona u()=1 et ’u] est petit en dehors d'un
i=1

voisinage de  sur ©?dB. On construit f comme somme de telles fonctions

-n,(1-<z,t.>)
tH(z)=2 a.e I J
j J

pour des Cj € 0B, ocj€C y nj€N convenablement choisis.

4. L'existence de fonctions f € HOO(B) non constantes telles que lf* ’ =1
p. p. sur ?B, peut étre formulée indépendamment de la mesure de Lebesgue o .
En effet la transformée de Gelfand f d'une telle fonction f est de module 1

o\ . N m
sur la frontiére de Shilov de 1'algebre H (B).

5. E Low [6] , [7 ] a montré qu'on pouvait construire des fonctions intérieures
a partir du théoréme 2. I1 a également généralisé les constructions précédentes a des
domaines strictement pseudoconvexes.

Pour des résultats sur le méme théme voir également [1] , l:,?] , B:I , _4:' R

b].
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Signalons enfin le théoréme suivant qui reprend des résultats de [1] , LB:I

et [7:[ .

Désignons par A(B) 1'algébre des fonctions continues sur B, holomorphe

dans B.

THEOREME ( l_-B__, ). Soit & une fonction s.c.i. = 0 intégrable sur ?dB.

Soit f une fonction de A(B). On suppose qu'il existe hEA(B), h#£0 telle que

Ifl+’h| <& p.p.sur ?B.
Alors pour toute fonction gE€EA(B), g £ 0, il existe une fonction X holomorphe
dans B telle qu'on ait
lf + g I(z) <P [(pd(r](z)

pour tout z€B et
'f+)t*gl(z)=(p(z) p. p. sur 0B.
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