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INTRODUCTION

Dans le Calcul des Variations ou en Physique Mathématique, de nombreux

- C . - . < N
problémes de minimisation sont posés sur des domaines non bornés comme R par

. . N .
exemple. L'invariance de IR par les groupes non compacts des translations et des

dilatations implique, en général, une éventuelle perte de compacité des suites

minimisantes - cette difficulté étant illustrée par exemple par le fait que le
P . . n . .

théoréme de Rellich-Kondrakov n'est plus valide sur R . Nous avons introduit en

[10] ,[11]une méthode générale, appelée méthode de concentration-compacité qui

permet de pallier a cette difficulté et ainsi de résoudre les problémes de minimi-
sation posés dans des domaines non bornés. Essentiellement, cette méthode permet
de résoudre les problémes qui, "s'ils étaient posés dans des domaines bornés",
seraient résolus par des méthodes classiques de convexité-compacité. Nous illus-

trons ici briévement cette méthode sur les exemples suivants :

Exemple 1 : La recherche de solutions périodiques d'équations de Schrédinger
non linéaires (intervenant en Physique Théorique et Physique des Lasers [19] ,[7])

conduit au probléme suivant :

2
(1) I = Inf {J N IVul® - x(x) lulPax / u € Hl(]RN) ’Jr N uzdx =1}
R R
N N S . 2N + 4
ol K(x) € C (R') et (par exemple) K(x) = K quand |x| - ® et ol 2 < p <-——E———
Exemple 2 : Un exemple typique d'équations de champ non linéaires donne le

probléme suivant (cf.[8]1,[18]1,[4],[3]) :

2 N
(2) I = Inf {{ N [Vul™ + V(x)uzdx/u € Hl(Iz) , { NK(x) u Pax = 1}
R R
i2<p < p<o siN<2;o0avVv=V +V,V €tP+1%et mx1) <y
N-2 ‘ 1 2’ 1 2’
q < «© , V2 € L7 et V2 - V. > o0 quand |x| -» « (par exemple) ; et ol K € C(IQH ,
N

(s}
K>0sur R et K-> K quand Ix]| - o,
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Dans la section I ci-dessous, nous montrons comment la méthode de concen-
tration-compacité permet de résoudre ces deux problémes : nous verrons une condition

nécessaire et suffisante générale pour que toute suite minimisante pour le probléme

(1) ou (2) soit relativement compacte (dans Hl(Ig%) et nous expliquerons comment
vérifier cette condition sur les exemples ci-dessus. Pour d'autres applications de
cette méthode, nous renvoyons le lecteur & [11] , [12] ou sont traités
i) le probléme de masses fluides en rotation ("rotating stars")
ii) 1le probléme de Choquard-Pekar,
iii) les équations de champ non linéaires,

iv) des problémes dans des bandes ou dans des domaines extérieurs...

Cette méthode permet également de résoudre le probléme des anneaux de vorticité
et d'étudier la stabilité des ondes solitaires dans les équations de Schrédinger
non linéaires.

Dans la section II, nous expliquons comment la méthode de concentration-
compacité combinée avec un lemme général de "compacité locale" permet de traiter

divers problémes dans les "cas limites de compacité"-souvent invariants par les

P N . . ~
homothéties de IR - comme par exemple l'existence de fonctions extrémales pour les

inégalités fonctionnelles. Plus précisément on se pose la question suivante : soit

A un opérateur linéaire borné d'un BanachE dans un Banach F alors existe-t-il

u € E tel que :
(3) HAuHF =1, Hu"E = Mln{HﬂlE / "A\HIF =1} .

A notre connaissance, il n'y a pas deréponse généraleabstraite & cette question -
sauf le cas trivial ol A (ou une résolvante de A) est compact. Quelques cas trés
particuliers ont été traités par G. Talenti [20] , T. Aubin [1], G. Rosen [15]
et E. H. Lieb [9] par des méthodes basées sur la symétrisation (ce qui interdit
tout espoir de généralité).

Nous présentons ici une méthode générale dans le cadre d'espaces fonctionnels
et nous illustrons dans la section II cette méthode sur 1l'exemple des inégalités (ou

. . . " . N
inclusions) de Sobolev. Bien sir dans le cadre d'espaces fonctionnels sur R , les

prdblémes du type (3) sont le plus souvent invariants par translation et par
dilatation(changement d'échelle). Nous indiquons rapidement dans la section II

également diverses autres applications.
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Enfin dans la section III, nous expliquons comment les méthodes
développées précédemment et notamment le lemme de "compacité locale" permettent de
résoudre de multiples problémes posés sur des domaines compacts comme par

exemple le probléme associé & la conjecture de Yamabe en géométrie différen-

tielle ; l'existence de fonctions extrémales pour le probléme des meilleures

constantes dans les théorémes de trace, de Sobolev, de régularité pour les

équations elliptiques..., l'existence de fonctions extrémales dans les "inégalités

isopérimétriques" pour les fonctions holomorphes...

I. LE CAS LOCALEMENT COMPACT

Ainsi que nous 1l'avons expliqué dans l'introduction, nous montrons ici
comment s'applique la méthode de concentration-compacité aux problémes "bien

posés sur des ouverts bornés". Pour cela nous traiterons les problémes (1) et (2).

Dans les deux cas on introduit I la valeur de l'infimum pour les problémes ou

A
1 est remplacé par A > O dans la contrainte. Ensuite on introduit le “"probléme

a 1'infini" :

(1) 1;’ ~mr {0 wwl? - Clul® ax /f u?ax = A}
N J.N

R R
et
(2") Ii = Inf {J N IVuI2 + unzdx /{ N Kmlulpdx = A}.

R R

(e ] (o0}

(od par convention, IA = +oo si K = 0).

[ee]
En convenant que Io' IO = O ; un argument général que nous esquissons ci-

dessous implique que les inégalités de sous-additivité suivantes sont toujours

vérifiées :
(4) I. <I +1 o VY o€ [0,A] .

En effet si o € Jo,A\[ et si €& > 0 et si u u, € -8(I$% vérifient, dans

1l
le cas de (1) par exemple :

2 p ( 2
I < - < + = -
g S Jnfq IVull K(x)lull dx < Ik-cx £, Jnﬁq(ul) dx = A -a
® o< [ Va2 - Klu P ax < 1™+ ¢ (u.)%ax = a
a J_N 2 2 a ’ N2 ;
R R
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alors il est clair que, pour n assez grand, ot = ul(.) + u2(. + nf) ou [E] =1
vérifie : r (un)de =X , IVunl2 - K(x)lunlpdx ST O+ 1 + 3e ;
J N JRY o A-a
o)

d'ou par définition de I, , € étant arbitraire : I, < I + I . De méme

AT A a A-a
montre-t-on que : IA < IX .
Remarque : En fait il est aisé, en détaillant 1'argument donné ci-dessus, de

montrer que si dans (4) une des inégalités pour un o € ]0O,A] est en fait une

égalité, alors on peut construire une suite minimisante du probléme IA qui n'est
. 1,_N ,

pas relativement compacte (dans H (R )). En d'autres termes le fait que les

inégalités dans (4) soient strictes pour o € ]O,\] est une condition nécessaire

pour que toutes les suites minimisantes soient relativement compactes.

Le principe général de concentration-compacité (cf. P. Lions [10], [11])

implique alors que la caractére strict des inégalités (4) est également une

condition suffisante :

Théoréme 1 : Pour les problémes de minimisation définis par I correspondant

A

§_(1) ou (2), la condition de sous-additivité stricte :

(SA1) I. < I: + I v a € ]Jo,\]

A A-a

est une condition nécessaire et suffisante pour que toute suite minimisante soit

relativement compacte dans HI(EF).

Théoréme 2 : Dans les cas particulier ol les problémes sont invariants par

(o] 00
translation i.e. si K=K , V=1V , la condition de sous-additivité stricte :

(SA2) I. <I + I

est une condition nécessaire et suffisante pour que toute suite minimisante soit

relativement compacte & une translation prés dans Hl(Igl).

Ainsi que nous l'avons indiqué et comme le montrera l'esquisse de démons-
tration ci-dessous, le fait que d'une part les inégalités larges sont toujours
vérifiées et gque d'autre part les inégalités strictes sont des conditions nécessai-
res et suffisantes pour la compacité des suites minimisantes est un principe général

dont la démonstration pour chaque probléme suit les grandes lignes évogquées ci-dessous.
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Formellement, indiquons que si une suite minimisante n'est pas relativement compacte
alors nous montrerons ci-dessous qu'essentiellement nous pouvons "découper chaque
élément de la suite en au moins deux parties dont la distance des supports va
tendre vers 1'infini" et que ceci est impossible si (SAl1l) ou (SA2) sont vérifices.
Enfin signalons que cette méthode s'appligie & tous les problémes posés dans des
domaines non bornés tels que les suites minimisantes soient bornées et possédant

une forme de compacité locale. Reste bien slir & vérifier (SAl) ou (SA2) dans

chaque probléme : nous indiquons rapidement ci-dessous comment le faire pour

(1) ou (2).
Remarque : Dans le cadre du Théoréme 1, signalons que si :

, Vo€ lo, [

. e e . 1 N - .
alors toute suite minimisante et relativement compacte dans H (R ) a une translation

prés.

Dans le cas du probléme (1), on remarque que l'on a :

[e o] [e ]
i) si XK < Oalors I, =0 ( Va>0) et (SAl) alieu si et seulement si I < 0 ;

A A
(o]
ii) si K > O alors on vérifie : Ieu < 0 Ia < 0, V6 >1, Vo >0d4d'oa :
< I <1 Vo€ Jo,l
+ S + .
I Ia A-0 o Ix-—a ! o !

Et dans le cas de (2), on vérifie sans peine que :

i) si Koo = 0 alors I: = 4+ o (VAX>0) et (SA1l) a lieu ;

ii) si Koo > 0 et IX < 0, alors I: >0 (Vo > 0) et donc (SAl) a lieu ;
, 2/p
iii) si K >0et I, >0, alors : I, = O I <6 ,Vv6 >1, Va >1

A 0 o o
[ee]
d'oa : < + < + I. ’ .
ol I, <1, Iy o S I I, v o € Jo,Al

On en déduit donc les résultats suivants :
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Corollaire 2 : Dans le cas du probléme (1) :

0
i) si K < O, toute suite minimisante est relativement compact-dans

1 N R
H (R') si et seulement si IA < 0 ;

0
K > 0, toute suite minimisante est relativement compacte dans

ii) si K

1 N
H (R') & une translation prés ;

’

LU ) . w . . . .
iii) si K > 0O, toute suite minimisante est relativement compacte dans Hl(lg%

si et seulement si I, < Ioo .

A A

Corollaire 3 : Dans le cas du probléme (2) :

. . o . : o
i) si K =0, ou bien si K >0, IA < 0 , toute suite minimisante est relativement
compacte dans Hl(Ig% .

0 00
ii) Si K=K >Oet si V=V , toute suite minimisante est relativement compacte

1,_N . -
dans H (R') & une translation prés.

[e¢]
iii) si K > O, alors toute suite minimisante est relativement compacte dans

Hl(Ig% si et seulement si : IA < I; .

Exemples : Dans le cas de (1), par exemple, si KO(> > O nous voyons que le
probléme avec K = K°° admet un minimum. De plus si K(x) = K” et K # KOo , il

est aisé de vérifier que : IX < I; et donc le probléme admet un minimum ; tandis
que si K < K (et K # Km), IX = I; et il existe des suites minimisantes non

relativement compactes. En fait dans ce cas on peut montrer qu'il n'existe pas
L. . N .
de minimum. On notera que si on remplace R par un domaine borné alors (1) admet un

minimum pour tout K.

Concluons cette section par une esquisse de la démonstration du
Théoréme 1 : si (un)n désigne une suite minimisante de (1) ou de (2), on vérifie
facilement que (un)n est bornée dans Hl(n35 . On applique alors le lemme suivant

=

soit a P, = (un)2 dans le cas de (1), soit & P, = K(x)lunlP dans le cas de (2).

. 1 _N e

Lemme (concentration-compacité) : 1) Soit (pn) une suite de L+(I!) vérifiant

{ N Pn dx = A , alors il existe une sous-suite P (encore notée pn) vérifiant une
R

des trois possibilités suivantes :
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i) (évanescence) VR < o , Ssup r pndx..—->0

y € ]RN Jy+BR n

=

.. e me N
ii) (compacité étroite & une translation prés) 3 Y, ER ,Ve >0, 3R>

iii) (dichotomie) 3 a€lo, Al , Ve >0, Elle] , pi € Li(]RN) tels que

n

[ 1 2
PP ax - al <e Lip - Cp + ) <e ,
Jn%q n n n Ll

Oi est & support compact et dist (Supp pi , Supp pi)———q ®,
n

2) De plus si P, = ui (resp. Py = K(x)lunlp) ; o4

i i, 2
un est bornée dans Hl(Ig% , et si iii) se produit, alors on peut prendre p; = (un)
i _ ip .o 1 2 . 1, N
(resp. Dn = Klunl ) pour i =1,2 et (un)n,(un)n sont bornées dans H (R ) et
vérifient
{ N IVunI2 dx = J N qu:ll2 + IVuiI dx - ¢
R R
. 1 2 < 2N
vn=0, llu - (u + u))ll < 6(6) ———>0 , V2<p =
n n n o) ie) N-2

L € —0

=

Le lemme se démontre (cf. P. L. Lions [11] ,[12]) & 1'aide de la notion de

N . . .
fonction de concentration d'une mesure de probabilité P (sur R )-notion introduite

par P. Lévy - :

Q(t) = sup N { dar , vV t = 0.
y € R y+Bt

Bien slr la partie 1) du lemme doit étre adaptée & chaque probléme, et en 2)

ci-dessus nous l'avons fait dans le cas des exemples 1 et 2 .

I1 est alors aisé de terminer la démonstration du Théoréme 1 : en effet
il est facile d'éliminer l'occurence de i) & l'aide de (SAl) (et de la "compacité
locale" des problémes (1) et (2)). D'autre part si iii) se produit alc.ss on voit que

pour n assez grand on a, € > O étant fixé
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1.2 2,2 1 p 2, p
= - -
Iyt E LRN IVunl + qunl K(x)lunl K(x) | unl dx

1.2 [ 2.2
) IIN(un)dx-al<e, IJN(un)dx-O\—oc)l<€

R R
. r K(x)|nllpdx ou bien [ K(x)luzlpdx — 5,0 et ceci entrafne
ou bien \ J N n ! J N n
R R n-»> ®
[e o] [e o]
aisément : I = I + I oul, =2 I +1I . Dans les deux cas (SAl)
A a A -0 A o A~

implique donc que iii) ne peut se produire.

Enfin si ii) se produit, il est alors aisé de conclure puisque "& € prés

nous sommes ramenés & un probléme dans un ouvert borné", (SAl) impliquant que la
translation (yn) ne peut étre non bornée. On conclut alors aisément en utilisant le

, un est relativement

théoréme de Rellich-Kondrakov (remarquer que puisque p < ﬁ§2

b
act d .
compac ans Lloc)

II. LE CAS LIMITE

Le cas d'exposant limite (p= §¥?§ dans (2)) ainsi que le probléme général (3)
dans le cadre d'espaces fonctionnels (et d'opérateurs différentiels, de convolution...)
peuvent étre traités en combinant la méthode de concentration-compacité avec un

lemme général donnant l'expression des éventuelles pertes de compacité par la
convergence faible. Ainsi que nous l'avons expliqué dans l'introduction, nous
présentons jci cette méthode sur 1l'exemple des inégalités de Sobolev ; indiquons
seulement que nous pouvons traiter de méme diverses inégalités de convolﬁtion (et

leurs combinaisons avec les inégalités de Sobolev), les inégalités de traces, les
inégalités de Korn, le probléme associé & la conjecture de Yamabe dans ]%q, les
inégalités d'interpolation... Nous revoyons le lecteur 31[13] ,[14] pour plus de

détails.

Soient N2 1, m=2>1, 1 <p < g-, on note X = {u € Lq(ng% , p%u € LP(IQS

V |la] = m} ol q = Nemp Les inégalités de Sobolev impliquent :
-m

(J N luld dx)l/q < [ leulp)l/p dx , Vu€x
R JIJJ

Pour déterminer si la "meilleure constante" C est atteinte, il nous faut résoudre

le probléme de minimisation :

. P ax /| Jul%ax =2, u€ x}

(5) I = Inf { J
A R JIRN

ol A > O est arbitraire.
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Outre l'invariance par translations (relevant des méthodes de la section I),
le probléme est invariant par homothétie : plus précisément les deux fonctionnelles
intervenant dans I sont invariantes si on remplace u par :

A

u (.) =

- ;ﬁ7§ u(7;0 ;

il est a noter que si O ——> +® , la famille Iuclq vérifie la propriété d'évanescence
1
=8 -

o

ol 6x désigne la masse de Dirac en X, - et ceci illustre bien le manque de

étudiée en I tandis que si 0 ——50 , Iuclq converge faiblement vers

>

o., . N . . :
compacité locale du probléme. Le résultat suivant montre que les translations et
les dilatations sont les seules sources de perte de compacité (dans tout ce qui suit,

nous convenons de remplacer L1 par Mb si p=1) :

Théoréme 4 : Toute suite minimisante un du probléme (5) est relativement compacte
N, . . . . - . . . N
dans Lq(I{) a4 une translation et une dilatation prés, i.e. il existe Y, €ER ,
- . <+ . .
Gn > O tels que la suite minimisante (u ) =0 N/q (____ZE ) soit relativement

n o
N 0.
compacte dans Lq(Ii) . En particulier, l'infimum dans (5) est gtteint.

Remarques : i) Dans les cas m =1 ou p = 2, il est possible d'en déduire la

formule explicite de I, =-cf. P. L. Lions [ ] .

A
ii) Le fait que 1l'infimum est atteint a été démontré dans le cas m = 1
par T. Aubin [1] , G. Talenti [20] , G. Rosen [15] , E. H. Lieb [9] par des
arguments qui tous utilisent la symétrisation et ne s'étendent donc pas au cas
général.
Esquissons maintenant la démonstration du théoréme 4 : on remarque

tout d'abord que si Q, Qg désignent respectivement les fonctions de concentration

des mesures Iulq , luolq , ona :

t
= Q(= >0 .
Qo(t) Q(o) , Vt=o0

Il est donc aisé de choisir On > O tel que si u est une suite minimisante pour

(5), la fonction de concentration Qn de (un)O vérifie :
n

(6) Qn(l) = N2 .

Dans ce qui suit, on note encore u la nouvelle suite(un)O .
; n

En appliquant alors la méthode de concentration-compacité, on voit que

1'évanescence (cas i) du lemme de concentration-compacité) ne peut se produire de
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par la normalisation (6), tandis que la dichotomie (cas iii)) ne peut se produire

puisque : IA = Ap/q I, et donc IX < Iu + a“_a , Va € Jo,A[ . on en déduit

donc l'existence de Y € RN telle que la suite minimisante un(. + yn) (que

nous noterons encore un) vérifie :

vVe>o0, J R < , { Iunlq dx =2 A - £ .
B
R

On extrait alors une sous-suite (toujours notée un) telle que : u converge faible-

q r

a
ment vers u dans L~ et p.p., url converge dans L vers u pour r < q et D un con-

loc
verge faiblement dans Lp vers Duu our J|ol| = m.
b
Il nous faut démontrer que : J NIulqu = A . Pour cela on utilise de
R

maniére fondamentale le lemme suivant

Lemme (compacité locale) : Soit (un)n une suite bornée dans X, si u_~ converge
faiblement dans Lq vers u, alors pour toute sous-suite Iun 'q faiblement convergente
. . ) . N .
au sens des mesures, il existe une suite de points xi)i>’T de R et une suite
=
[e 0]
de réels (Vv .), positifs ou nuls vérifiant r vP/d <o
—_— iti=1 : 1
i=1
[ee]
la 19 ¥ zov, 8
k i=1 i
(faiblement au sens des mesures).
Remarques : 1i) Ce résultat permet d'expliquer les phénoménes observés. par J. Sacks
et K. Uhlenbeck [16] , S. Sedlacek [17] . -
ii) On peut montrer que toute mesure de la forme lul® + = vy § ol
. © i=1 *i
u€zx, Vi = 0, X €ER et I Vi 9 < o est limite faible de Iunlq ot u est

bornée dans X et converge faiblement dans 19 vers u.
Pour démontrer le lemme, on utilise tout d'abord un résultat de H. Brézis
et E. H. Lieb [5] qui permet de se ramener au cas ol u = O. De plus sans restreindre

P

la généralité on peut supposer que Iunlq ' IDmunl convergent faiblement vers des

mesures bornées non négatives Vv, Y . Enfin d'aprés les inégalités de Sobolev :

3c>0,V &€ 3(1RN) ,Vn=>1 il Eu Il < Clle(Eu ]|
g .

et on en déduit en utilisant le théoréme de Rellich

(7) 3c>0, YE€EAR) (J £ 1% T < c(Jf 1g] Pap ) 7P .
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On conclut grédce au lemme suivant (dans lequel 1 < p < g S ® sont arbitraires)

. s N s
Lemme 5 : Soient Vv, u deux mesures bornées positives sur R vérifiant (7) avec
N 0

< g. Il existe (x,). R . R tels que : v = I v, § et
pw 9. Il existe ( 1)1 =1 € 2 vl)i =1 € + =eaS dque. i=1 i X, -
. i
i=1
Remarque : Dans toutes les démonstrations concernant l'existence de fonctions extrémales

pour des inégalités fonctionnelles, le lemme de compacité locale s'adapte aisément
et se démontre grdce au lemme 5 (cf. P. L. Lions [13] ,[14] pour plus de détails)
Si nous revenons maintenant & la démonstration du théoréme 4, on remarque

tout d'abord que u # 0. En effet si u

[[]

O, en utilisant le fait que (un)n est une

suite minimisante et la démonstration du lemme de compacité locale on aboutit a (7)

N - o
avec y(R') = XA et u(I@% < Xp/qc p. Il est alors aisé d'en déduire que y = AGX ol

N o
xo € R et ceci contredit la normalisation (6).

On pose alors ao = [ N|u|qu > 0 et on veut montrer que O = A . Sans
J m .
restreindre la généralité on suppose quelD unlp converge faiblement vers U, on a

N ~ ) - . -
d'une part : |Dmu|p <u ., H(R) < IA ; d'autre part gréce aux inégalités

de Sobolev on a pour tout £ € b(mN)

q..\1/q 1/a _-1/p m
( Jnf‘ € u_ |7ax) < A I, Il D (Eun)llLp

p 1/p
NIEI au ) +

e T ax + 3oy, exont/T < aa TV
J Vg SNy 2

R i=1 A

z 3
+ T IIDELul
3=1 L

Par un choix convenable de £ , on déduit de cette inégalité

b > A Pag N
1 X

A

i

On a ainsi obtenu les inégalités suivantes :

N .
R i

© _ P
(Jr i aoTo QMo -z v Vel le/P<Jf y 1Pl an /P

1 R

< A1/q I-l/p

N -p/q w .p/a 1/p
X M (R) - I>\)\ .Z \)i )

i=1

< /e 7Vp g

A r A

\ P/ g \)Lio/q) 1/p

i=1
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c'est-a-dire en posant vi =5

00
et vi =0, E vi <1, p<gq

et ceci n'est possible que si vi =0,V, =1 .

Remarque : De fagon peut-étre peu apparente, le lemme de compacité locale permet

essentiellement de décomposer u en 2 parties (si u_ ne converge pas fortement dans

q

L~ vers u) a savoir u et u -u qui se concentre autour des points X - Cette concentra-

. m
tion permet de s'assurer que |D unlp se décompose de fagon analogue, et les

inégalités finales n'utilisent en fait que la sous-additivité de IA provenant de

)\p/q 1,

la formule : IA

IIT. PROBLEMES SUR DES DOMAINES COMPACTS

Les méthodes introduites précédemment (et notamment le lemme de compacité
locale, sa démonstration et le lemme 5) permettent de traiter de nombreux problémes
dans le cas d'exposants critiques ou dans le cadre général de (3) (problémes posés sur desdo.
maines compacts) Nous décrivons ici briévement deux exemples ; de nombreux autres

exemples sont donnés dans P. L. Lions [13] , [14].

Exemple 1 : Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension N ; le pro-
bléme de déterminer une nouvelle métrique (ponctuellement) conformellement équivalente
a g et de courbure scalaire donnée se réduit a 1l'équation d'Euler du probléme de

minimisation suivant (cf. Yamabe [22] , N. S. Trudinger [21], T. Aubin [2] ) :

2N :
(8) I = Inf'{J IVuI2 + k(x)u2 ax / { K(x)IuIN_2 dx = 1}
M M

ol par exemple K > O sur M, K,k € C(M).

Exemple 2 : L'existence de fonctions extrémales pour la "meilleure constante" dans

soient 1 < p< N, g = (N-1)p

les théorémes de traces conduit au probléme suivant : N-p

(9) I = Inf {JrQqulp + IUIP ax / I Iulq dy = 1]'
9]

ot {2 est un ouvert borné régulier de I@J.
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Sur ces deux exemples, en appliquant les méthodes décrites ci-dessus (et
en remarquant que la stricte sous-additivité de "l'infimum comme fonction du niveau

de la contrainte" s'obtient grdce & 1'homogénéité) on obtient l'alternative suivante

pour toute suite minimisante (u ) :
n'n

1

- ou bien un est relativement compacte (dans Hl(M), w 'p(Q) respectivement) et le

probléme est résolu.

- ou bien : un converge faiblement vers O (dans Hl(M), Wl'p(Q) resp.) et dans
2N
2 N-2
l'exemple 1 : |Vu |"___TI6 , ku — =96 avec x € M ;
n X n X o
dans l'exemple 2 : |Vu |p I8 ,  Ju |q $ avec x . € 930
n — X n X o

(toutes les convergences étant pour la topologie faible des mesures).
Si la deuxiéme possibilité se produit dans l'exemple 1, alors on en déduit

aisément par localisation que

2N
N-2 1 lim | 2 2 o
e % + d = 1
J IuW ax n” K(x) ' n J | un| k(x)un x = X
M [e] M o
® 2 -2 -1
ol I = Min {r {Vul ™ ax / r IuIZN/(N ) dx = K(x ) "}, VxEM.
X J N J N o
o R R
e . © L% -(N-2)/N
D'autre part on vérifie aisément que : I < I = Min Ix = co(max K) .
x €M M o
En résumé si la deuxiéme possibilité se produit, nécessairement : I = I (et xo

est un point de maximum de K). Et donc si I < I°° , toute suite minimisante est rela-
tivement compacte dans Hl(M) et le probléme (8) admet un minimum. L'existence d'un
minimum a été démontré par T. Aubin [2] par une preuve moins directe - dans [2] , la
condition I < I est analysée finement.

De méme, en ce qui concerne l'exemple 2, la deuxiéme possibilité conduit a

1'égalité :

1=1°= Inf{Jf IVul® ax / Jr lul® @y = 1} .
(xN > 0) (xN=O)

(oo} oo}
(et on a toujours : I<I ). Si I <I , toute suite minimisante est relativement

1
compacte dans W 'p(Q) et le probléme (9) admet un minimum.
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