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VI.1

L’introduction des espaces de Besov permet de donner les estimations

optimales dans le calcul paradifférentiel de J. M. Bony [1].

1. ESPACES DE BESOV .

-2013201320132013201320132013201320132013201320132013 

p,q

Soient s E ]0,1[. On définit l’espace de

Besov A comme suit
p,q

Définition 1 : Une fonction (ou une classe de fonctions)f appartient à A si

et seulement si f E L p(Mn) et si 

-

module de continuité de f en norme L , satisfait

Remarques : Il vaut mieux écrire que 
w (h) 

E ,2013 ) car cette formulation

Ihl s !hf
. 

t 
. 

d l _1 
.; 

1 
dh

convient aussi quand q = +00 et montre le rôle joué par la mesure dh n invariante

Ihi
par rotations et homothéties. On voit d’ailleurs que cette condition est locale

(c’est-à-dire que dans (1) le problème de la convergence n’existe pas à l’infini

puisque w (h)  211 fil ). Si p = q = +00 , alors Asest l’ espace CS des fonctions
p 

’ 

s 
p,q

hôldériennes d’exposant s et si p = q = 2, AS = Hs espace de Sobolev caractérisé
p,q

Si s = 1, on remplace le module de continuité w(h) par

w (h) = Il f (x+h) + f(x-h) - 2f (x) [[ sans modifier (1). C’est à dire que f E A1
P P’q

, 

--p- f E P 4- (h)pn dhet ,2013). "
tht Ihl n

Enfin si s &#x3E; 1, on écrit s = m+r Alors

signifie que, pour tout a E :Nn tel que lai ,;;; fi, 3f E Ar .

pq
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Remarques : L’espace A 1 
, + 

n’est pas l’espace des fonctions lipschitziennes-

ordinaires mais c’est la célèbre "classe de Zygmund" qui fut à l’origine de la

définition des 111 .

p,q

En revanche l’espace 
s 
l1 est l’espace de Sobolev H1 usuel. Enfin sip 
2, 

p

p 0 2 les espaces de Besov AS 
Ci 

ne coincident, pour aucune valeur de q, avec
p’q -s/2 ples espaces de Sobolev "généralisés" W - (I - -s’ ’2Lp (1  p  + 00 ) .

s

2. CARACTERISATIONS DES ESPACES DE BESOV PAR L’INTERPOLATION REELLE

Théorème 1 : Soient p, q et s trois nombres réels tels que 1  p  + ~ ,

1  q ~ +00 et s &#x3E; 0. On appelle m un entier vérifiant m &#x3E; s. Alors, pour toute

fonction f E les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(3) il existe une suite e E A q et une suite f k E telles que, pour tout

k ~ 0,

et lorsque IOEI I = m.

Remarques : On peut introduire l’espace de Sobolev W des fonctions u E Lp (]Rn)
2013201320132013201320132013 m

dont toutes les dérivées, jusqu’à l’ordre m, appartiennent à Lp (IRn) , muni de
sa norme canonique; ici 1  p  + ~ . Alors les propriétés des fk sont

f Il  - 2-ks et Il f Il , c. 2k(m-s) . De sorte que As apparaît commek p k k Wp k p,q

l’interpolé réel : 
m

où s = 8m.

Naturellement on peut paraphraser le théorème 1 en introduisant

Akf = f  - fk * Alors f se présente sous la forme de la somme téléscopique

f = fo + 00 ¿ ~k(f) dans laquelle p our
o 

-
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0 ~ 1 et 1  m.

Une telle décomposition de f s’appelle "décomposition de Littlewood-

Paley généralisée". La raison de cette terminologie est la suivante.

On désigne par ~ (p E c 00 (]Rn) une fonction radiale, -&#x3E; 0, égale à 1
- 

0

si 1/2 et à 0 si [il &#x3E; 1 . On pose alors

( ) = (p ( 1) k+l ) - c(), k E ce ui permet d’introduire les deux opérateurs

définis par

On a alors

Une condition nécessaire et suffisante pour que f E ~s est alors que
. D,a

3. LES ESPACES DE BESOV ET LE THEOREME DE LINEARISATION DE J. M. BONY

Rappelons la définition du paraproduit 7 : 3’ (IRn) x ~’ (~), Si

u et v sont deux distributions tempérées, on définit w = 7(u,v) par

On montre sans difficulté que, si u E L (1Rn) , l’opérateur linéaire qui à v associe

est borné sur tous les espaces HS, s E ae, liS etc...
- 

pq

Théorème 2 : Soient n &#x3E; 1 un entier, s &#x3E; n un nombre réel et u : :R n - m une
2 -

fonction appartenant à Alors pour toute fonction F E nulle en 0,

on a
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Remarques : Si F n’est pas nulle en 0, si, par exemple, F est une constante,

(6) ) n’a pas lieu globalement car les constantes n’appartiennent pas à A 2s .
Dans ce cas (6) devient un énoncé local : w appartient localement à A 2s ili 

»

" pp 1,1

La démonstration qui suit est due à R. R. Coifman. On pose, pour alléger

les notations, uk - Sk(u) et vk - uk ~ *

Nous nous roposons de montrer l’existence d’une suite E k E 912telle que l’on ait,
si 0  m (m &#x3E; s/2 )

00 00

En appliquant le théorème 1 aux séries E rkvk et ¿ pkvk on obtiendra le

o o
théorème 2 0 0théorème 2 .

Pour démontrer (7) et (8) nous suivons la méthode présentée dans [3] .
00

Pour alléger les notations, écrivons F’ (t) - F’(0) + G (t) où G E C (JR) est nulle en

0. Posons, pour t E [0,1] , Pk = G(uk + tvk) et qk = Sk(G(u)). Notre propos est donc
d’examiner en quel sens l’opérateur linéaire Sk commute avec l’opérateur non linéaire :
u -~ G(u) de HS dans lui-même.

Proposition 1 : Soient G E C (JR) une fonction nulle en 0 et u E H (3R ) une

fonction à valeur réelle où s &#x3E; n/2. Il existe alors, et m &#x3E; s, une suite

Ek E 51,2 (:N) telle que, si 0 ~ lai m, on ait

Pour démontrer la proposition 1, on commence par examiner le cas a = 0. On observe

alors que, G(u)1!2 ~  k  que,
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de même, G(u) E HS car G(O) = 0 et donc

Si maintenant lai = m , nous allons vérifier (9) en démontrant l’inégalité corres-

pondante pour 2 
. Là encore la première vérifi-

cation est évidente puisque G(u) E Hs . En ce qui concerne la seconde, on a (en

posant uk - 

où la somme est étendue à tous les entiers q &#x3E; 1 et à toutes les décompositions, dans
n n
vn , de a en une somme oc1 + ...+ aq E N ) ; observons que

lall + ... + ta 1 et que seuls sont écrits les 0 de sorte que
q j

1  q  1 .

Cette formule (lorsqu’on explicite les coefficients qui interviennent

grâce aux répétitions ) s’appelle formule de Faa-di Bruno.

Finalement on est ramené à majorer la norme LZ d’un monôme
a 

u On pose alors 
-- 2 

- 

1 a . 1 
et l’on a3 u ° On pose alors Pi = 2013 et l’on a

k k k 
n 

m

On utilise alors l’inégalité suivante

La preuve de (11) n’est pas triviale et nous la renvoyons à la fin de la démonstra-

tion.

Les inégalités (11) impliquent (par l’inégalité de Hôlder) ( 10) si m.

Le cas où 1  m-1 s’obtient par interpolation (ou bien en utilisant

les inégalités évidentes portant sur les normes L2 des dérivées successives d’une
fonction). Le théorème 2 est alors démontré.

Revenons à (11). On doit distinguer trois cas : la.1 + n (2 - - ) &#x3E; s ;
1 1 1 1 J 2 P,
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Dans le premier cas, on écrit uk = u o + vo + ... + vk-1 et l’on utilise l’inégalité

trian ulaire our ma’orer la norme 
P. . 

de 
ot 

De lus l’iné alitê classiquetriangulaire pour majorer la norme L 3 de 3"u . De plus l’inégalité classiqueg p 7 k P g

de S. Bernstein donne

Dans les premier cas, on utilise finalement le lemme évident suivant :

Lemme : Si 91 2 (IN) il en est de même C. r k-i lorsgue 0 r 
. k __.. k 

0 

.
20132013 " " 

0 

’

Les calculs sont alors immédiats et l’on doit, à la fin, observer que

n(1 - 1 ) ~ parce °

J 2 J j m 3 2

a,

Dans le second cas, on obtient 

p~ 
= 0(log(l+k)) ce qui rend

(11) évident et dans le dernier on a une estimation en 0(l).

Théorème 3 : Soient n &#x3E; 1 et N &#x3E; 1 deux entiers, F E 

F = supposons f : IR ...,fN : : IRn--* JR appartiennent à Hs où1 N ’2013201320132013201320132013 1 N 2013201320132013201320132013201320132013201320132013 -

s &#x3E; n Alor s on as &#x3E; 
2 

° Alors on a

où G E A 2s localement.
- ili

La preuve de ce résultat est semblable à celle du théorème 2 et laissée

au lecteur : on écrit la fonction composée comme une série télescopique

et l’on utilise encore la formule de Taylor avec reste intégral.
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4. LES OPERATEURS PARA-DIFFERENTIELS ADAPTES A LA LINEARISATION PRECEDENTE

Supposons toujours s &#x3E; n et posons s = n 4- r. Désignons par
2 2

B r c C (JR n x l’ensemble des symboles O(x) tels que

(14) pour tout ~ fixé, le spectre de x ~ soit contenu dans la boule

lyll 1 1 ll 1 si 1 Tl 1 &#x3E; 1 et cr (x, 1:) = 0 si II: 1 1.
10 

’

Cet ensemble de symboles sert à traiter les termes principaux. Pour

traiter les termes d’erreur, nous utiliserons une autre famille de symboles.

Pour tout r &#x3E; 0, désignons,par r r c x l’ensemble des

fonctions vérifiant

et, plus précisément

Avec ces notations on a

Théorème 4 : Soient T E B . Alors201320132013201320132013201320132013 2013201320132013 i,i :__ 

r 
._.._..._...

Théorème 5 (E. Stein) : Si p(x,E) E r-r et t &#x3E; -r, alors

p(x,D) : est continu.Px,D&#x3E; : H*&#x3E; - est. contlnu.

La preuve du théorème 4 est, en fait, une simple vérification puisque

nous disposons d’une formule explicite nour à savoir

Nous allons vérifier, dans un premier temps que, si 2k  Il ~ 1 ~- 2k+l1
1 où E k E ~2 . Les iné g alités portant sur 1
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00 n 00 n
s’ obtiendront de f açon analogue . On dé s igne par tp E C (HP ) et 1lJ E C 0 (JR) de s

fonctions réelles, radiales, positives ou nulles et telles que

et que le support de soit contenu nl 1. En introduisant cette
3

décomposition de l’identité sous l’intégrale en dn définissant p (x,) , il vient

P(x,~) = a(x,~) + E p.(x~). De façon plus détaillée, on pose
j &#x3E; 0 3

De plus et l’inégalité de Cauchy-

Schwarz fournit . On majore cette

dernière expression, grâce au fait que x t20132013~O(x~) appartienne à Hs(dx) , en

0 (E , 2 ~ s) . 7 n + r, on Ip i (x,~) 1 -- C2 -k(r+l) 2 i e. et l’ on

obtiendrait de même

Il ne reste plus qu’à additionner ces estimations en remarquant que p. - 0 si j &#x3E; k

et à se servir du lemme.

Le terme a (x,~ ) est trivial (comme d’habitude).

La preuve du théorème 5 est une adaptation des méthodes de [5] Chap. II.
00 -k

On se ramène aux symboles réduits de la forme Q (x, ) - a (x) b(2 ) où
o 

.

oo n -r 
- 

-kr 2kjal 2
est nulle au voisinage de 0 et où (x)1I 2 k 1 a 1 ek E 2 ’o x k 00 k k 

( )
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0 ~ m, m assez grand. Alors on utilise le théorème 1.

5. REGULARITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES

Soient n &#x3E; 1 et N ~ 1 deux entiers, F : une fonction

indéfiniment dérivable et considérons l’équation aux dérivées partielles non linéaires

(17) F(x;u(x),..., 3~u(x),...) =0 où 1 Ci 1  m

(et m est effectivement une longueur d’un des multi-indices figurant dans (17))

et où u : est la fonction inconnue.
 ,..

Nous dirons que (x ,~ ) E 3R x est non caractéristique pour
o o

la fonction u si 0. Nous avons implicitement établi une bijection entre
-m o Sa

{ 1, ... , N et les a x vérifiant m de sorte que nous utilisons, par abus

de langage, la notation u pour désigner la " a -ième" coordonnée d’un point de
N a

]R.

Théorème 6 : : Soient s &#x3E; % + m et u E HS (JRn) une solution de ( 17 ) . Alors en

tout point (x , ) non caractéristique relativement à u, u est microlocalement dans
. 

o 0 201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 .

Le théorème 6 s’éclaire en posant s - + m + r, r &#x3E; 0, et en remarquant
2

que le gain de régularité est r (et même légèrement mieux au sens que l’espace

de Sobolev est remplacé par un espace de Besov plus petit) .

La preuve du théorème 6 suit exactement l’algorithme donné par J. M. Bony

dans [1] et en y injectant les estimations améliorées que nous avons obtenues.

On applique d’abord ie théorème 3 à (17). Il vient, si s = s-m,
- 0

Ensuite on pose f = (I -,~) m/2 u e H s a et l’on aidpelle d l’opérateur para-diffé-
rentiel défini par
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Alors le symbole de ~(f) est

où k est l’approximation de l’identité utilisée pour définir le paraproduit1 1 n

(k E L 1 (]Rn) C et k tend vaguement vers la masse de Dirac en 0

quand +00 ).

Ce symbole a la propriété remarquable que

Il en résulte que si p (x 0 ) ~ 0, on a, pour r &#x3E; r 0 (o’(x 0 1 &#x3E; 6 &#x3E; 0.

On peut donc utiliser le théorème 4 pour inverser -le .

Il existe donc Op s 0 tel que1,1

où P est l’opérateur (de symbole classique, homogène de degré 0 en ) de microloca-

lisation et où R E Op . Alors (18) s’écrit (f) = - g et (22) entraîne° 

2s 1,1 2s
Pf + Rf = - °’Ég E 0 (utiliser le théorème de Stein). On a Rf et fina-

2s 
1,1 

’ 

2s +m -m/2 ’
lement Pf A 2s 0 ce qui entraîne Pu E A 2s 0 

+m 

puisque u = A)-m/2 f.
1,1 

q 1,1 
. q

6. OPERATEURS APPARENTES AU PARAPRODUIT

Considérons le disque ouvert 1  1} et l’anneau 0’ des fonctions

f(z) holomorphes dans D . Le premier opérateur de paramultiplication qui a vu le

jour a été inventé par A. Calderôn en 1965 [4] et est un opérateur bilinéaire

7r : (J x 0" -~ (~ déf ini par 7r(f,g) = h lorsque h’ (z) = f ( z ) g’ ( z ) pour tout

z E D avec h(O) = 0. Les espaces fonctionnels utilisés sont les espaces de Hardy

du disque HP(D) , p &#x3E; 0 : f E signifie f E 0- et
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A. Calderon démontre que si 0  p  +00 et 0  q  + 00 et 1 - 1 + 1 , alors
r p q

C(p,q)llf[1 " p Il g Ilq (on a noté II h II 
r 

la "norme" de h dans Hr qui est un espace

de Banach si r ~ 1 et un espace métrique 0  r  1.

De plus, dans ce cadre, le théorème 3 a la formulation très simple

suivante . Si est une fonction entière alors, pour toute fonction

holomorphe f : D - 4l, la fonction composée F(f) est égale au paraproduit entre

F’ (f) et f (à condition d’oublier la constante F(f(O».

En effet si h(z) = F (f (z) ) , on a h’ (z) = F’ (f} f’ . La formule approchée

de Bony est ici une formule exacte. Une autre généralisation du paraproduit est la

notion d’intégrale stochastique que nous présenterons seulement dans le cas discret.

La formule de Bony devient alors la célèbre formule d’Ito.

Soient (Q,(4P) un esnace de probabilité et CL 
k 

une suite croissante de

tribus de Q telle {0,} soit la tribu triviale et que a soit engendrée
0 

1
par la réunion des " Une martingale est une suite f E L1(S) de fonctions £2/-k k k

mesurables reliées entre elles par la relation de compatibilitê :

f k = 3E ( f k est l’espérance conditionnelle de fk+l par rapport à £2l ) . k
On écrit, le plus souvent, fk+1 fk et la condition est alors que la
moyenne de d par rapport à l’ensemble de "toutes les connaissances que l’on
possède à l’instant k" est nulle. 2

L, P) (f I GI, ) . &#x3E;si 
k 2 

C , alors 
k p. s 

f E L P) et 
k 

= JE(f 
k 

"

Dans ce cadre l’opération de paraproduit est particulièrement simple et

consiste à associer au couple (f,g) x L 2 (Q) la fonction h définie, à l’aide
00

des notations ci-dessus, [ g 1(l k ] et

o 
k

d k+1 (g) = g k+1 - gk · On observera que la série définissant h est encore une martin-

gale de carré intégrable.

7. REFE RENCES BIBLIOGRAPHIQUES ET HISTORIQUES

Les espaces de Besov ont été introduits par Besov "On embedding and
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Indépendamment Arne Beurling redécouvrait l’espace de Besov !11/2(IR) comme l’algèbre
2,1 

g

des transformées de Fourier des fonctions f : 1R -~ ~ , , mesurables et telles qu’il

existe un poids w: IR -~ ]0,+oo[ , pair, décroissant sur [0,+ (X)~ , tel que

(jo(0) = li m 

0 

WX) )  4- et que (c (0) + r ae w (x) dx) (Jr 
JR 

 +00. L’inégalité
x 0 

, 

1 IR IR 
n/p n

de Cauchy-Schwarz implique alors f E Ll (:IR) . Les espaces de Besov 
p, 1
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1 ~ p  + -, sont en fait des algèbres, généralisant l’algèbre de Beurling et,

plus généralement s &#x3E; n/p, alors As (]Rn ) est une
~ 

P~~

algèbre.

(Ref. A. Beurling, construction and analysis of some convolution algebras, Ann. Inst.

Fourier XIV fasc.2 (196~)).
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Astérisque n° 57, S. M. F. (1978).


