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XXI.1

§ 1. Nous nous proposons de continuer la description commencée & 1'exposé
22, 1981, de la méthode de résolution de certaines équations non linéaires [4].

Commengons par une liste d'équationset des problémes spectraux
associés. Nous décrirons ensuite un algorithme général de solution.

La premiére est l'équation de Korteweg-de Vries (KAV)

U, +U + 6 UU =0
t XXX X

le probléme spectral associé est
+ U =
wxx (z +U) ¢ (0]

(l'équation s'obtient en vérifiant la condition de compatibilité avec 1'évolution

= + (42 - 2 .
b =0 ¥ ( Dy, )
La seconde traitée par Zakharov-Shabat est l'éguation non linéaire de

Schrddinger
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Le probléme spectral associé est matriciel c'est-a-dire :

(1) ay _ _ (i/2 0 )
ax (zdJ + Q)Y ou J 0 -i/2
o iu
Q= ( u O )
Y o= (lbij) est une matrice non singuliére.

Cette équation est un cas particulier d'équations correspondantes aux

systémes matriciels (décrites en [4] ). Plus précisément il s'agit d'équations

u_ gx
(2) % u(u)

X
ol Lr=91L ¢, g7l [u, [ [ 3_1f,u] dyl] avec u = (u..),
u dx 1 J ij



u, = diag (u) P4 = U - ug et 7—1u = (Xil:—x ) . Le probléme spectral
i J
est le méme que ci-dessus avec
A? o]
J = - (Q =u), Ai #FA, o, 1 #73.
fo) A J
n
L'équation de Benjamin Ono [2]
1 [T £(x)
+ 2 + = ] = . —_— —
(3) Uy uu_+ HU =0 ou Hf v.p - J_m —t dat

est la transformée de Hilbert. Le probléme spectral correspondant est aussi
pseudo-différentiel, c'est-a-dire

(4) i ¢; +z0 - 0) =-uoét on £ = %{f + iHf)

Cette derniére équation qui apparait dans 1l'étude des longues vagues gravitationnelles
entre deux liquides (huile et vinaigre par exemple) est la "limite" d'une
famille remarquable d'équations [6]

ou . 1 du ou

—t T+ — = $ 2
3t 5 9% 2u i 2 cosh (0D)u ayant un probléme spectral

correspondant Qd(D,Z) V(x,z) = ulx) P(x,2z)

(5)

ol nous adoptons la notation pseudo-différentielle

Qs (D/2) £ = J %8 Qﬁ(E,Z>f(£)d£
(6) avec Qa(g,z) =& - z coth20Z + Z(csch 26 Z)e_2(Sg

Avant de décrire l'algorithme permettant la solution de ces équations
mentionnons que cette méthode a été développée en [4] [5] pour traiter le cas
matriciel (2) (ou J n'est pas antihermitienne) et que récemment Ablowitz et Fokas
[3] ont réussi a résoudre (3) suivant cet algorithme (et aussi pas une autre

méthode de linéarisation directe).
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Le schéma général de résolution des équations citées, consiste
premiérement & leur associer un probléme spectral "correct". Deuxiémement la
construction d'un systéme "complet" de fonctions propres VY (x,z) bornées en
x et définissant une distribution tempérée en Z. Troisiémement, comme la

Y

dépendance de l'équation est holomorphe en Z, on trouve formellement que 3%

est encore une solution (distribution) de 1l'équation et doit donc s'exprimer

comme combinaison linéaire des P(x,n) c'est-a-dire :
3
Lé’;‘?_) = { K(x,C,n) VY(x,ndn = K@)
z Iy

ol k est un certain noyau que l'on appelle la "transformée spectrale" de u. C'est
un fait remarquable que lorsque u évolue selon une des équations non linéaires,
citées, k évolue linéairement. (On trouve généralement

K(t,x,&,n) = eitw(x,n,g) k(z,£,n)). Quatriémement il s'agit de reconstruire

U (ou VY) & partir de K, c'est-a-dire de résoudre 1'équation

1 f K@)
= + = +
¥(x,0) =1 5r 1 Jz hop an 1+¢C W)
[ cette derniére équation n'est rien d'autre que le fait que S est une

2miz
. ) : .
solution fondamentale pour YA la constante 1 vient d'une normalisation des

fonctions { .] Formellement la solution est donnée par une série de Neumann

(7) b= (1-0"11

qui converge si l'opérateur C a une norme inférieure & 1 (Autrement le probléme
est assez délicat).

Ainsi 1'équation différentielle est résolue (du moins pour des
conditions initiales suffisamment petites) en suivant le schéma :

u(x,0) — 5 P(x,z,0) — S k(x,&,n,0) K(x,&,n,t)

—

— S U(x,z,t) S u(x,t).

(Le passage de Y & u peut se faire de plusieurs maniéres en particulier on

peut substituer | dans le probléme spectral).
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Remarquons que si l'on pose le probléme général de caractériser

les problémes spectraux scalaires de type
Q(D,2) ¥(x,Z2) = u(x)y(x,2)

pour lesquels les fonctions propres Y peuvent s'exprimer par une série de
Neumann (7). (Ici l'opérateur C agit sur la variable spectrale) nous sommes

conduits a une équation fonctionnelle pour Q
[Q(g +C+ z,z) - Q(‘EIC)] P(ZIC) = Tr((c-:r(:)

, . C. 2 2 .
qui donne (modulo des solutions triviales) Q(£,z) =& - z , et une famille
QG(E,Z) dépendant d'un paramétre qui est donné en (6) et ce sont les seules
solutions de l'équation qui dépendent analytiquement de & ,z . (Ce résultat a été

obtenu en collaboration avec B. Dahlbkerg).

§ 2. Nous décrivons deux cas de maniére plus détaillée.

L'exemple le plus simple correspond au probléme spectral matriciel, voir [4] [5].

(%) & m o+ zla, M =um
dx

A 1 0
ou u = (uij) est une matrice de potentiels avec u,, = 0 J = ‘\
A

o
n

Ai # kj' i #3 . (Laliason entre M et Y de (1) est donnée par m-= ] e_XZJ),

On démontre qu'il existe un ensemble ouvert dense dans L'(R) tel que
si u appartient & cet ensemble alors il existe une solution unique (matrice
fondamentale) W (x,z) de (%) qui est méromorphe en z pour z € €\ I , pour
tout x, et qui vérifie lim W(x,2) = I = 1lim Mx,z).

X - - lz] »

En outre les pdles de ML sont simples et ces différentes colonnes ont
des pbles distincts. La fonction ”ﬁ a une extension continue a la fermeture de
e\ I
Ici I ={z€c¢ Re(>\i - Aj)z =0 pour un couple i,j }

voir [4] .
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oM -

Comme 1l'indique ce résultat 5%2 est une somme d'un nombre fini
de mesures de Dirac (localisés aux pdles) et d'un certain nombre de fonctions
supportées en L correspondant aux sauts de i/ . C'est cette information qui

nous fournit la transformée spectrale de u. Plus précisément si ZV est un

= 3 S‘ - )
rayon de I UV Zv et Qv est la région entre L V-1 et Zv' On écrit
M~ (x,2) = 1lim M (x,2) g€z
z=>
z € Q\)
et MY (x,0) = 1im  M(X,2)
Z -z
Z € Q

v+1

On vérifie que

Mmoo =M e XV e Y gesn

et

xZ .J -xX7Z .J

J J

Res ﬂ%(x,zj) = lim H6(X,2Z)e V(Zj)e .

z 2 2,

Pour certaines matrices vv(g) V(Zj) qui sont uniquement déterminées,
et qui en plus déterminent le potentiel u de maniére unique.

Ici lorsque u évolue selon (2) nous obtenons que

k K
_ t&T -t& g
vv(é;,t) = e v\)(E)e

et
K
tZ$J -tzZz, J
V(Z.,t) =e 9 V(z.)e
J J

(les péles Zj sont stables).
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La construction de u a partir de la donnée de v peut se faire & partir
de (7) lorsque la "transformée spectrale" v est proche de I.

En réalité la situation est équivalente & résoudre un probléme de
type Riemann-Hilbert assez délicat et exige l'utilisation de certaines contraintes
de nature algébrique vérifiée par la transformée spectrale, voir [5].

Notons enfin que l'on peut (comme pour la transformation de Fourier)
convertir une information sur la décroissance de u en régularité de v, de la régula-
rité de u en décroissance de v - I, et réciproquement, voir [5] .

Nous allons esquisser maintenant des résultats d'Ablowitz et Fokas con-
cernant l'égquation de Benjamin-Ono , (3).

Le probléme spectral associé est pseudodifférentiel :

+1 d + +
P -l—'-ax—q) -z2zPyYy =UP Y
00 .
+ ixg 2 . .
ou P f = e £(gdE qui se convertit en
(0]
1 d + + + + +  _+
idx\l)—z(w-l)_P(uw}, Vvo=pP V.
ou encore
+ + +
Y =1+G (uvy)
avec
+ [.ooA ixt
£ = £ .
Gz( ) (%) J (v) ros dt z ¢ ]R+
o
Un calcul simple montre que :
) + ixt + 9 +
<L = —_ >
Y 1] olt)e + G_(u > o) t >0
-1 +
ou olt) = J[e tyt b, (y,thuly)dy , t >0 .
R, . + 0 + N
(ici G_ = 1lim G ) c'est a dire T— Y = o(t) ¢(x,t) od ¢ est la

QL
N

€ » O >0 .t-ig
fonction propre vérifiant :
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¢ = eiXt + Gt(u $)

. s -ixt
Si on écrit @@= e [0) on trouve

@ =1+ J[ Gt (x—y,t—io)e_it(x_y)uw(y,t)dy .

1 + A(@Q)
-1
ou Q= (I -A) 1

ainsi

il a1 0

a -
= O0(x,T) = -(I - A) at

dt

et un calcul simple montre que

-ixT

Ao = :_io J e YT oy, mupdy = B(me X

d T
[ dat

d'autre part on vérifie immédiatement que

1 -ixT ixT

(I-a) Te = v (x,7 - io)e”

En combinant ces calculs on obtient

d + ixt [T XT

9 ytoe o) | Bt e T yTx, 1" - io)ar'

dgf K ( 11)+)

nous avons donc & résoudre

w +
e 2 [ R GD gy
21r1Jo T- z

+
, z € R - io .

Ici la transformée spectrale est donnée par les fonctions a,B qui elles,

évoluent linéairement en t , voir [2].
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Nous terminons en mentionnant que Ablowitz et Fokas ont réussi & traiter 1'équation

de Kadomtsev et Petviashvli en suivant le méme schéma.
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