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1. INTRODUCTION

On présente dans cet exposé quelques résultats récents concernant le
probléme de Cauchy pour les équations de Yang Mills, éventuellement couplées de
fagon minimale & 1l'équation de Klein Gordon. Les équations de Yang Mills (YM dans
tout ce qui suit) ont été introduites eh 1954 et sont maintenant devenues, dans
leur version quantique, c'est-a-dire en principe pour des champs & valeurs
opérateurs dans un espace de Hilbert, l'un des piliers des théories décrivant les
particules élémentaires et leurs interactions. Les équations classiques, c'est-a-
dire pour des champs a valeurs scalaires ou plutdt a valeurs dans un espace de
dimension finie, ont été étudiées surtout dans leur version elliptique, c'est-a-
dire dans l'espace euclidien obtenu & partir de l'espace de Minkowski en rempla-
cant le temps t par it. La raison en est que les solutions classiques euclidiennes
sont en principe utiles pour construire la théorie quantique, par une méthode
de quantification basée sur l'intégration fonctionnelle. Ici on considére les
équations classiques dans l'espace de Minkowski. Ces équations sont hyperboliques
et le premier probléme qu'on peut naturellement se poser & leur sujet est le
probléme de Cauchy. La solution de ce probléme a connu des progrés importants
au cours des deux derniéres années et ce sont ces progrés qu'on va tenter de
présenter. Dans ce but, on commence par introduire briévement quelques notions
qui seront précisées plus loin et qui permettent de faire le point des résultats
établis. On conclura ensuite cette introduction par une présentation élémentaire
des équations elles-mémes, dans l'espoir de les faire apparaitre comme naturelles
a un lecteur non prévenu. Le probléme de Cauchy proprement dit sera traité dans
les sections suivantes.

Les équations de YM sont essentiellement la généralisation non
commutative des équations de Maxwell. Une de leurs propriétés remarquables est d'étre
invariantes par un groupe de transformations de dimension infinie, formé des fonctions
de l'espace temps M = ]grfl 4 valeurs dans un groupe de Lie compact G donné &
l'avance, la loi de groupe étant la multiplication point par point. Pour les
besoins des problémes traités, on impose des conditions de régularité a ces
fonctions, et on prend par exemple BQ(M,G) pour un £ convenable. Ce groupe

est appelé groupe de jauge, et une théorie admettant un tel groupe comme groupe

d'invariance est généralement appelée théorie de jauge. Le cas des équations de
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Maxwell correspond & G = U(1l) (groupe unitaire & une dimension), et les équations
gardent la méme forme (en particulier restent linéaires) si G est abélien. Le cas
de YM proprement dit est obtenu pour G non abelien. les égquations de YM sont
lagrangiennes, c'est-a-dire sont les équations d'Euler déduites d'un principe

variationnel consistant & chercher les extrema de l'action
+
A(\) = J Dix)a™ ik (1.0)
A

dans une partie bornée ) de M. Le lagrangien L(x) est invariant de jauge, ce
qui assure l'invariance des équations.

Pour formuler le probléme de Cauchy, on essaie de mettre les équations
sous la forme

9%—= Tu + f(u) (1.1)

oiu:M 3 (t,x)w—yu(t,x) E:QT est une fonction & valeurs dans un espace vectoriel
Qf de dimension finie, T est un opérateur différentiel & coefficients constants
dans les variables d'espace, et f un terme d'interaction non linéaire, mais d'ordre
inférieur & celui de T. Dans cette étape, on se heurte & la difficulté suivante :
l'invariance de jauge entraine que le systéme de YM est dégénéré, et pour le
mettre sous la forme (1.1), on doit ajouter une équation supplémentaire qui ne
résulte pas du principe variationnel et qu'on peut choisir de fagon assez arbi-

traire. Cette équation est appelée condition de jauge. On considérera par la

suite les deux conditions de jauge qui ont été utilisées pour traiter le probléme
de Cauchy : la condition de jauge temporelle et la condition de jauge de Lorentz
(voir ci-dessous. En termes d'un potentiel vecteur AU , elles s'expriment respective-

Lo O). Le probléme de Cauchy consiste & chercher les

ment par AO =0 et SU A
solutions de (1.1) satisfaisant une condition initiale u(0,x) = uo(x) pour un
u donné. Il est techniquement commode (et traditionnel) de décomposer le probléme
en deux étapes.

- Le probléme local consiste & démontrer l'existence d'un t> o0 (pouvant dépen-
dre de uo) tel qu'il existe une solution (et de préférence une seule) dans
[0,E] x R™.

- Le probléme globdl consiste & démontrer l'existence d'une solution définie
dans M entier.

De méme que 1l'équation de Klein-Gordon, le systéme de YM est hyperbo-

lique et décrit une propagation & vitesse finie. Pour cette raison , la formulation
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précédente du probléme local est & la fois peu naturelle et trop restrictive.

On considérera donc aussi un probléme local généralisé qui exploite mieux 1l'hyper-
bolicité du systéme. En particulier, on cherchera des solutions dans des espaces
locaux, c'est—-a-dire sans aucune restriction sur le comportement & 1l'infini dans
l'espace, et pour des données initiales du méme type.

Pour diverses raisons, il est intéressant de coupler le champ de YM
a un champ scalaire en autointeraction satisfaisant une équation de Klein Gordon,
et il existe une fagon canonique, dite minimale, de le faire (voir ci-dessous).
Pour certaines formes de l'interaction, les solutions statiques d'un tel systéme
en dimension 3 d'espace, sont considérées comme physiquement intéressantes, et
ont été activement étudiées, sous le nom de monopoles. D'autre part, la présence
du champ scalaire assure que le probléme est non trivial (en l'occurrence non
linéaire) méme dans le cas commutatif. La présence de ce champ scalaire n'entraine
aucune difficulté supplémentaire dans les développements qui vont suivre, et on
l'incorporera & la théorie dans une partie de cet exposé.

Les résultats actuellement établis sont les suivants (champ scalaire
inclus). Le probléme local a été traité d'abord dans [9] [12], et tous les auteurs
suivants en ont donné une version comme étape intermédiaire dans le traitement
du probléme global. L'existence de solutions locales est démontrée pour n quelconque
(n = dimension d'espace), en jauge temporelle et en jauge de Lorentz. Les méthodes
utilisées sont en général des méthodes de point fixe. Le probléme local généralisé
a été traité dans [6] (ce traitement n'est d'ailleurs pas propre & YM) avec des
conclusions similaires, du moins si on prend les bonnes équations (la formulation
de [3] est impropre & cette généralisation). Le probléme global a été résolu par
des méthodes d'estimations a priori dans les cas suivants : en jauge temporelle,
en dimensions 1 + 1, 2 + 1 [5,6] et 3 + 1 [4], [2] ; en jauge de Lorentz, en
dimension 2+1 pour G abélien [10] et en dimension 1 + 1 pour G quelconque [7].

De plus il est clair que la méthode de [4] permet de traiter le cas abélien en
dimension 3+1. Tous les résultats de globalisation précédents s'étendent sans
difficultés majeures & la théorie généralisée dans les espaces locaux [6] [7]. Un
cas particulier en dimension 3+1 (solutions essentiellement & symétrie sphérique)
a été traité dané [8]. Parallélement & ces résultats, le probléme global a été
résolu dans [1] en dimension 3 + 1 en jauge de Lorentz sans estimations a priori,

mais pour des données initiales petites et décroissant assez rapidement & 1'infini

(ce qui entraine en particulier que la charge totale est nulle).
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La méthode utilise de fagon essentielle 1l'invariance conforme des équations, et
ne sera pas décrite ici. Dans la suite de cet exposé, on traitera le probléme
local, ainsi que sa généralisation aux espaces locaux, dans la Section 2, en
suivant la référence [6] . On traitera ensuite le probléme global dans la Section 3,
en suivant les références [6] pour les généralités et les dimensions basses et
[4] pour la dimension 3+1 .

Dans la fin de cette introduction on présente les équations de YM
de fagon élémentaire en mettant l'accent sur leurs propriétés d'invariance. Le
lecteur qui connait déja les équations est invité & passer immédiatement a la
Section 2.

L'espace temps de Minkowski est M = IJHq', muni d'une pseudométrique
g. On se place toujours dans un repére ou g est diagonale, on utilise des indices
grecs variant de O a n, l'indice O pour la variable temps (t = xo), et des
indices latins variant de 1 & n pour les variables d'espace. On prend
oo ii
indices, et on utilise la convention de sommation des indices répétés . On note

g =-g,, = 1,g>\1J =0 pour A # U . On utilise g pour abaisser ou élever les

Bu = 3/9x" , si bien que

a2
o=s -A=2 oM.
£ H

3

Soit G un groupe de Lie compact et r : g ~ r(g) une représentation
unitaire de G dans un espace vectoriel & de dimension finie. On note < , > et
| . | le produit scalaire et la norme dans & . Soit ¢ une application (appelée
par la suite champ scalaire) de M (ou d'un ouvert de M) dans & . On considére
d'abord 1l'équation de Klein Gordon avec une interaction non linéaire typique

o + 16129 =0 (1.2)

qui est 1l'équation d'Euler associée au Lagrangien
1 4
£ - <au¢,a“¢> -5 lol™. (1.3)

Il est clair que 1l'équation (1.2) est invariante par G dans le sens suivant. Si ¢
est solution de (1.2) et g € G, le champ ¢' défini par ¢ = r(g)¢' satisfait
également (1.2). On considére maintenant le cas plus compliqué ou g dépend du point
d'espace temps : on se donne une fonction g : M 3 x » g(x) € G, qui définit une
fonction s : M3 x » s(x) = r(g(x)). ¢ étant une solution de (1,2), on définit ¢'

par
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d(x) = s{x) ¢'(x) (1.4)

Il est clair que ¢' satisfait alors 1l'équation

staser + 16012 ¢ =0

ou encore
(3u + s"1<au s))(3u + s-l(aus)) o' + |¢'|2 o' =0

et 1l'équation (1.2) n'est donc pas invariante par la transformation (1.4). On
s'obstine néanmoins & construire un systéme invariant, et pour cela, on introduit
un champ vectoriel, c'est-a-dire une application A : M+~ M*@ 9’ , ot M* est le
dual de M et %} 1'algébre de Lie de G, c'est-&-dire encore une l1-forme AU dx]J sur
M & valeurs dans 9,. Dénotant encore par r la représentation de %} dans & , on

introduit la dérivation covariante

D =293 +er(d_ ) 1.5)
H M H (

ol e est une constante de normalisation réelle ayant la signification physique

de la charge électrique élémentaire, et on remplace 1l'équation (1.2) par 1l'égquation
modifiée

DuDu(b + 16129 =0 (1.6)

On voit alors que cette équation est invariante par le changement de ¢ en ¢
défini par (1.4) pourvu qu'en méme temps on change A en A' défini en chaque point
par
-1 1 -1
A' = A + = 3. g). 1.7
u g u g s 9J ( u g ( )

Autrement- dit, 1l'équation (1.6) est invariante par le groupe des fonctions de M
dans G guffisamment réguliéres, par exemple EZQ(M,G) pour un £ convenable), la
loi de transformation des champs étant donnée par (1.4) et (1.7). Ce groupe est

appelé groupe de jauge, et les transformations correspondantes, transformations de
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jauge. L'équation (1.6) est 1l'équation d'Euler pour ¢ associée au Lagrangien

sﬂs=<DU<b,D“¢>——§-l¢l4 . (1.8)

Elle décrit la dynamique d'un champ scalaire dans un champ de Yang Mills extérieur

(dans un champ électromagnétique extérieur si G = U(1)).

La loi de transformation (1.7) est un bon point de départ pour é€tablir
le contact avec la structure de géométrie différentielle sous-jacente. Soit a
un espace fibré principa; de base M et de groupe G, et W une connexion sur .
A chaque section 0 de 03 , W associe une 1-forme AU de sur M a valeurs dans f;
et (1.7) est simplement la loi de transformation de cette 1-forme par le changement
de section 0 —»0' défini par O0'(x) = 0(x)g(x). Le champ de YM défini par A
modulo les transformations du type (1.7) s'identifie donc naturellement avec une
connexion sur un fibré principal de base M et de groupe G. Cette structure joue
un rdle important dans 1l'étude des solutions euclidiennes des équations de YM, mais

elle n'est d'aucune utilité ici et ne sera plus mentionnée dans les sections suivantes.

On veut maintenant compléter 1l'équation (1.6) par une équation décrivant
la dynamique du champ vectoriel A et généralisant les équations de Maxwell corres-

pondant au cas G = U(1l). Pour cela, on remarque que

[DA’Du] = e r(F) ) (1.9)
ol FXU est le tenseur antisymétrique a valeurs dans f; défini par
= - + . .
F)\u BAA aqu e[A)\,Au] (1.10)

Ce tenseur généralise le champ électromagnétique, le commutateur étant absent dans

le cas abélien. Du point de vue de la géométrie différentielle, la 2-forme

1 A ;
5 F>\1—l dx A dxu' est la forme sur M associée & une section ¢ de P par la forme

de courbure = dw + %-[w A w] de la connexion w . Par transformation de jauge

(changement de section), DA se transforme selon DAP———,D' =g 1DA s par

A

construction. Il n'est donc pas surprenant que F se transforme en chaque point par

la représentation adjointe de G :

Fkuh—e»Fiu =g g. (1.11)
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En particulier F est invariant de jauge dans le cas abélien. Les équations de
Maxwell, correspondant au cas ou G = U(1), sont les équations d'Euler associées au

Lagrangien
% = Lp MW (1.12)

Dans le cas général, on suppose définie sur f} une forme hermitienne positive non
dégénérée, qu'on notera encore <. , .> , invariante par la représentation adjointe
de G. Pour G semi-simple, on peut prendre la forme de Killing sur %?. Pour G abélien,
n'importe quelle forme hermitienne positive non dégénérée fait l'affaire. On généra-
lise (1.12) en prenant
1 AU
= - = <F F > 1.1

£YM 4 “hu ' (1.13)

qui est invariant de jauge par construction. Les équations de YM sont les équations

d'Euler associées au Lagrangien (1.13). Elles s'écrivent
DAF =0 (1.14)

ou la dérivation covariante agissant sur les fonctions & valeurs dans %? est

définie par

D = 3 +ead@d) = 93 +el[a ,.1 . (1.15)
U U U H |V

Les équations de YM et de Klein-Gordon couplées sont les équations d'Euler associées
au Lagrangien égs + i%M =% . Ce Lagrangien est invariant de jauge par construction
et il en est de méme des équations. C'est ce systéme d'équations qu'on va étudier dans

les sections suivantes.
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2. LE PROBLEME DE CAUCHY LOCAL

On rappelle que G est un groupe de Lie compact, é? son algébre de
Lie, <. , .> une forme hermitienne positive non dégénérée sur %} invariante par
la représentation adjointe. Le champ de YM est une application A : M M ® gf ’
F est défini par (1.10). & est un espace vectoriel hermitien de dimension finie,
dont le produit scalaire est encore dénoté par <. , .>, et ol agit une représenta-
tion unitaire r de G. Le champ scalaire ¢ est une application de M dans CF’.
La dérivation covariante est définie par (1.5) et (1.15) respectivement pour des
fonctions & valeurs dans CF et dans %%. On se donne en outre une fonction
V € %51(153]R) avec V(0) = O, qui décrira l'autointeraction du champ scalaire, et
on considére le systéme des équations d'Euler associé au Lagrangien invariant de

jauge
6 = - L My, < Ho> - 2
2 F)\u ,F Du(b ,D 0 vilel™). (2.1)
Les équations sont

K =DF +J =0 (2.2)

(2.3)

I
(@)

L = DuDu(b + ¢v'(|¢12

*
ou J“ (1'analogue du courant électromagnétique) est l'application de M dans M &7%3

définie par :
VCE ‘9 ,  <C,3> =2 Re <Du¢ ,x(C) > (2.4)

Le premier travail est de choisir les variables dynamiques composant u et de
mettre ce systéme sous la forme (1.1). Ce choix comporte beaucoup d'arbitraire.
Il est commode d'utiliser le formalisme du premier ordre, c'est-&-dire de choisir
u de fagon que T soit un opérateur différentiel du premier ordre. Pour cela, on
prend comme variables les Aj (1 <3j<n), Fku (O< A,u<n), ¢ et wu(o < y <n),

ou wu = DU¢ . Les équations d'évolution pour ces variables sont

A, =DA + F | .
o] jo oJ (2.5)
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p°F = -DF . - 4. (2.6)
oj kJ 3
Dy = Doy = PiFox (2.7)
D¢ = wo (2.8)
Dowo =- Djwj -6 v (1617 (2.9)
Dowj = Djwo + er(Foj)¢ (2.10)

L'équation (2.5) est la composante (0,j) de (1.10), (2.6) est la composante j de
(2.2) et (2.7) est la dérivée par rapport au temps de la composante (kj) de (1.10),
modulo (2.5). (2.8) est la définition de Y , (2.9) est la répétition de (2.3), et
(2.10) est la dérivée par rapport au temps ge la définition de wj' modulo (2.5).

Le systéme (2.5)-(2.10) ainsi obtenu est incomplet pour plusieurs

raisons.
(1) On n'a pas incorporé les définitions de ij et wj'
.= - . + .
ij akAj BJAk e[Ak,Aj] (2.11)
. =D, 2.12)
wj 3¢ (

mais seulement leurs dérivées temporelles sous la forme (2.7) et (2.10). On doit
donc imposer en outre (2.11) et (2.12) comme contraintes sur les données initiales.
Grace aux équations (2.7) et (2.10), ces contraintes seront préservées par
1'évolution et donc satisfaites pour toutes valeurs du temps par les solutions

de (2.5)-(2.10).
(2) On n'a pas incorporé la composante O de (2.2),

K =0 (2.13)
On impose donc cette condition comme contrainte sur les données initiales, et on
doit alors s'assurer qu'elle est préservée par l'évolution. Ce dernier point

résulte de l'invariance de jauge du systéme. Cette invariance entraine en effet

que la dérivée variationnelle de l'action (1.0) dans une direction dans 1l'espace



XIII.1O0

des champs correspondant a& une transformation de jauge infinitésimale est iden-
tiquement nulle, et par conséquent on s'attend & ce que les équations d'Euler
(2.2)-(2.3) ne soient pas indépendante. Effectivement, (2.3) entralne que DUJu =0

et par suite que

A ] =o0 (2.14)

[F ,FAU

e
D K =DDF = -
u AU 2
En particulier, les équations (2.5)-(2.10) entrainent que Kj = 0, donc DOKo = 0,
ce qui assure la préservation de la contrainte (2.13) par 1l'évolution. Dans le cas
des équations de Maxwell (G = U(1)), la contrainte (2.13) est simplement la

loi de Gauss div E = Jo' E étant le champ €lectrique et JO la densité de charge.

(3) En raison du phénoméne précédent, on a perdu une équation. On voit

effectivement que le systéme (2.5)-(2.10) contient explicitement Ao pour lequel

on n'a pas d'équation d'évolution. Pour mettre ce systéme sous la forme (1.1)

on doit ajouter une équation supplémentaire. Le choix de cette équation, appelée

condition de jauge, est assez arbitraire. Les deux conditions qui ont été utilisées

dans 1l'étude du probléme de Cauchy sont la condition de jauge temporelle Ao =0 et

la condition de Lorentz BUAU = O. Dans le premier cas, u est formé des variables

déja choisies et le systéme (1.1) coincide avec (2.5)-(2.10) simplifié par le

fait que Ao = O (en particulier DO = 80). Dans le second cas on inclut en outre

Ao dans u, et le systéme (1.1) consiste en (2.5)-(2.10) et la condition de Lorentz
%JAU = 0, qui sert d'équation d'évolution pour AO. Dans les deux cas, l'opérateur

T et l'interaction f se lisent directement sur les équations. En particulier, £

est quadratique, & l'exception possible du terme ¢V', et ne contient pas de

dérivées. Dans les deux cas, on doit imposer les conditions (2.11)-(2.13) comme

contraintes sur les conditions initiales, ces contraintes étant préservées par

1'évolution.

Dans toute la suite de 1l'exposé, on considére seulement la condition
de jauge temporelle, qui est beaucoup mieux adaptée au probléme de Cauchy que la
condition de Lorentz. On renvoie & [7] pour un traitement de cette derniére.

Le systéme étant maintenant mis sous la forme (1.1), le traitement
du probléme de Cauchy se fait par une méthode classique. On définit le groupe

libre

U(t) = exp(tT) (2.15)
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et on met le probléme de Cauchy sous forme de 1l'équation intégrale

t
u(t) = U(t)uo + J dt u(t - Df(u(m)) = [s@)] (v) (2.16)
o
On cherche ensuite un espace de Banach X de fonctions de x € R et un €t > 0
tels que la situation suivante soit réalisée. Soit I = [0,t]. 6 (1,X) est un

espace de Banach avec la norme

Mull = sup llu(t)llX . (2.17)
t€1I

Pour p > O, soit B(I,p) la boule de centre O et de rayon p dans ?g(I,X). Soit
ug € X tel que U(.)uo € B(I,p) pour un p > O. On veut assurer que l'opérateur
S applique la boule B(I,2p) dans elle méme et y soit strictement contractant,
par exemple

lis) - sl < Zillu - il (2.18)

N =

pour tous les u,v € B(I,2p). Si cela est vrai, un résultat classique assure que
l'équation (2.16) a une solution unique dans B(I,2p), et par un argument supplémen-
taire, la solution est unique dans ®B(I,X). Bien entendu, on n'espére réaliser
(2.18) que pour t assez petit, et dépendant en général de p .

Un choix de X adapté au probléme présent est l'espace X = 3@3 (k

] ccs s n
entier 2> O convenable) des u définis dans R et pour lesquels

2= 2 O 1% 12 < w (2.19)

a:lal<k o

2
”u”X

ol 0O est un multiindice, 0 indexe les composantes de u correspondant au choix

2
L (155 . 9€k est une somme

fait plus haut, et |. H2 désigne la norme dans L2
directe d'espace de Sobolev usuels. On voit facilement que dans ﬂék, U(.) défini

par (2.15) est un groupe borné & un paramétre satisfaisant l'estimation
loul < pe) ull (2.20)

k
avec M(t) =1 + |t| pour tout u e , et que f est lipchitzienne pour V assez

- . n . . . .
régulier et k > [Eﬂ + 1, et satisfait une estimation du type



XIII.12

e - £l < BPE)lu - vl (2.21)

pour tous les u, v € 1§ tels que llull £ p, vl < p. Ces deux propriétés
permettent d'assurer (2.18) pour t assez petit et conduisent au résultat d'exis-

tence locale suivant.

+
@ﬁ 2

+
Proposition 2.1 : Soit k =[%]+1,V€ (R ) etuo€ﬂ§.AkmsileMSm
- - = k
t > O (dépendant de uo) tel que (2.16) a une solution unique dans B(-t,t1, ).
Si de plus ug satisfait (2.11)-(2.13), alors u(t) satisfait (2.11)-(2.13) pour

tout t € [-t,t].

On peut également établir par des méthodes classiques des propriétés
de régularité supplémentaires des solutions de (2.16) si u et V sont suffisamment
réguliers, et des propriétés de continuité des solutions par rapport aux données

initiales.

On présente maintenant dans la fin de cette section une théorie
généralisée du probléme local dans des espaces locaux. Cette généralisation n'est
pas propre au systéme de YM considéré ici, et s'applique a une large classe de
systémes hyperboliques décrivant une prepagation & vitesse finie. Elle est particu-
liérement souhaitable dans le cas présent pour au moins deux raisons. L'une est
que la contrainte elliptique (2.13) conduit & des effets de longue portée qui
peuvent interdire aux données initiales d'étre dans des espaces globaux comme ng.
Par exemple, pour n = 2, la loi de Gauss div E = JO entraine que E ~ Clxl_1 a
1'infini si la charge totale n'est pas nulle, ce qui exclut que E € L2. La
situation est encore pire pour n = 1. L'autre raison vient de l'intérét de cas
comportant par exemple une interaction V = - I¢I2 + %-I¢l4 ayant un minimum pour
I¢l = 1, et dans lesquels on cherche des solutions pour lesquelles |¢] -1 a

1'infini , ce qui exclut que ¢ € L2.

On aura besoin des notations suivantes. Pour toute boule ouverte

0 = B(x,R) de centre x et de rayon R dans R et tout t € R, on note
Qi(t) = B(x,R z|tl), (2.22)

avec la convention que B(x,R) = @ si R < 0. Pour tout ouvert  cC Ifl, on note

k
Y D) l'espace des u définis dans §} et pour lesquels (cf. (2.19))
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2 o 2 .
IIulIQ = Z: ZH 10 uOIII2’Q< , (2.23)

a:lol<k o

s 2
oua |l .|l 2.0 désigne la norme dans L (). Pour tout ouvert Qc IRn , on note
, 3
rQ l'opérateur de restriction & §, c'est-a-dire de multiplication par la
fonction caractéristique de (). Pour tout ouvert QO < r" , on note %k ()

loc

l'espace (local) des u définies dans ) et tels que r_ u € %k (') pour tout

QI
ouvert ' cc , c'est-a-dire & fermeture compacte contenue dans § . Si
k
u € %loc(m et Q' ccQ , on note ||u|IQ, = | rQ,ull , en accord avec (2.23). Enfin,

on note %];OC(]RH) = %toc .

La propriété de propagation & vitesse finie par le groupe libre
(plus précisément & vitesse constante, égale & 1 dans les unités naturelles
. . . . k
choisies ici) s'exprime par le fait que pour tout u € %loc' toute boule § < rR"

et tout t € R, U(t) satisfait la majoration

(2.24)

IIU(t)uIIQ < u)lull

Q, (t)
D'autre part, l'interaction f est locale en ce sens que pour tout u € %];oc et
tout ouvert Qc r" ,

f(rQu) = rg f(rQu) . (2.25)
Ces deux propriétés suggérent que, si u est une solution de (2.16) et 0  une

boule ouverte de ]Rr1 , alors r u(t) ne dépend de uo que par l'intermédiaire de

Q

rQ (t)uo' et en particulier ne dépend pas du comportement de uo a 1l'infini. On
va alors chercher des solutions de (2.16) dans le sens décrit ci-dessous (on

se limite au temps positif. Pour un systéme comme celui considéré ici qui a

de bonnes propriétés par renversement du temps, le probléme pour le temps négatif
se traite de la méme fagon). On appelle galette tout ensemble ouvert [ de

+
R x R tel que, si (t,x) € T , alors

{(t',x") :0<t'<t, |Ix-x'"|<t-t'}cTl. (2.26)

Autrement dit, si [ contient un point (t,x), ' contient aussi tous les points

susceptibles de l'influencer. Une galette peut également étre définie au moyen

n

. +
d'une fonction Yy : R -+ R telle que ly(x) - Y(x'")| < |x - x'| pour tous

les x, x' € ]Rn , par
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I ={(t,x) : 0<t< y(x1I}. (2.27)

Il est clair qu'une réunion quelconque et une intersection finie de galettes
+
sont encore des galettes. Pour toute boule ouverte Q c Ifl et tout t € R ,

on définit le tronc de cdne (qui est aussi une galette)
r@,t) = {(t',x') : 0<t'<t et x'€Q (t"}. (2.28)
Pour toute galette I , on définit les sections horizontales par
r(t) = {x € R" : (£,x) €T} ; (2.29)
Ce sont des ouverts de Ifl.

Soit maintenant [ une galette et t = Sup {t : [ (t) # #} , et soit
k
ug € ggloc(F(O)). On appellera ?G?oc—solution de (2.16) dans T un ensemble de
couples (t,u(t)), O < t < t , tels que

- 4k
(1) pour tout t € [0,t), u(t) E'Xaoc(T(t)),
(2) pour tout t € [0,t) et toute boule ouverte  cc I (t),

rqut.) € B(lo,t], & @),
(3) pour tout t € [O,E) et toute boule ouverte Qcc I'(t), la relation suivante

est satisfaite

t
r u(t) = -
Qu ) rQU(t)uO + Jod'erU(t T f(u(T)). (2.30)

Il résulte de (2.24) et (2.25) que (2.30) ne fait intervenir u que
par l'intermédiaire de sa rextriction a f?§:7¥37E3, qui est contenu dans T
par définition. Il est clair que si T et T'' sont deux galettes, I < I', et
u une 7étoc-solution de (2.16) dans TI', alors u a une restriction naturelle & T

qui est une -solution de (2.16) dans T .

loc
Pour traiter le probléme de Cauchy local généralisé, on utilisera

le fait que 1l'interaction f satisfait une condition de Lipschitz locale, a

savoir que pour toute boule ouverte Q < Ifl, tout p > O et tous les u,veE g@i
oc
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tels que llull Q <p et vl Q <p,
Il £(u) - f(V)lIQ < B(Q,p) llu - vllQ . (2.31)
Si le groupeAlibre U satisfait (2.24) et si l'interaction satisfait (2.25) et

(2.31), on peut alors établir pour l'équation (2.16) les résultats d'unicité et

. . k .
d'existence suivants. D'une part, si u, et u, sont deux jﬁloc-solutlons de

(2.16) dans deux galettes P1 et F2 ei si lis données initiales uo’1 et uo'2
coincident dans Fl(o) n F2(O), alors les restrictions de u, et u, a Fl n T2
coincident. D'autre part, si ) est un ouvert de IJI et uoéfggkoc(ﬂ), alors il
existe une galette I' telle que T (0) = Q et une (unique) Q@loc—solution u de
(2.16) dans I' . Cette solution est construite de la fagon suivante : pour toute
boule Q' ccq , on définit ué € ﬂék,ué 4 support compact, tel que To, U =

= o, ué . . La proposition 2.1 assure l'existence d'une solution u' de (2.16) avec

donnée initiale u' dans une bande [O,t(2")] x R® , et la restriction de u' a
T{Q',t(QR")) est une 76§oc—solution de (2.16) dans T@",t(Q')). Il ne reste
plus qu'a recoller, gridce au résultat d'unicité précédent, toutes les solutions
partielles associées ainsi aux boules ' < < (). Dans le cas considéré ici, on

obtient le résultat suivant.

+ +
Proposition 2.2 : Soit k = [%] + 1, VE ek 2(]l!i ), § un ouvert de ]Rrl et

u06%]{00(9)' Alors il existe une galette I' avec I'(0) = et une unique ggtoc—
solution de (2.16) dans T . si u satisfait les contraintes (2.11)-(2.13) dans

2 , alors u(t) satisfait ces contraintes dans I'(t) pour tout t.

La théorie précédente est d'une grande flexibilité pour 1l'étude

du probléme local. Elle permet de considérer des données initiales uo€ %ﬁoc qui

=

explosent arbitrairement vite a l'infini. Dans ce cas, on s'attend & ce

que la galette d'existence [' s'aplatisse rapidement & 1l'infini. Inversement, si
ug tend vers zéro a l1l'infini (par exemple, avec § = B(x,R), si IluollQ - O quand

| x| - o a R fixé) on s'attend & ce que la galette T s'épaississe & 1l'infini,
et on peut relier sa vitesse d'épaississement & celle de la décroissance de
||u0||Q Un cas extréme est celui ol uO est & support compact, par exemple contenu
dans la boule B(O,R). On obtient alors pour [ la réunion d'une bande [O,E)XZIRn

et de l'extérieur |x|] > R+ t 2 R d'un céne s'appuyant sur .
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A temps

I'(t)

]

F\\\\ espace
\ .

—>

N

Q+(t)
F(Q+(t),t)

Figure illustrant les différentes définitions introduites 4 la fin

de la Section 2 .
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3. LE PROBLEME DE CAUCHY GLOBAL

Pour démontrer l'existence de solutions globales du probléme de
Cauchy dans l'espace global %k, plus précisément de solutions u € 8(]R, %k) de
1l'équation (2.16) pour des données initiales uo €9@<, il suffit, par un argument
classique, de montrer qu'une solution quelconque u € ?5(1,95k), ol I est un
intervalle de R contenant l'origine, admet pour tout t € I une estimation a

priori dans 9@‘ en termes des données initiales, de la forme
fTu)l < hit,l uOII) . (3.1)

L'essentiel de la démonstration, esquissée dans cette section, consiste donc a
obtenir une telle estimation.

Pour démontrer l'existence de solutions globales dans 1l'espace
local %];.oc' plus précisément de solutions u € B (R, %]]{.oc) pour des données
initiales u E‘%ﬁoc' on voit assez facilement qu'il suffit en outre d'obtenir
cetteestimation sous la forme locale suivante : soit ug € 2@?00 et u € 13(1,5ﬁ§oc)
une solution de (2.16). Alors, pour toute boule Q < Ifl, u satisfait une
estimation de la forme

lace)l g < B (t.Q, lu | ). (3.2)

(%)

Une telle estimation permet en effet de montrer que pour toute boule {i= B(O,R),
1'équation (2.16) admet une (unique) Egtoc—solution dans la galette rqQrR-1),
et on obtient la solution globale cherchée (pour t 2 0O) en recollant gréce au
résultat d'unicité les solutions partielles ainsi obtenues pour une suite croissante
de valeurs de R tendant vers 1l'infini (un argument symétrique vaut pour t négatif).
On renvoie & [6], Proposition 5.3 et [7], Proposition 4.4 pour deux exemples
de cette démonstration. Toutes les estimations décrites ci-dessous, et plus
généralement celles de [4] , [6] , [7], sont localisables au sens de (3.2) et
permettent donc de globaliser dans des espaces locaux. Dans la suite de 1l'exposé,
on se limitera 4 la démonstration des estimations sous la forme globale (3.1).
On continue & se limiter au cas de la condition de jauge temporelle

Ao = 0, et on rappelle qu'on doit controler dans ce cas les composantes de F
wU

'

d'écrire la conservation de 1l'énergie

P T
k
' Aj et ¢ dans H (k = [%] + 1 ). La premiére étape de l'estimation est
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2 2 2
NN 2||w|12+Jf ax V(1612 . (3.3)
A <u po M
(Pour alléger 1l'écriture, on omet les barres simples |.| dans les normes |l .| ).

On voit facilement en utilisant les équations que BOEO = 0. Il en résulte en

particulier, dans le cas répulsif, c'est-a-dire pour V = O, que F et  sont unifor-
- 2 o . . <

mément bornés dans L . Par intégration, en utilisant (2.5) et (2.8), on en déduit

qu'il en est de méme de A et ¢ dans tout intervalle borné :

||A(t)||é < IIA(O)I12+ \/ZEO t (3.4)
II<15(t)II2 < l|d>(0)||2+ v‘Eo“ t . (3.5) .

Ces résultats admettent une généralisation au cas d'unV non partout positif, mais

satisfaisant une minoration V(p) = - a2p . Ils sont valables pour toute valeur de n.

Pour simplifier 1l'exposé de la suite des majorations, on se limite
maintenant au systéme de YM seul, et on laisse de c6té le champ scalaire. L'inclusion
de ce dernier ne présente pas de difficulté supplémentaire et s'effectue par une
extension immédiate des mémes méthodes.

L'étape suivante consiste & contrdler les dérivées premiéres de F dans
L2. Pour cela, il est commode d'exploiter l'invariance de jauge de la théorie en

contrélant d'abord les dérivées covariantes, et on introduit la quantité invariante

de jauge

(3.6)

Sie=0 (cf£. (1.5), (1.9), (1.10)), les équations de YM se réduisent
aux équations de Maxwell, les dérivées covariantes aux dérivées usuelles, et E1 est

invariant par 1'évolution. Pour e # O, E1 cesse d'étre invariant mais dans sa

dérivée 30E1' les termes d'ordre O en e, qui sont de la forme O(D3F2), c'est-a-
dire avec 2 champs et trois dérivées, disparaissent, et il reste seulement des

3
termes d'ordre O(e D F ), résultant des commutateurs de type (1.9). Plus précisément
oJ

E —o | Uk _ ij . ok
9 1 e de {<DkF ,[F 'Fuj]> <DkF R s I D (3.7)

1]
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On estime le second membre de (3.7) par les inégalités de HOlder et de Sobolev.

Il est important de remarquer que ces derniéres, par exemple
(0] 1-0
el < clorll ) IRl (3.8)
q 2 2

avec 1/q = 1/2 - o/n , 0 <o <1 , sont valables indifféremment en dérivées

usuelles ou en dérivées covariantes, grdce a la remarque
0 IFI2 = 2 Re<F, D F> (3.9)
U u
qui entraine
3 IFl < |Ip_ F| . (3.10)
H H
On obtient ainsi

2
<
I80E1| < C||DF||2 IIFII4

1+n/2 2-n/2
< clipsl 12 g2
2 2
<c E1/2+n/4 Ei—n/4 . (3.11)

En particulier pour n = 1,2, le dernier membre de (3.11) est sous-linéaire en

E,, ce qui entraine par 1l'inégalité de Gronwall que E, est contrdlé pour tout t en

1
fonction de u,- Par exemple, pour n = 2,

1

El(t) <E1(O) exp (C \/E':t) . (3.12)

Pour n = 3,4, le dernier membre de (3.11) augmente plus vite que linéairement en

=

El' et (3.11) ne suffit pas & contrdler E1

différemment, on peut cependant estimer BOE

. En appliquant les inégalités de Sobolev
ar
1 b

13 E, | <C|IDF||2 IrFll < cEe,_IFI , (3.13)
o1l 2 n 1 n

. . . . . p n ~
si bien gu'une estimation indépendante de F dans L permet de contrdler El. On verra
plus loin que pour n = 3, on peut obtenir en fait une estimation a priori

[ee]
beaucoup plus forte, en l'occurence une estimation de F dans L. , qui entraine donc



XIII.20

une estimation a priori de E1 dans ce cas.

E1 étant contrdlé, on poursuit les estimations de la fagon suivante.

2
Pour n= 2, on a k2 2, et on doit estimer les dérivées secondes de F dans L . Pour

cela, on considére d'abord la quantité invariante de jauge

2
h) Y IID. D, F, |l
k.8 A<u k"2 Au 5 (3.14)

N
N[

On voit comme précédemment que

2
|80E2| < C Jr dx |< D°F,[DF,F]>|
2
< CclIp FII2 Il F DFII2 ' (3.15)
et on en déduit facilement une estimation de |30E2| sous-linéaire en E2 pour E1

donné si n < 4. En particulier, un contrdle a priori de E1 entraine un contrdle

a priori de E_ pour n < 4.

2

Une fois estimées les quantités invariantes de jauge Eo' E, (pour

1

n=1,2,3) et en outre E, (pour n = 2, 3), il reste & estimer dans L2 les dérivées

2
premiéres de A (pour n = 1,2,3) et en outre les dérivées secondes de A (pour n = 2,3),
et 4 remplacer dans les estimations de F les dérivées covariantes par des dérivées
usuelles. Ces estimations se démontrent par des méthodes analogues, et ne présen-

tent pas de difficultés en jauge temporelle. Par exemple, on déduit de l'identité
1 K, [ k3
9 {= [(dx <3™Aa’, 9.2, >} = dx <9 2. F >
0 {2 J 0 kK j } ] ¥ ATroy oj
que pour n < 4,
A < P + D
80 I'a II2 Il D II2 CIIAII4 I FII4

/ 1-n/4

< n/4
Il DFII2 + c(IIDFII2 Il BAIIZ) (IIFII2 IIAII2)

. - . - 1. "
qui entraine manifestement le contrdle de A dans H si on contrdle EO et E1 .

En résumé, on obtient l'estimation cherchée (3.1) pour 1 < n < 3.
Une étape importante est l'estimation de E, qui résulte, pour n = 1 et 2, des

1
considérations précédentes, et pour n = 3, d'une estimation indépendante de F dans



XIIT.21

o0}
L , qu'on décrira plus loin. On énonce dés maintenant le résultat final, en y

incorporant le champ scalaire, avec des hypothéses appropriges sur V, et 1l'exten-

sion de la théorie aux espaces locaux.

+ +
Proposition 3.1 : Soitn =1, 2 ou 3, k = [521-] + 1, VE @k 2(]R ) satisfaisant

Vip) = = a2p et en outre, pour n = 2,3, la condition
V' (@) 1+ p V" (p)] < b1 + o) (3.16)

avec O <K p < ®® pourn=2et OSp< 2 pour n = 3. Soit ug € gﬁioc satisfaisant

les contraintes (2.11) (2.13). Alors l1l'équation (2.16) (correspondant a la
jauge temporelle Ao = 0) a une solution unique u € B(IL Zétoc), et u(t) satisfait

les contraintes (2.11) - (2.13) pour tout t € R.

Dans la fin de cette section et en se limitant de nouveau pour
simplifier au cas de YM pur, on va décrire la démonstration [4] de 1l'estimation
de |Fll, qui est essentielle pour contrdler E, en dimension n = 3. Cette estima-
tion utilise trois ingrédients.

(1) 1la représentation explicite du groupe d'évolution associé & l'équation des
ondes pour n = 3, qui permet d'exprimer les solutions de ce type d'équations au

moyen d'intégrales sur le cbne de lumiére passé.

Iy

(2) 1l'invariance de jauge de la théorie et plus précisément de la quantité IF>\u
qui permet d'estimer cette quantité en chaque point dans une jauge spécialement

adaptée a ce point.
(3) 1la conservation de 1l'énergie impulsion utilisée dans des cdnes.

On remarque tout d'abord en appliquant les équations du mouvement

que F satisfait 1'équation

\% Vv
D D FXU = 2e[FXv ,Fu ] (3.17)
Cette équation est du type
ov = w = - 2 e BU(AUV) + e(Bu Au)v - ezAu Auv + W (3.18)
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oll v et w prennent leurs valeurs dans un espace ol agit une représentation de

G et de f}, et en identifiant Au , Bu AU , etc, avec leurs représentants. Ici,

v = qu et W est le second membre de (3.17). Une telle équation avec conditions

initiales v(0) = v BOV(O) = Go , se résoud pour t > O par
-1 . .
v(t) =coswt v + w sinw t v
o o
[t -1
+ J datr w sin w(t-T) w(T) (3.19)
o
N 1/2 . . . -1 )

oia w= (- A4A) . En dimension n = 3, l'opérateur W sin wt est la convolution
en x avec la mesure (47 t)_1 §(lxl - t). On va partir de l'équation (3.19) pour

o0
estimer v(t) dans L en faisant une estimation de v(t,x) en chaque point. Pour
simplifier 1'écriture, on change l'origine et on la raméne au point ol on veut
. : o1s . s sas . O
estimer v, si bien que le plan des données initiales devient le plan x = -t.

L'équation (3.19) devient

2 .
v(0) = J i;g [(-x°0 + x79. + 1)v] . (3.20)
X © * x| = t = -x
3
+ [ d x w(- Ix],x)

JB(t) 4m |x|

oi X est la sphére unité dans Ra, 0 le point générique de I , dZG la mesure

de surface sur I,x = |x|0 le point générique de 153, de coordonnées {xi} , et
B(t) = B(O,t) la boule de centre O et de rayon t dans 153. Le premier terme du
second membre est la contribution des données initiales, et on doit estimer la
contribution de w. La partie la plus dangereuse de w est la divergence BU(AUV), qui
contient des dérivées de v. Par un calcul élémentaire (avec une intégration par

parties) on obtient

2
_ do _ .0 i u
v (0) Jz e [(- % DO + x D, + 1)v +ex Auv]lxl —t = —x°
: 3
+2e } d x [1-x%)%x" a v]
B(t) ATlx| ° Mo x|

+ autres termes (3.21)
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ol les autres termes sont la contribution & (3.20) des trois derniers termes de
(3.18).
On utilise maintenant l'invariance de jauge. Pour estimer, en un

point, |v| , c'est-a-dire |F , qui est invariant de jauge, on effectue une

Aul
transformation de jauge qui rend A particuliérement simple par rapport & ce
point. La condition de jauge utile ici, qui est suggérée par (3.21), est la
condition de jauge de Cronstrdm, définie par qu = 0. On peut montrer qu'il est
toujours possible de passer dans une telle jauge par une transformation du type

(1.7). On doit pour cela résoudre l'équation différentielle sur le groupe

U -1 u -1 U
A' = 3 + A = 0. (3.22))
e X U g X u g e g X u g

Dans cette jauge la seconde intégrale (et une partie de la premiére) dans (3.21)
disparait, si bien que la contribution du terme Bu(Auv) dans w est entiérement
exprimée au moyen des données initiales. Il reste a estimer les contributions des
autres termes de w. Désignant encore par A et F les champs en jauge de Cronstrdm

~

relative & 1l'origine, on voit facilement que

1
A
A (x) = I do ox F (ax) (3.23)
U Au

o
En particulier, A en un point du cbne de lumiére passé s'exprime entiérement en
termes de la restriction de F & la génératrice du cbne allant & ce point, si
bien que 1l'intégrale de w sur ce céne s'exprime entiérement en termes de la
restriction de F & ce cbne. Plus précisément, on trouve :

H 2 u

ed A" - e A A =-2e P
u u

do aB xp xk F u(ax)F (Bx) (3.24)

A

et les "autres termes" de (3.21) se réduisent & des intégrales sur le cdne de
lumiére passé d'expressions cubiques en F (venant de (3.24)) et quadratiques

en F (venant de Qﬁ.

Pour estimer ces intégrales, on injecte l'information fournie par
la conservation de l'énergie impulsion. Pour cela, on remarque que le vecteur

énergie impulsion 6 du systéme, défini par
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=L 5 qr 2 0o ,B% (3.25)
2 o

A<u A

satisfait 393 6u = 0. Le théoréme de Stokes appliqué & l'intérieur A(t) du cbne

passé xO = - |x| limité au plan xO = - t donne alors
[ 3. .0 ( Sx ( 4 "
J dx 6 (-t,x) + J T;T x 07 (- |x|,x) = —J dx 93606 =0 (3.26)
B(t) B(t) A(t)

La premiére intégrale est 1l'énergie EO t des données initiales dans la boule B(t).

Substituant (3.25) dans (3.26), on obtient par un calcul élémentaire

3
a’x A 2 . 2 _
J 3 {z |x qul + X |Circ Xy FUV | =} o = Eo,t (3.27)
B(t) 4]|x! u A<u<v X = -|x|

ol Circ signifie somme sur les permutations circulaires. La relation (3.27) est

valable en dimension quelconque. En dimension n = 3, elle est symétrique par

dualité électrique-magnétique, car la deuxiéme somme dans 1l'accolade est simplement
A 2

T IxTxF) . |7,
A
- u

Le point remarquable qui nous intéresse ici est que 1l'identité

p . - . A . .
d'énergie (3.27) contrdle précisément les composantes X F qui apparaissent

AU
dans l'expression & estimer (3.24). La suite du calcul consiste & estimer la

contribution de (3.24) & (3.21) en factorisant une norme dans Loo , plus précisément

v(r) = Sup |v(-r,ro)l, (3.28)
o€l
ce qui laisse une intégrale quadratique en x FAU , qu'on estime (aprés appli-
cation de 1'inégalité de Schwarz) au moyen de (3.27) en termes de 1l'énergie des
données initiales dans B(t). On obtient ainsi pour la contribution de ces termes

une estimation de la forme
t
C Eo,t JO dr v(r) . (3.29)

. ~ - .
Tout aussi remarquablement, le terme en w, grdce au commutateur, admet une factori-

sation en somme de produits de deux facteurs dont l'un au moins est du type

A . .
x F ou Circ x Fuv , et par suite controlé par (3.27), donnant ainsi une

AU A
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=

contribution & (3.21) majorée (aprés application de l'inégalité de Schwarz) par

t
1/2 - 2,1/2
CEJL {Jo dr v(r) . (3.30)

Finalement, on obtient pour v(0) = Fku (0) une estimation du type

t
|v(O)} < Contribution des données initiales + C EO c { dr v(r)
14
o

t
+C E1/2 {r dr V(r)2}1/2 . (3.31)
o,t JO

On achéve maintenant la démonstration de l'estimation de IIF|| en visant tout de
suite la forme localisée analogue 3 (3.2). On remet l'origine dans le plan des

données initiales, on considére la boule § = B(R) pour un R > O, et on introduit

£ =lrml, o (3.32)

Appliquant l'estimation (3.31) en chague point de la galette TI'(f,t), on obtient

f(t) < Contribution des données initiales dans 2

t t
2
+CE fmar +c /2 (| ar £00)2)/? (3.33)
Q ofd
o o
et on en déduit par l'inégalité de Gronwall une estimation a priori de f(t) en
fonction des données initiales dans §) , ce qui est précisément l'estimation cherchée
de IFll  sous la forme locale.
L'inclusion du champ scalaire, qu'on a négligé ici, ne présente pas
de difficultés. L'équation pour qu contient un terme supplémentaire
DHJA

de son cbté l'équation

- D)\Ju dans Wﬂ et on estime simultanément FAU et wu , ce dernier satisfaisant

v A .
DVD wu = 2e r(Flu)w - e r(Ju)¢ - DU(¢ v'). (3.34)

Les termes provenant de la dérivée covariante s'estiment exactement comme plus
haut, avec maintenant v = wu au lieu de v = qu , et les termes de W de fagon
analogue. En présence du champ scalaire, l'identité d'énergie (3.27) comporte au

premier membre un terme supplémentaire
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&x U2 2 2 2
J — {Ix vl 2 e - x YUl T Vel )} (3.35)
B(t) IxI° j<x J J

qui contrdle précisément les composantes de Y dont on a besoin (en l'occurence

les dérivées covariantes de ¢ le long du cbne).
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