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VII.1

RESUME
Nous avons fait un exposé sur les estimations dans les espaces

LP pour les solutions de 1'équation linéaire des ondes. Nous faisons

également quelques observations sur 1'équation Ou= F(u).

1 - ESTIMATIONS LP - L9 pour L'EQUATION LINEAIRE.

On considere le probleme

Du:utt-—Auzw

(P) = { u(x,0)=0 (x,t) € R x R"
ut(x,0)=0 .

Soit
-i<x,&8>
g(g) = I n e RS g(x) ax

R

la transformée de Fourier de g.

Par application du principe de Duhamel, la solution de (P) doit vérifier

(g,t) dt

ft sin(t-1)|€l ~

A, t) =
‘0 lel

(Ici, la transformée de Fourier est considérée seulement dans les varia-

bles d'espace.)

Soit t> 0 et soit ﬂ} l'opérateur linéaire défini par le multiplicateur

de Fourier

sin t|§|
lel

c'est-a-dire

(T, o)) - ﬂ’—t:-i' T(e)
g

Pour q = p, si H} est borné de L” dans Lq, par homogénéité, on a
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Il -

Si on suppose wée LP(R™ x[0,T]), alors pour t€ [0,T], 1'inégalité inté-

grale de Minkowski et 1'inégalité de HYlder nous donnent

1
t +n(=-=)
\h(”tﬂufgcf (t-1) TP w0 dt <
1 1 1
1+n(=- =) + —
<ct a P P (f Hw(.,r)“p dT)1/p ou 14~37= 1.
p P P
Alors
T q(1+n(1-1)+i,)+1
I Hu(-,'c)H(1 dt <c¢ T a p P Hw”q
0 1 LP(R"x[0,T])
ou bien
[|ul] sc 1’ v
LY(R"x[0,T]) LP(R"x[0,T])
avec P = 1+n(—1--1) +i, + 1,
q q 1Y q

Maintenant, il faut montrer pour quels (p,q) 1'opérateur ﬂ} est borné
de LP dans LY.
Ceci est donné par Strichartz [4], [5] et J.C. Peral [2]. Le théoreme

suivant résume [4], [5] et [2] dans le cas de 1'équation des ondes.

'Ehéoréme A Soit ﬂﬂn le triangle fermé avec sommets,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Py = (E+n+1’§'n+1) v Pgyo= (E'n-1"2"n-1) et Py=(3+3,35+77) -

L'opérateur ﬂk est borné de LP(R™) dans LY(R") si et seulement si
1 1

(=,=)¢€ .

Lp’q Tn

Quelgues idées sur la preuve : Par homogénéité, il suffit d'étudier

1'opérateur T  ; le comportement de ||T_|| a été considéré avant.
1 tlip_ia
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2(n+1) 2(n+1)
1) ﬂﬁ» est borné de L n+3 CRn) dans L n-1 , c'est-a-dire le cas

du sommet P d'apres le résultat de Strichartz [4].

Pour a € T, O<Rel(a) s-n—+—g

5 1 oOn considere la famille d'opérateurs

Sa définie par

-3

2 el gy £
(S D(g) = g g dgh f&)

2

ou Jn est la fonction de Bessel.

35 -

La dépendance en o est analytique et on a
(%) HSafH2 < ¢ exp(c Im(a)) Hf”2

car il est connu que le comportement des fonctions de Bessel est le
suivant :
1

-a - -

't_(a+ib) J . (t)] = c expleclbl) (1+1¢) 2 si t>0 .
+ib a

a

Mais,d'autre part, si Re(a) =0, aa=ib, bE R
s/ih(g-) - cb)(1- Iy1HP (g) T

alors IIs f”oo < ¢ exp(elbl) Hf“l .

ib

Dans Re(a)::ﬂél on a 1'inégalité (*). Alors d'apres le théoreme d'inter-

polation de Stein pour les familles analytiques d'opérateurs, on trouve

que

S = T

n-1 1
2

est borné de LP dans Lq, ou p et q correspondent au sommet P1 de ?fn.

2) T, est borné dans LP si et seulement si |+- 4| <—— .
1 p 2 T n-1
Cela donne le résultat sur le segment P P de T, (voir [2]).

1
n-1
1). Mais, ici, on va donner les idées pour obtenir 1'intervalle fermé.

Le résultat pour |%-%|< peut étre obtenu par la méme méthode qu'en

La premiere observation est la suivante :
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R N\
Lemme : Soit K(r) une distribution a support compact et soit m(r) = K(r).

Alors
n A
1) g-'ﬂ (r) = (£ R,(x, K))(r)
r 1 1 1
2 nn
2) d 2 (r) = (£ TR, .(x, x. ONr)
ar 11 Y13

ou Ri et Ri' sont les transformées de Riesz d'ordre 1 et 2 respectivement.

L

Soit p_ la mesure sur la sphere unité dans R" et

n
-3
m(r) = r J (r) r>0 .
-1

ols

Mais alors, m(lgl)::ﬁm(lgl) et le multiplicateur est borné dans L1(Rn).

Le lemme implique que Am est un multiplicateur borné sur 1'espace de Hardy

1, n dr
H (R ). Aussi Ei , défini par

p

E/iB\f(§) S leliP fey

est borné sur Hl(Rn).

Alors, quelle que soit la combinaison linéaire de m(|§|)|§|IB et

Smﬁﬁﬁgl lgliB on aura un multiplicateur borné sur Hl(Rn)-
alg
Mais on a
m(lgh) =g (lghlgl =
5-4
o] el _(n+1)
_ sin | cos I§ 2
=« Igln/2--1/2+ P |§|n/2-1/24-0(|§| b

ou « et B sont, O, 1, -1, selon la dimension .
Soit Y€ CT(R) telle que y(t) =0 si It/<1 et y(t)=1 si ltI>2.11

se trouve que

sin |§| coS |§|
W(lgl) ( n-1 . : n+1 . )
5 +1ip |§| 5 + 1P

el

est un multiplicateur sur Hl(BnL étant donné que le reste est controlé
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n+3
-(253)

) -

Par application du théoreme d'interpolation complexe de Fefferman-Stein

par une décroissance du type 0(|§|

[1], on trouve que le multiplicateur

W(r)(Sii r 4 cos r)

2
r
est borné sur LP(R") ll—l g;.
2 n-1
I1 suffit de chercher, selon la dimension, la bonne combinaison de m(r)
dm . . cos r sinr ¢ d al-
et H?(r) pour obtenir le fait que y(r) 5— et y(r) —— son es m
r
D, 0N .11 1
tiplicateurs dans L"(R) si IE-'EISEE?T'

Alors T sin r

L2 comme multiplicateur et il est borné dans LP(R") .
Pour finir, il faut dire seulement que tous les autres points de ‘tn
sont obtenus par interpolation. Les résultats négatifs se trouvent

dans les références.

COoOsS I

Remarques : 1) On peut montrer de la méme fagon que V(r) —— est
un multiplicateur sur LP(R"™) si ll-l <1 .
p 2 n-1
2) Soit ge LP(R") et soit f€ Lfl’(R") , ou
A
A
LP(R™) = {f e LP(R™) : 3 ge LP(R™) avec g(g) = f(€)} et
1 2,1/2
(1+|§| )
1 1 1
RN
p 2 n-1

Alors la solution du probleme
Ou = 0
u(x,0) = f(x)
u, (x,0) = g(x)
t
vérifie

JaCyo] s ete) (el + el )

D'apres le théoreme A et des calculs du début, on a
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—

Théoreme B : Si (%,%)G ’C’n , alors la solution de

Ou = w
u(x,0)

(x,t) e R" x [0,T]
ut(x,O)

1

avec we LP(R" x[0,T]) , vérifie

luil ¢ n < ¢ 1% || N
LY(R™%[0,T]) LP(R"x[0,T])

ou a = 1+n(—1—-1)+—1,—+—1- et -1—+—17=1.
q p 1Y q P P
1 1 . .
Remarques : 1) Pour (;,-5)€¢Url, on a o= 2. Le théoreme B résout
partiellement un probleme de Littman qui prouve avec un contre-exemple
que, dans le cas p:>£¥% (et les conjugués), il n'y a pas d'estimations

(p,p)- Pour n=1, 2 et 3, le théoreme B résout le probleme. Pour n =4,

il y a encore un rang de p a étudier, c'est-a-dire, pour —21(:—;1)<p<%

et les conjugués 1l'estimation n'est pas connue.
2) La différence %—ai— prend sa valeur minimum au point P1 y ici
p et q sont conjugués et on a a=0. Alors P1 est le seul point ou 1'on

peut avoir une estimation globale. Ceci est un résultat de Strichartz [5].

2 - QUELQUES REMARQUES POUR LE PROBLEME DE CAUCHY POUR [mu = F(u).

Une conséquence des résultats LP - L? obtenus dans le § 1 est

que, si F est une fonction vérifiant
[F(u) - F(v)| < Klu-v|
alors le probleme de Cauchy avec données initiales
u(x,0) = £(x) € LR(R™ , u (x,00=g(x) e LP(RY) , I2-3l<ts
admet une solution uniqgue globale telle que pour tout T>O0

ue LP(R" x[o0,T]) .

La seule information nouvelle est la régularité des données et de
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la solution (voir [3]).

Les estimations LY - LY ont été utilisées également par
Strichartz pour ce type de probleme semilinéaire (voir [5]).

Pour le cas classique ou F(u) = 'ulk_1u, les résultats suivants
de Segal sont bien connus

1) si 1<ks<1+

12) ~
ni2 , alors le probleme a une seule solution clas-
sique globale pour des données, par exemple, dans Cz(Rn).

2) Pour tout k>1, il y a des solutions faibles, mais 1'unicité

n'est pas connue si k25 pour n=3 et si k> 1+n22 pour n = 4.
Le cas pour k<5 si n=3 est classique et du a JYrgens. Il

est aussi de nature fonctionnelle parce qu'il basé sur le fait que

la fonction K(x,t) telle que

§Y§ t) = §i£.l§l£
’ BE

appartient a LP(rR™) pour 3/2< p<w.

Malheureusement, les nouvelles estimations pour le cas F
F(u) = -lulk_iu permettent seulement d'obtenir des résultats locaux
en t, pour tout k=>1.
Dans la dimension n=3, on peut faire une autre remarque qui
reste implicite dans le cadre de la théorie :
la solution fondamentale est la mesure canonique sur le cone.
Alors si F est supposée décroissante et telle que F(s)2A (ou bien

A>F(s)), le probleme

DU:F(U)
(P) = u(x,O) = f(X)ELO;(R3)
u, (x,0) = g(x)€ L (R?)

admet une solution unique globale telle que pour tout T> O
o, 3
uel (R” x[0,T]) .
Par exemple, G1(u): —Iulkn1 max(u,0) et G2(u) = |ulk~1 max(-u,0) sont
des fonctions de ce type.

Mais le probleme de 1'unicité pour F(u) = “lul®* Y reste

encore ouvert .....
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