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~ 1. INTRODUCTION

Soit P(D ) un opérateur d’ordre m à coefficients constants hyperboli-
x

ques par rapport à t$’É = Rn , où x E Rn et Dx = a/ id x , c’ est-à-dire,

le symbole P(Ç) satisfait

i) P (tg) 0 0 où P est la partie principale de P, et
m m

ii) P ( ~ - iyC9 ) 0 0 pour ~ E Rn et ’y 0 &#x3E; 0 où y 
0 

est constant. Alors

définit l’unique solution élémentaire de P(D ) dont le support est contenu dans
x

{ x E Rn; x, &#x3E; &#x3E; 0 . Le but de cet exposé est de déterminer le front d’onde

analytique de E(P) exactement.

Soit u(x) E »’(R n) . Alors on note Su le support,SSu le support
singulier, WF(u) le front d’onde, et WFA(u) le front d’onde analytique de u.

On écrit ici la définition de WF A (u) précisément. Soient x0 E Rn et ~ 0 E Rn.

Le point (xo, ~ o) est dans le complémentaire de WF A (u) si et seulement s’il

existe un voisinage U de x 0 et un voisinage ouvert conique r de g° tels que

où vérifie

~ N (x) - 1 sur un voisinage fixé de xO contenu dans U, et f (~ ) est la transfor-

mée de Fourier de f(x), c’est-à-dire,

1B

Si est complexe, nous appelons f ( ) la transformée de Laplace de f(x) en

utilisant le même symbole.

~ 2. ENONCE DES RESULTATS

Notre problème est de décrire WF(E(P)) et WFA (E (P ) ) exactement.

Quoique ce problème ait une longue histoire, nous partons des travaux

d’ Atiyah--Bott-Gârdïng [ 2 ] et [ 3].0n développe + ) en un polynôme
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de s,

où P~(~) ~ 0. Le nombre p = m (P) est la multiplicité de ~ par rapport à P.

On appelle le

polynôme P~(~) la localisation de P à ~ . Alors P (~) est aussi hyperbolique

par apport à i9 . Atiyah-Bott-Gârding [2] ont démontré le :

1 Théorème 1 :

où E (P ) est la solution élémentaire de P (D ) , et
g x

où c.h.A signifie l’enveloppe convexe de A.

Dans [21 , ils ont proposé les conjectures suivantes :

La conjecture (i) n’est pas vraie. Pour les exemples, voir l’exposé

de l’auteur [7] . Le but de cet exposé est de donner la description exacte de

WF(E(P)) et de démontrer la conjecture (ii) pour les opérateurs hyperboliques

à caractéristiques doubles. Nous généralisons d’abord le théorème de localisa-

tion d’Atiyah-Bott-Gârding.

On développe s P(s£ + ~ ) 1 en une série formelle de Taylor par
rapport à 1/ s comme suit :

et on écrit



3

Alors nous avons le théorème de localisation généralisé,

1 Théorème 2 : Pour un entier N quelconque, on a

dans lJ’ (R n ), et

Nous proposons une conjecture pour un opérateur hyperbolique

P (D ) quelconque :
x

Posons ici l’hypothèse suivante :

(H) La multiplicité des caractéristiques de P est au plus deux .

Alors nous obtenons le théorème principal de cet exposé :

Théorème 3 : Supposons (H), alors (C) est vrai.

00

L’ensemble U SE.(P) n’est pas concret. De plus, pour comparer le
J .-G 

~ S

résultat d’Atiyah-Bott-Gârding (Théorème 1) avec le nôtre, nous l’écrivons

pour le premier terme E(P ) seulement. Dans ce but, nous classifions des points

caractéristiques comme suit :

et

Pour £° E C , on peut supposer sans perdre la généralité (1,0,...,0),
2

e = (1,1,0,...,0) et
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Le point crucial est la localisation de P telle que l’enveloppe convexe

de SE(P ) n’est pas égale à SE(P ). Cette localisation doit satisfaire la

£o go
condition suivante :

Et puis, la condition suivante joue un rôle important :

Ici on divise l’ensemble C2 en deux comme suit :

satisfait (*) , mais (**) est violé}

et

Proposition 4 : Supposons (H), alors on a

Remarque : : Nous donnons une autre représentation des conditions ~) et (**)

invariantes par changement de coordonnées. Soit P(~) un polynôme de ~ E R~ . On
définit l’espace linéaire L(P) = { ~ 6 + ~) = P(~) identiquement pour

~ ~ R). Alors la condition (*)est équivalente à la suivante (~c)’ :

(*1’ P 0«) est un polynôme homogène d’ordre 2, et n - dim L(P) - dim L(P )0 0esu pair &#x3E; 4 . 

Et puis, (**) est équivalent à (**1 ’ :
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§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Posons

alors on a, pour

et, en appliquant le théorème de Seidenberg ,

où C et d sont des constantes indépendantes de s et . . Donc on a, pour
ce n

cp E C (Rn) quelconque,
0

Soit (x 0 0 WF(E(P)), alors il existe un voisinage U de x 0 et un voisinage
00 /s

ouvert conique r de o tels que, pour E Co (U) quelconque, E (P)(p est

rapidement décroissant da-is r . Donc on peut successivement obtenir

E3 (P ),p &#x3E; = 0 pour tout j. Comme cela montre x0 e SE , (P ) , on obtient ( 5 ) .
J g° J o

§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Les théorèmes 1 et 2 montrent que,pour obtenir le Théorème 3, il nous

suffit de démontrer

-

Donc on considère la localisation de P telle que
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Alors on peut supposer, sans perdre la généralité, que
n

où Z est impair ~ 5 . De plus,

la proposition 4 dit que la condition (**) est aussi vérifiée. Quand on pose

, on obtient

On prend un point x° quelconque contenu dans l’ensemble (6). Notre but est de

démontrer (x 0,0) e WF A (E(P)), c’est-à-dire, qu’il existe un voisinage ouvert
U de xo et un voisinage ouvert conique r de o tels que

où {(j) N } E C(U) satisfait (3) et (x) =1 sur un voisinage ouvert fixé de
No N

x contenu dans U. Ici on prend  E01 avec E 
0 

&#x3E; 0 petit de
R, 2 1/2 - 

0 0

sorte que x2 &#x3E; (,E x.) pour tout x 6 U. Et puis, on remarque que ô devra
2 

j=3 
] 0

être plus petit qu’un nombre e qui sera introduit à (9) dans la suite. Pour

obtenir l’estimation (7), on divise la démonstration en trois étapes.

Première étape : Maintenant P(~) s’écrit sous la forme :

Si P (~) 0 0 et P 0 (~ ~ 1) ) 0 0, on peut développer série géométrique

finie : 

Alors on obtient :
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où Q,k (D x ,) est l’opérateur différentiel d’ordre (-m+k+2j+2) 1
J, K x 1

pour x1 &#x3E; 0 et = 0 pour x1  0 . Rappelons ici que la condition (**) est

satisfaite. Elle est vérifiée si et seulement si tout R. (1) s’écrit de
3

façon suivante :

Ceci montre que, pour k quelconque,

d’où, pour tout N ,

Donc on obtient

où f,g&#x3E;~ signifie l’intégrale de f.g par rapport à ~ .

Seconde étape : Pour estimer (8), on change le chemin d’intégration dans (t n
selon l’idée dûe à Atiyah-Bott-Garding ([2] et [3]) et aussi à Andersson [1] .

Mais, dans ce cas, on ne peut pas appliquer leur méthode directement. Le but de

cette étape est de trouver un bon chemin d’intégration.

Soit Q(~) un polynôme homogène hyperbolique par rapport à t9 .
On écrit par 1(Q,l% un composant de Rn - {~;Q(~) = 0} contenant t9. Il est le

cône ouvert connexe.
"0

On construit premièrement un champ de vecteurs de classe C

tel qu’il est homogène de degré 0, et que
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pour ; 1

On peut ici supposer que ; ’.

Soient

Prenons homogène de degré 0, telles que 1

Ensuite, on définit des champs de vecteurs v, 1 (E) comme suit :

pour ~ E Rn, (0@w@0) E Rn. Si M est suffisamment grand comme il le

semble dans la définition de r., alors on obtient
1
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pour tout £’ (1) # 0 et j quelconque. Il est évident que est borné

inférieurement pour x E U. La preuve de (10) et (11) dépend essentiellement

de la propriété (**) et l’inégalité suivante : si on écrit

il existe une constante C &#x3E; 0 telle que :

Nous allons enfin définir des chemins d’intégration. Soit V. une
3

chaîne donnée + iv.() pour E R (j = 0,1,2 et 3). Quand on remplace
3

V. par V j+1 dans (8) , on sait par ( 10) , (11) et le théorème de Stokes que la

valeur de (8) reste invariante, c’est-à-dire, que l’on a

Voilà la partie principale de la démonstration. Dès maintenant, on suppose que

l’intégrale sur V3 est prise au sens du (1’2), même si on n’écrit pas la

notation de la limite.

Troisième étape : : On estime le membre droit de (12). Comme x,v3&#x3E; est borné
- --- .--..- ---.. 3

inférieurement, on obtient

pour ~ ~ V 3 et n E R. Soient r un voisinage ouvert conique tel que

r ’i°1 c=c: F . et V r- la restriction de V sur r 3 . Alors on a
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L’estimation du premier terme est facile, parce qu’il existe une constante

Pour estimer le second terme, on remplace encore le chemin d’intégration par

un autre V - V , sans changer le bord a(V - V y, pour que , aitun autre v -J 3 - vrl., 1. sans changer le bord D(V 3 -vri ), pour que l’on ait3 r 
avec des constantes

ci &#x3E; 0. C’est possible parce que x SE(P ) et Alors on
l 0 o 0

obtient i(s) 1 eN lçl-m sur V3 - V r . 
. Donc on obtient l’estimation du

type (7) pour le second terme. Quant au tioisième terme, on a sur Vr 3

Si pas de problème. Si lÇ - n 1  à (ÎÇI + În Î) )

il existe alors une constante C telle que Inl  D’autre part, comme on

&#x3E; C’ ~ 1 Ç’ 1 pour ( E V. grand, on peut obtenir l’estimation du type (7)

pour le troisième terme, ce qui3achève la démonstration du théorème 3.
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