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Soit d'abord L un champ vectoriel a coefficients complexes

o . m+1
de classe C , ne s'annulant en aucun point, dans un ouvert (Q de R .

Dire que L est localement résoluble dans {! c'est dire qu'un point

arbitraire wo de 2 a un voisinage ouvert Uo tel que, pour toute fonction

f € C:(Uo) il existe u € ﬁ*(Uo) vérifiant

(1) Lu = f

dans U . On sait que cette propriété est équivalente a la condition
(P) (voir [3], [4] ; on peut d'ailleurs trouver la solution u de (1)

dans C”(Uo) si U0 est convenablement choisi)-.

Nous dirons ici que L est localement intégrable dans Q si,

quel que soit w s on peut choisir Uo tel qu'il existe m fonctions

Cm, Zl,-.-,Zm, dans Uo’ vérifiant
(2) LZJ=0, j=1,000,m;
(3) dZ1,-.-,dZm linéairement indépendantes en tout

point (nous abrégerons ceci en "zi,...,zm indépendantes').

. Lorsque les coefficients de L sont analytiques 1l'intégra-
bilité locale de L est automatique : on étend ces coefficients a
un voisinage complexe B, de maniere holomorphe, et on effectue un
changement de variable holomorphe qui transforme L en g—%IT ¢ il
z

J

suffit alors de prendre YA yj=1,¢..ym. Il est démontré

]Rm+1 n ‘5
dans [8] (ch.I, th. 3.2) que si L (a coefficients C°) est localement
résoluble L est aussi localement intégrable. La réciproque n'est pas

, . ., O .
vraie (exemple : 1'opérateur de Mizohata g%—- it 3% qui admet

"l'intégrale premiere" Z = x + it2) . Et il existe des champs
vectoriels non localement intégrables, comme il a été montré par
Nirenberg dans [5], [6] (voir aussi [7]), en s'inspirant d'un travail
de Grushin [2].
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Les résultats présentés ici sont une généralisation de
0 3 . b .
ceux de Grushin et de Nirenberg & certains systemes de champs vectoriels.

En un premier temps on étudie des champs a coefficients analytiques,

dans Q C ]Rm'l.:l ’

d 0 .
(4) L. = -+ Kj(t,x) R 1yec.,ym.

On suppose qu'ils vérifient la condition de Frobénius (les

commutateurs [Lj’Lk] sont des combinaisons linéaires des Lj eux-memes)

qui ici, a cause de la forme spéciale des (4), se lit

(5) [Lj, L ] = 0y, jsk = 1,...,m.

Le meme raisonnement que dans le cas d'un seul champ s'ap-
plique : on passe au domaine complexe et on '"rectifie'. Le systeme
(4) est localement intégrable ; il existe donc une fonction (analytique

réelle) Z = Z(t,x) (en général a valeurs complexes) telle que

(6) Lj Z =0, j=1yeee,m 3
(7) Z = Xy
t=o0
out = (ti,...,tm) ; on suppose que les coordonnées tJ,x s'annulent

toutes en Wy -+

o . . ] .
La premiere question qui se pose est alors de savoir si

le systeme (4) est localement résoluble, dans le sens suivant :

Définition 1. - On dira que le systeme (4), L = (Ll""’Lm)’ est

localement résoluble en wo € Q si tout voisinage ouvert U de W dans

Q en _contient un autre, V, tel que

(8) Pour toute fonction f = (fl""’fm) C¢* dans U, a valeurs dans

t"™, satisfaisant les conditions de compatibilité

(9) Lj f,0= Ly fj, jok = 1,000 ,m,

il existe u € U'(V) vérifiant



(10) L.u=1Ff., j=1y¢00cym,
dans V.

A noter que (9) est une conséquence immédiate de (5) et

de (10), et donc doit etre vérifiée.

Dans cette question de résolubilité locale le premier
probleme est celui de généraliser la condition (P) qui en détermine
la réponse lorsque m = 1. Pour cela on reformule (P) dans ce dernier
cas, en utilisant la fonction Z de (6)-(7) (ceci est toujours possible
dans le cas analytique ; lorsque les coefficients sont Cc” il faut rempla-
cer (7) par la condition dZ # 0, c'est<a-dire, a cause de la forme

spéciale (4) :
Zx £ 0).
Appelons fibres de Z dans un sous-ouvert (' de Q les pré-
images de points sous l'application Z : Q'_____aE. Alors (P) est

équivalente a la validité, pour tout w, € Q, de la propriété suivante :

(11) le point W, a une base de voisinages U, dans Q (v=1,2,...) tels

que les fibres de Z dans chaque Uv soient connexes.

Le lecteur remarquera que (11) garde un sens meme lorsque m > 1, puisque
cet énoncé ne fait intervenir que la fonction Z. D'ailleurs, dans
le cas de m = 1 arbitraire, on peut reformuler (11) d'une maniere

proche de 1'énoncé traditionnel de la propriété (P) :

On commence par supposer que Z a la forme (17)-(18) (voir
plus loin). On démontre alors 1'équivalence de (11) avec la propriété
suivante :

(11') Tout voisinage ouvert U de w, dans Q0 en contient un autre, V,

tel que n'importe quelle paire de points (to,xo), (tyr x) de V, telle

que x_ = Xy» 2 la propriété suivante

I1 existe une courbe continue, analytique par morceaux, Y,

joignant (to, xo) a (ty, x) et le long de laquelle % est monotone et
X = Xq

Maintenant, de (6) on déduit que
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A = - Jt; D2 (1si8 ),
J at-] X

d'ou, si b. = Im A. ,
J J

Ainsi donc il revient au meme de dire que & est monotone
m .
le long de la courbe Y ou bien que la 1-forme I b, datJ (qui, comme
j=1
on le voit, admet un facteur intégrant) ne change pas de signe le long

di'Y.

Quoiqu'il en soit, ainsi généralisée elle nous permet d'énon-

cer les deux théoremes démontrés dans le travail résumé ici :

Théoreme I. - Supposons que le systeme L = (L1’°"’Lm)’ (4), ne satis-

fasse pas la condition (11).

Alors il existe deux fonctions C*, f, g, dans un voisinage

ouvert Vo cQ de W, s'annulant a 1'ordre infini en W, » et jouissant

des propriétés suivantes :

(12) les fonctions fj = kj f(j=1,...,m) vérifient les conditions de

compatibilité(9) dans v, s

(13) les champs vectoriels dans Vo

t 9 .
Lj = Lj - Z.j &5 3= 1y000,m,

~
commutent deux a deux.

De plus, quel que soit le voisinage ouvert V C Vo gg,wo,

(14) il n'y a aucune distribution u dans V qui satisfasse (10) ;

(15) si h € C1(V) est une solution de

(16) Lf h =0, j=1yeeeym,

alors dh(wo) = 0.
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Théoreme II. - Supposons que la condition (11) soit vérifiée en tout

point wo~23 Q. Alors le systeme (4) est localement résoluble en tout

point de Q. Plus précisément, tout voisinage ouvert U de wo dans Q

en contient un autre, V, tel qu'étant donnée une fonction C” arbitraire,

f = (f1,---,fm) : U_____)Em, vérifiant (9), il existe u € C°(V)

vérifiant (10) dans V.

Corollaire. - Pour que le systeme L, (4), soit localement résoluble

en tout point de Q il faut et il suffit que la condition (11) soit

satisfaite en tout point de Q.

Les démonstrations de ces résultats utilisent systémati-
quement les propriétés des systemes (4) établies dans [1], dont nous

rappelons 1l'essentiel :

Soit donc w € Q arbitraire. D'apres (7) Re Z a une dif-
férentielle non nulle sur t = 0 ; on peut donc prendre Re Z comme

coordonnée, et écrire

(17) Z(t,x) = x + Jti ? (t,x),
ou
(18) $ est réelle, §|t=0 = 0.

Nous admettrons que tout ceci vaut dans 1'ouvert Uo > W .

Les coordonnées tJ, x dans Uo’ qui s'annulent en w étant
’ . . - ’ e .
desormais choisies, nous appelons 8 une boule ouverte centrée a 1'ori-
. m . ,
gine dans l'espace des t, R, et J un intervalle borné ouvert sur

1'axe des x, tels que la fermeture T x J soit contenue dans Uo.

Théoreme 0.1. - Soit h une fonction ck dang UO vérifiant

(19) Ljh =0y j=1ye0eyme

Alors h est limite Ck, sur B x 3} d'une suite de polynomes, a

coefficients complexes, par rapport a Z(t,x) (voir(17)).

Introduisons 1'opérateur différentiel
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-1 o)
(20) LO = Zx (t,x) 3;.

Puisque L Z = 1, et que L tJ =0, j=1,...,m alors que L, tkogk

J 1
(Kronecker), j,k=1,...,m, et, bien entendu, Lj Z = 0, et puisque dz, dt,
ooy dt™ engendrent 1'espace cotangent complexe en tout point de Uo’

on voit aussitot que
(21) [Lj,Lk] =0y j= 0yeeeymk = 15000 m.

Théoreme 0.2.- Soit h une distribution dans U0 qui vérifie (19).

I1 existe q € Zu et une fonction continue h1 dans un voi-

sinage ouvert U1 c U0 gg_ﬁ x J telle que, dans U1,
(22) h = Lg h, ,

(23) L. h, =0, j

1,o.o,mo

En particulier, les théoremes 0.1 et 0.2 ont la conséquence

suivante : Disons que le systeme (4) est analytique hypo-elliptique

au_point W, si tout voisinage ouvert U € (Q de w, en contient un autre
V, tel que toute distribution solution de (19) dans U soit une fonction
analytique dans V (il revient au meme de faire dépendre V de la solution,

par un argument de Baire).

Théoreme 0.3. - Pour que le systéme (4) soit analytique hypo-elliptique

en w, il faut et il suffit que 1l'image de tout voisinage U & UO.QE w,

par 1'application Z : (t,x)——3 Z(t,x), soit un voisinage de Z(wo).

En fait cette propriété ne dépend pas du choix de Z pourvu
que dZ(wo) # 0. Bien entendu, le théoreme 0.3 donne une condition
nécessaire et suffisante d'hypo-ellipticité analytique dans Q, c'est-
a-dire en tout point de Q (a savoir que les diverses "intégrales
premieres" Z locales soient ouvertes). Un cas ou la condition du
théoreme 0.3 s'applique est évidemment le cas elliptique, ce qui est

équivalent, dans le systeme de coordonnées tJ, x, dans Uo’ a dire que
(24) Im(d,z) # 0,

ou, encore, que l'application (t,x)——3Z(t,x) a rang deux.
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Les démonstrations des théoremes I et II se font par cons-
truction : on construit les fonctions f et g du théoreme I, on

construit la solution u € ¢ (V) de (10) dans le théoreme II.

Cette derniere construction se fait en deux étapes :
on construit d'abord une solution v € L1(V) de (10) en étudiant la

limite, pour € >+ 0, d'intégrales

£+ ) 5
I " (t,x) =.§; fff e1§[Z(t,x)-Z(s,y)]—e§ ely)

m .
x (& f.(s,y)dsd) z (s,y) dy d§ ,

i1 y

J_
ou 1'intégration par rapport a y s'effectue suriBi(g € CZ(J) égale a
un dans un voisinage de zéro), celle par rapport a § sur 1'une des
demi-droites § > 0 ou § < 0 selon les cas, ce qui explique les signes
+ dans Isi, et celle par rapport a s sur le segment de droite qui

joint t a un point t, € B ou la fonction & = Im Z vérifie
(25) g Q(to,x) < g Q(tsX)a V t € 5.

Bien entendu t dépend de x (et 1'on se réserve le droit de contrac-
ter 1la boule & autour de 1l'origine). On démontre, au moyen d'une
déformation de la courbe d'intégration en s, que sous 1l'hypothese

(11), dans un sous-voisinage convenable de w s B x J' €< BxJ, 155 (t,x)
converge uniformément vers une fonction Li(t,x), et que de plus,

Lj(18+ + I%7) converge, dans L1, vers fj + xj Q, ou Q est constante

sur les fibres de Z dans un sous-voisinage convenable de 1l'origine

dans 8' x J'. L'intégration de

(26) Lj w = hj Q, j = l,ooo,m,

est alors facile. (L'argument précédent schématise beaucoup celui
effectivement employé, qui est assez technique.) Dans la deuxieme
étape on déduit, de 1l'existence d'une solution L1, celle d'une solu-
tion C~ en appliquant la premiere partie, non pas aux équations (19),

mais plutot aux équations

(27) Ljv =L f., 3= 1yec0,m,
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ou N € Z& est arbitrairement grand. On applique ensuite 1'opérateur

Y -N .
L = (Li""’Lm) a la fonction Lo v ou

N’

(L;1v) (tyx) = jx 2 (t,y) v(t,y) dy.
“co
Ga ne donne évidemment pas tout-a-fait f= (f1,...,f ), mais on p;ut
"corriger'". Puisque la solution ainsi trouvée est de classe C )
mais ceci dans un ouvert indépendant de N, le procédé de Mittag-Leffler
(appliquable grace au théoreme d'approximation 0.1) donne aussitot

une solution C%.

Terminons par une esquisse de la démonstration du th. I.
On fait donc 1'hypothese qu'il existe une suite de valeurs z, €,
convergeant vers zéro et un voisinage ouvert U C U0 de 1l'origine tels
que tout voisinage V & U intersecte, pour un certain v, deux composantes

connexes distinctes, S: et St, de la fibre
u(z,) = {(t,x) €U ; 2(t,x) =2}

(On prendra U C C Uo.) I1 est facile de voir qu'on peut alors choisir
les Zv de sorte qu'elles ne soient pas des valeurs critiques de Z

dans un certain voisinage U, & U0 de U, c'est-a-dire que le rang de Z

en tout point de U(ZV) soitlégal a deux. Ceci est alors évidemment
vrai de tous les Z dans un disque ouvert centré en Zv (et contenu

dans Z(U)!). On choisira un disque ouvert D centré en Z dont la
fermeture Dv soit contenue dans un autre disque ouvert formé de seules
valeurs non critiques de Z. On choisit les Dv de maniere a ce que les

projections des Dv sur l'axe réel soient disjointes.

On se réserve le droit de contracter chaque Dv autour de

Zv autant qu'on en a besoin. Si le rayon de Dv est assez petit,

Zd(nv) n U1 ne sera pas connexe ; cet ensemble'cont%ent alors deux
composantes connexes, ng et ﬂjt, telles que Sg C”@g (j=0,1) et
130 N (;1 p. On se donne alors, pour chaque v, une fonction

f G C (D ), £, 2 0 partout, TV(ZV) > 0, telle que Z TV converge
dans G”GR ) On prend alors Y



XXI.9

~

o
£, 02 dansG

L}
I}

(28)

L}
1

0 partout ailleurs.

On vérifie (ou bien on s'arrange pour) que I f converge dans Cm(Ui);
cette somme sera la fonction f du th. I. Cette construction est évidem-
ment inspirée de celle de [5].

On notera que

~

of

L.f = (—02) L, Z, dans 6% (L.f = 0 ailleurs),
J \Y) a—z' J \Y) J Vv

mais L, Z=L,(Z +Z) = 2L.,x = 2\,. De ceci il suit immédiatement

ue f, = A.f(j=1,...,m) satisfont (9) (de(5) il suit que L. A, = L X.).

q j j J=1, ’ q i "k K j
On va supposer qu'il existe u € #'(V) qui vérifie (10)

et en déduire une contradiction. On choisit 1l'entier v suffisamment

grand de maniere a ce que de bonnes portions des voisinages tubulaires

1;3 de Sg se trouvent a 1'intérieur de V(j = 0,1). Par exemple on

aura besoin qu'il existe un point Pg evn 83(j=0,1) et un disque

(a 2 dimensions !) centré en Pa qui soit appliqué difféomorphiquement

par Z sur un disque ouvert DL D'ﬁv’ au voisinage de la fermeture

duquel Z ait rang égal a deux.

Bien entendu Lj u=01(=1,...,m) dans

viu Z (D).

En supposant que les projections sur 1l'axe réel des disques
Ds soient disjointes et en utilisant les théoremes 0.1 et 0.2 on voit
que : i) u est une fonction analytique dans la pré-image EI(D; \ Dv);
ii) u est constante sur les fibres de Z dans cette pré-image (cette
derniere propriété est celle qui est essentielle pour la démonstration,
et il faut utiliser pleinement le th. 0.1). A noter que puisque le
systeme L est elliptique dans ZI(DL) u est une fonction C* dans cet
ouvert. Mais du fait que fv =0 dansﬁgi on en déduit que u est analy-
tique dans 1%:, et on montre qu'elle est constante sur les fibres
de Z danstgt, donc définit une fonction U dans D! telle que u = U o Z

\Y
dans @\1) . Puisque
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au
0 =1L, (-—-——oZ)L z,etqueZ lLZl # o0
dans D! (ceci est équivalent au fait que Z a rang deux), on en déduit
que Ev est holomorphe dans DL- Mais d'apres ce qu'on a dit auparavant,
EV 0 Z est égale a u dans 7! (Dc \ DV). Mais dans'zi(D; \ Dv)’

L.u=2xA,To 2.
b J

On peut résoudre ——_Y: = ¥ dans R®. Si h = (Tiv - V) 0o Z un calcul immé-
o0Z 1

diate montre que Lj h=0,j=1,...,m dans 2 (D;) 3 h dérinit une

fonction holomorphe h dans D; telle que h = h o Z. Ceci prouve que

v=u - h s'étend holomorphiquement de DL \ Dv a D; entier, donc

que

o=[ Vaz=[ [T dZadz,
op! D

\

ce qui est absurde, puisque Tv z 0, ?v(zv) > 0.

Quant a la fonction g du th. I on la choisit de la facon

suivante
(29) g=f/ (1 + f log Zx) ’

ou f est la fonction ainsi notée ci-dessus. Si alors les Lf sont
définis comme en (13), il est facile de vérifier qu'ils commutent

deux-a~-deux. On suppose alors qu'il existe h € Cl(V) telle que
oh .
(30)' L,h=ljg5-;, J = 1y¢es,ymy

et on montre que 1'on doit avoir h_ (0,0) = 0, ce qui entraine dh(0,0)=0.
dh
Le raisonnement est le meme que ce1u1 ou g-g- est remplacé par f ci-
dessus. En effet on démontre que, dans Z (D’), g 52 q o Z, ou
q € CC(DV)- Et qu'on doit avoir fD f q dZA dZ = 0, ce qui est impos-
v

sible pour les grandes valeurs de v si q(0) £ O.
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