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Récemment, G. Métivier a démontré le théoréme suivant :

Théoréme :  Soit P(x,D) un opérateur pseudo-différentiecl analytique avec symbole

PvP +P .+ ...001= P;l (0) est une variété analytique et symplectique sur laquelle

Fﬁ s'annule exactement 4 l'ordre k, les Eh~j au moins 4 l'ordre k=24, j < k/2. Soit P aus-—

st hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées. Alors P est microlocalement hypoelliptique

analytique.

Nous voulons donner ici une démonstration complétement différente, suivant les

idées de [T4,T5], c'est-a-dire, employant seulement des inégalités L2.

Rappelons que P est hypoelliptique (analytique) si u € &' et Pu € Cw(w) (analy-
tique réel dans o), w ouvert, implique aussi que u € C”(m) (A (w)). On dit que P est mi-
crolocalement hypoelliptique (analytique) si (xo,go) €WF (Pu) (WF,(Pu)) = (xo,go) € WF (u)
(uFA(u)). Ici (xo,go) ¢ NFA(V) veut dire que il y a une constante C,,un cone T' 3 £ et un

voisinage o de Xo et pour chaque N une distribution vy € ¢, vy =V dans w, avec

~ -N
|vN(g)| < Cg (1+ lﬁL) , EET .

Remarques

2n
1) Si P = z X
j=1

2
J

n+l

+ XO + C dans R avec Xj des champs de vecteurs réels et tels

que {{Xj},T} forme une base de TRn+1

, 1a condition "z symplectique" n'est autre que la
non-dégénérescence d'une matrice de Levi définie par [Xi’xj] = CijT modulo {X,}. P perd

une dérivée si Cij # 0 en chacue point.

2) En général la condition que P soit hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées

est bien connue ; pour les opérateurs P dont les symboles s'annulent sur Z comme dans le
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théoréme, c'est équivalent (voir [Bl]) a 1'injectivité dans ,ﬁ(Rn) de

B

YPIWD) = T oy (8% 08 P S(xgeE0) )y DY

K
(X s€
oo la|+|8|+2i=k

pour (xo,go) €.

3) Aprés une transformation canonique analytique & au voisinage de (Xo,go),

Z={X1_..._

|

|
x
1]
ol

—
|

LS E, S 0} et si on utilise un opérateur intégral de Fourier

associé a ¢ on rend P sous la forme

n,
P = 1 Cy(x,D)A,

AR N Y

Xy = X Yj 3t
(1)

n 8

X" = 9

37wy

(2) P= T CixD)X

les CI(x,D) étant des opérateurs pseudo-différentiels analytiques d'ordre 0. Les mémes
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hypothéses restent valables et 1'hypoellipticité analytique de ce P implique celle du

P initial. De plus, on sait d'aprés le travail de Helffer Nourrigat [H1] que

3) LoIXpvl < e

+ | v )
(X & ) V” ”
1<k L2 0’~0 L2

L2

ol P(X désigne ) CI(xo,go) X -

sE4)
0o |1]=k

4) Quand P est donné par (2) avec des coefficients variables, nous avions déja
résolu le probléme (pour k=2, mais la démonstration reste applicable pour d'autres k)

dans [T4], sous 1'hypothése (3) pour P au lieu de P( Tréves 1'avait fait aussi dans

XosE5)
0’0
[T6] pour k=2 dans le cas pseudo-différentiel. La démonstration de M&tivier [M2] est assez

proche de celle de Tréves ou on construit des Daramétrixes de type (%7%).

5) A partir de (3), on peut permettre que les coefficients CI(x,DX) soient des

matrices, c'est-a-dire, on peut aussi traiter des systémes qui satisfont a (3).

Histoire et applications

D'origine, les opérateurs sous-elliptiques viennent de 1'analyse complexe, le
probléme de 5-Neumann, et le Laplacien complexe au bord oy 2’55 5; +'5: Sb . La, le 5b
est un complexe formé des champs de vecteurs Lj holomorphes et tangents au bord d'un ou-
vert o < €" a frontiére 3o ¢~ (ou analytique). Méme dans le cas ol @ est strictement pseu-
do-convexe, on n'a que 1'estimation

2n-2
(4) LoollXg X vl )t || Tvl| 5 € C(ll apvll ot [l vll R
i,j=1 L L L L

ou les Xi sont les parties réelles et imaginaires des L1 et T, aussi tangent a la fron-
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tiere est indépendent des Xj’ La forme de Levi peut dégénérer dans certains cas (ol O
opére sur des formes) sans perdre 1'estimation (3) (c'est-a-dire que Ta condition Y(q)

de Kohn permet, quelques fois, des valeurs propres de Cij identiquement nulles).

Alors on s'est posé 1a question du Tien entre les estimations sous-elliptiques
(4) et 1'hypoellipticité analytique, parce gue d'aprés le travail de Kohn ([K1]) on sait
déja que (3) implique 1'hypoellipticité C* (et, d'aprés [T1], dans les classes de Gevrey
69 s»2). L'exemple de Baouendi-Goulaouic a montré qu'il existe des opérateyrs de la for-

me ¥ X? qui perdent une dérivée et qui sont hypoelliptiques dans GS, s > 2, mais ne le

sont pas dans 1'analytique.
Mais en 1976 ([T2]) on a introduit une autre condition

(5) det (Cij) £ 0

pour obtenir 1'hypoeliipticité dans G° 1 < s < 2 et dans certaines classe quasi-analyti-
ques. Ensuite en 1978, Tréves [T6] et 1'auteur ([T4], [T5]) ont démontré le cas analyti-
que sous cette hypothése. La démonstration de Tréves, limitée au cas de caractéristiques
doubles avec Pm réel mais permettant des coefficients pseudo-différentiels, mais sca-
laires, donne une paramétrixe; la ndtre n'était paslimitee & k=2, traitait des systémes

dont les coefficients étaient des fonctions et n'employait que des inégalités L2.

Aprés microlocalisation (voir ci-dessus) le théoréme de Métivier n'est autre que
1'ancienne situation avec des coefficients pseudo-différentiels, et outre les Xi,plusieurs
# 0 généralisée a

Tk pour donner 1'espace tangent, avec la condition det(Cij)

(6) £ = p1 (0) symplectique .

De plus, on sait d'aprés les travaux de Métivier [M1], Grigis [Gl], R. Lascar [L1]
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et Sjostrand [S1] que 1'on a besoin d'une condition sur £ pour avoir 1'hypoellipticité
analytique. Si (6) est violéeenchaque point de w, on n'a jamais 1'analyticité sur des

groupes et sous la condition que P* soit hypoelliptique en général.

Comme autre application de notre méthode, nous avons étudié, avec L.P.

Rothschild, des cas d'opérateurs P invariants a gauche et homogénes sur le groupe de
d/2

Heisenberg,qui ne sont pas hypoelliptiques mais qui le sont si on ajoute AT/ %,|i|< ¢
(d = ordre homogéne de P), comme par exemple Dy, sur des fonctions. On écrit :
- 1 -1 d/2,-1 _ 1 d/2,-1
QO = 73 [ A T (PEATTT) 7 oda, B0 = 70T J (PHAT7 %) ~ da
r r
N . . . _ d/2 d/2
ou r est un petit lacet dans € qui contient 0. On a PQ0 =1-T BO,T BO est le

projecteur orthogonal sur R(P)l et,en appliquant nos estimations uniformément en X} a

d/2)

(P+AT » on obtient que Q0 et B0 conservent 1'analyticité Tocalement. (Voir aussi

[M3]).

Démonstration (esquisse) du Théoréme

Nous n'avons besoin que d'adanter les méthodes de [T5] au cas des coefficients
pseudo-différentiels. Signalons d'abord que nous avons pu simplifier la démonstration don-
née dans [T5]. Nous esquissons ici la démonstration simplifiée du Théoréme dans Te cas
des coefficients qui sont des fonctions, et nous indicuons ce qui change auand les

coefficients sont pseudo-différentiels.

Prenons Pu = 0 dans w. (Ceci ne Timite pas la généralité du Théoréme, d'aprés le
Théoréme de Cauchy-Kawalevski. Dans le cas microlocal on peut aussi prendre Pu = 0 micro-

localement). Alors il suffit de montrer que dans w' « w,

1| 0%] < clel o
L% ()
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ou bien, d'aprés le théoréme de Nelson, que

%! 7o) < UL (11p4p)
Lz(w')

(Microlocalement, on doit montrer qu'il existe QN = 1 au voisinage de ' et wN(g) a

support dans un cdne contenant £ = (0,...,0,£n) et = 1 dans un sous-cdne T' n {|g| > 2N}

avecC
X' 1% gy (0) ayx)ull 5 « CMWITI*Epour 11+ b SN
N N L2
L'emploi de 1'inégaliteé
7 K
(7) LoIXE vl < CUPPVIE =+ Il )

IK|<k L2 L L

avec v = X! Qpu> QO € C:(w) donne tout de suite le crochet [P,Q0 XI] qui contient C|I|

I+K'

termes de Ta forme (coef. de P)Q X Tu avec |K'| = |K| + k - 2. Itérant, on obtient

C|I|/2|I|(11|—2) ... (2) termes de la forme (coef.)Q, XK TlIl/2 u avec |K"| < k . I1
est inutile de continuer sans bien lccaliserT® parce que [X,Q0 19 = (XQO)Tq échange

1/2

un X (donc T7) pour Q'. La bonne localisation est donnée par :

sl o
(TS)QO = z i&%%T“ (X'a X"B Qo) X'B X" TS |a+8|

la+B|<s
(8) . .
-~ S - ' w TS- 1} [ S-
Qo T = 1 (X5 Qp) X3 7270+ L (X5 Qp) X5 77 +
J J
L= = —i—- - i " = L = _._a_
ou XJ - Xj T AX yJ ot ? Xj - Xv+j ayj » T = ot
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s
: XL, (T°) . 1=0
Lemme [ ; ( 2,
-1
xm ., (r° = (7°
[ 3 ( )QO] ( )TQ
s (s+1) Ts oo
modulo C° termes de la forme 9, x / s! 2@_|Isl = s. Aussi, st g(x,y,t) est de
classe Cm,
s _ i+j  (T+j+k")
(T )Qo,g] = ) Cisks € ° 9
0<i+2j+k"g¢s
(9 supremum yU+v,+V” o gV V" 0 (Ts—i—2j—k’) xmY’
. . o
P fulsds [V s v|=d (L+5+]v"])
%
ou C = (s=i=g)! / 2151k " (s=i-g-k')! .

1jKs

(Si on remplace g par un des C;(x,D) les x'8 xue 78~ [o*8] » C;(x,D)] restent
comme dans le Lemme puisque [X,CI] est trés explicite, mais au lieu de X'® x"B QO on doit
écrire ad;. ad§u (QN(x) wN(D)) et son crochet avec CI(x,D) contient des termes donnés

par la formule de Leibnitz ( tous explicites) et un reste).

Ainsi c'est clair qu'il faut estimer généralement des choses comme les suivantes

(1I1] + |J] > k) ;3 écrivant Gy,q Pour X! TP(TS) (r) 9 xJ ou A = (I,p,s,rq,J), avec
0 QO
Al = |1] +p+ s+ q+ |J], 1'inégalité (7) donne, avec le Lemme,
2d+1
(10)  lGy gull 5 <CUll PGy o dull + 1] T C.6y Hull,)
AQ 7 2 A1sQq iz J Aj’Qo L2

o Ay = (Iy,p,s,r,q,d;) avec |11| + |J1| +k = |I| + |J] et les Cj GAj’Qo viennent



XVIIIbis.8

second terme a droite dans (7) et des crochets de quelques X avec (TS) (r) si |I] n'est
Q

0
pas assez grand pour appliquer (7) directement. Ainsi chaque Cj GA. Q a Aj = (IJ, [
J’7o
s-1, r+l1, g, Jj) avec IIjI + IJj| = 1] + |J] et C; =1 ou Ay = (I35 ps 0, restl, g, J5)
. | Ji - »=S! . = 9 P O 'y Uy U/,
avec IIJI + IJJI 1] + |d] -1+ s et C;=C /s! ou AJ (IJ P, S, Iy q JJ)

|1j| + |Jj| = 1] + [J] - k.

Dans [P,GA Q 1, les termes qui viennent de (coef.) [X, Gy Q 1 sont exactement
1°~o 1°%0o

comme ceux ci-dessus avec aussi des cas ol [Xi’xj] donne T : dans ce cas la constante
- . = . ' ! . . .| = -2
Cs < d(|I] + |J] - k) et Aj = (I p's sy rs @'y J;) avec |IJ| + IJJI 1] + [J] -2

et p' +q' =p+q+ 1. Pour 1'instant nous laissons le terme [(coef. de P), GA1 Q ]Xku.
’7o

Pour bien controler les autres, on voit que dans chaque cas, IAjI < |A|, et quand

(TS)Q(r) disparait, il est remplacé par c® Qés+r+1) X3/s!. On introduit une norme formelle
0
s v|Al+r+s
16, lly = 5 NIl /oy
et iz ci6y o My =zlc.l Hllagy o |l
3R, N T TR N

Ainsi chacun des termes que nous avons obtenu a (si CO > C)

C; 6 < ClliGy g Il
IS5 a0, I < Cliea,g Iy

Alors, évidemment :

ooyl P el

l6ge g < Men,g iy

2

+ C || [(coef. de P), GAl Q ] XkuH 2
)
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IT est convenable, pour traiter [coef., Gy Q ], d'écrire Xg,Tg pour des champs
)

de vecteurs qui n'agissent que sur g et X,,T, pour ceux qui n'agissent pas sur g. Ainsi,

par exemple,

V) = (1) ov = 2(2) (15) (%) .

a' g
Et comme norme formelle :
K t. I. P, s. q. J.
Nz e, x I 13 %d (1) T %Il
J g g (Y‘) N,C
W' 9
K. t. 1. P s. q. J.
_ J J J J 1 1
- 2151 g 1! %I T ) T
0 g
K-t I +P,s q J _ K|+t I P,s q Jy
avec I“Xg Tg X T*(T*)Q(r) Ty X*'”N,Cg = Cg (IK[+E) XS T7(T )Qo T X IJN .

o)

Maintenant ce n'est pas difficile de calculer [coef., Gy Q 1 (voir (2.18)-(2.24) de
>0

[T5]). On obtient aussi que

k
| [coef., G Xul] ,<C supremum | Gy o ul
| Ao, MM 2 ALLQ 2

[A"]<[A] °
lGpr g Il <llIGy o I
A

si on prend C > Cg. (Quand |I| + |J| = k+1, c'est possible d'obtenir un A; avec
1] + |3'] = k-1, p'+q' = p+g+l, |A1| < |A]. Alors c'est impossible d'utiliser (7)
complétement, mais peu importe ; aprés deux itérations le |A'| sera réduit comme ci-

dessus).

Si on continue répétant tout ca quand |I| + |J] > k-1, éventuellement (2N, fois)
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on n'aura que des Gp s Q "simples" : |I| + |J| < k et s = 0. Et si on commence avec
)
I ;b I
sup || X* T ul] ) < sup || X (Tb)Q ull )
|T]+beN, L%(w')  |I]+beN, ° L

ou Qo = 1 au voisinage de ', les G Q simples qu'on obtient auront r g N0 et
p+aqg+ |I| +|J] < N0/2 (e (Tb)Q est devenu (Tb)Q et disparait éventuellement,
(o (o
et les nouveaux T viennent seulement comme [Xi’xj])' Comnte tenu des |||' ||| , on a
N
sup IIXITbull ) /N, [1]+b
|I|+bsN0 L ({Qo=1})
(12)
N |Q(Y‘)l I'-b'
<C7 sup (=) sup % T ull 2 supp Q,})
reN Ny " L R
s |T'|+b' €= o
Z (%)
Pour Tes Q, on prend une suite Q = Q0 ,...,Q]O92 No , Qj =1 sur ws ¢:wj+1 ,
g ' - _d . o
Qj € Co(wj+1), wy = ', w1092 No = w avec dj = Ej = dlst(wj,wj+1) et
lo| -lal
I,D“qjl < c{“l"l N, d si lal < N /)3

avec C; universelle. (Ces Q "presque analytiques” sont dues a Mandelbrojt-Enrenpreis).

Si on itére (12), la prochaine fois avec N/ remplacé par NO/Z partout et QO

par Ql’ on arrive a la fin a

N N
I ~
sup || X Tbull <C° N, %1 ull
| T]+bsN Lz(w') H ()
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avec C indépendant de No‘ Cela donne 1'analyticité.

Dans le cas ou les coefficients sont pseudo-différentiels, Ta démonstration

suit Tes mémes lignes ; bien sir c'est plus compliqué de passer d'une Qy a une autre -

et i1 y a plusieurs cas ou 1'on doit estimer des opérateurs a symboles nuls et aussi

des crochets [Q(x),y(D)] etun reste qui interviennent quand on veut remplacer P(x £ )
0’70

dans (3) par P. Les détails seront publiés ailleurs.
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