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I. INTRODUCTION

Le point de départ de ce travail se trouve dans deux articles, l’un

de D. S. Tartakoff [12] l’autre de F. Trèves [14], dans lesquels est démontrée,

par deux méthodes complètement différentes, l’hypoellipticité analytique d’opé-

rateurs "du type Db". Plus précisément F. Trèves considère des opérateurs à
caractéristiques doubles et à symbole principal réel, alors que D. S. Tartakoff

s’intéresse à des polynômes de champs de vecteurs (2n champs de vecteurs dans

un espace de dimension 2n+l, pour être précis) ce qui est évidemment un type

particulier d’opérateurs, mais ne limitant pas le degré des polynômes, Tartakoff

ne limite pas non plus l’ordre des caractéristiques. Tout cela suggérait forte-

ment d’englober ces deux résultats dans un théorème plu’s général montrant

l’hypoellipticité analytique d’une classe raisonnable d’opérateurs à caracté-

ristiques multiples.

D’autre part, un autre point de repère intéressant est constitué par
00

les résultats d’hypoellipticité C pour les opérateurs à caractéristiques

multiples (F. Trèves [13], L. Boutet de Monvel- F. Trèves [5], L. Boutet de

Monvel [3] , J. Sjôstrand [11], A. Grigis 161 , L. Hôrmander [8] L. Boutet de

Monvel- A: Grigis _B. Helffer [4] ...). On peut d’ailleurs considérer que le

résultat présenté ici est un analogue analytique du théorème en C de [4]

II. ENONCE DU RESULTAT

Maintenant pour être plus précis, considérons un opérateur pseudo-

différentiel analytique classique, P, d’ordre m, défini sur l’ouvert ~ c En
et de symbole

où p _, est homogène de degré m-j en 
-1B 

, ... -1m-J 
On suppose que l’ensemble caractéristique E = pm (0) est une sous-

variété réelle analytique de B0 et que p m s’annule exactement à l’ordre
k E N sur E ? p on suppose également que pm-, s’annule à l’ordre k - 2j sur ,

m-j

pour j  k/2. Autrement dit P est dans l’évident analogue analytique des

classes d’opérateurs considérées en [3], [4] , [11].

En outre, reprenant une notation de [ 4 ] , pour (x, ~ ) E ~ on introdi,iit

un opérateur différentiel à coefficients polynomiaux sur aen : «
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On supposera que P satisfait à la condition suivante :

(2) pour tout ( x, ~ ) ~ E l’opérateur ak (P ) est injectif dans I#(lEl)
x,~

Suivant [ 4] , (2) est une condition nécessaire et suffisante de

sous-ellipticité avec perte de k/2 dérivées, et est donc une condition suffisante
00

d’hypoellipticité C . Dans l’analytique on énonce :

Théorème : Soit P un opérateur vérifiant les hypothèses ci-dessus et en

particulier la condition (2). Si la variété caractéristique E est symplectique

alors P est hypoelliptique analytique.

Rappelons que P est dit hypoelliptique analytique si pour toute

distribution u E 0’ (~2) u est nécessairement analytique là où Pu l’est.

Rappelons aussi que E est dite symplectique si la restriction à É
n

de la 2-forme canonique E dx. est non dégénérée.
j=1 3 3

La condition "Z symplectique" a été introduite par F. Trèves [14] ;

c’est exactement la condition de non dégénérescence de la matrice de Levi

utilisée par D. S. Tartakoff [ 12] et c’est aussi la condition (H) de [ lO].

En outre cette condition semble avoir un certain caractère de nécessité (voir

[9] pour les opérateurs différentiels du second ordre et à partie principale

réelle). En tous cas, on sait bien (cf. [2]) que l’on ne peut pas espérer de

résultat d’hypoellipticité analytique comme celui du théorème ci-dessus, sans

faire d’hypothèse sur ¿ c’est ici que se trouve la différence entre les
00

résultats en C et en analytique).

Nous démontrons ce théorème en construisant une parametrix à gauche

de P, analytique (i.e. qui décroit le front d’onde analytique). En fait le

théorème admet une version microlocale évidente et dans la suite nous travaille-

rons au voisinage d’un point (x , ~ ) E £ . En outre il est agréable pour des

raisons techniques de supposer (et, quitte à multiplier P par un facteur

elliptique et à prendre des puissances de P, on peut toujours se ramener à ce

cas là) que
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III. UN MODELE

Tout d’abord, comme le fait F. Trèves [ 13], on commence par se

ramener au cas où P a une forme particulière; pour cela on utilise une trans-

formation canonique (plus correctement un opérateur intégral de Fourier ou une

transformation de contact quantifiée) et , éventuellement, une méthode d’addition

de variables.

Pour décrire ce cas modèle nous devons d’abord prendre quelques

notations : V est un entier fixé, V  n/2, et les X. (j = 1,...,2V) sont les

champs de vecteurs sur ]R 
n 

définis par : 

j 
’ ’

Comme d’habitude si 1 = E {l,...,2B)} est une suite de
longueur k notée iIl, on pose X = X, ...X, .

1 31 3k
Nous travaillerons au voisinage du point x° - 0, ~o = (0,0,...,0,1);

m étant un entier, m &#x3E; v, on suppose dorénavant que P est de la forme :

où les c (x,D ) sont des pseudo-différentiels analytiques classiques de degré 0I x

(dans un voisinage conique de (xo, o»). Plus précisément les c (x,D ) sont
l x

donnés par leur symbole

où les c 1, j . sont analytiques et homogènes de degré -j; ils peuvent être
. 

j 
, . ,.... 0 0

étendus holomorphiquement à un même voisinage conique complexe de (x , ) et

y vérifient, pour un certain C &#x3E; 0 :

Il faut remarquer que le cas où les coefficients de l’opérateur (5)

sont des fonctions c l (x), est précisément le cas traité par D. S. Tartakoff [11j.
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TV. PARAMETF,IX FOR4ELLE

Par habitude nous construisons plutôt une paramétrix à droite de P*,

E, de noyau

où l’amplitude a est a priori cherchée sous la forme :

z(x,) étant l’application d’un voisinage conique de dans définie

par :

Dans (8) , k est une fonction de (z,y,~) , qui sera vue comme un

symbole en (y,~) à valeurs dans un espace de fonctions de z E ~R~V , , espace

à préciser ultérieurement. De manière générale on notera l’opérateur (7)

associé à l’amplitude (8).

Par ailleurs on peut considérer une fonction k(z), z E R2V , , comme

le symbole d’un opérateur K sur de noyau K(t,s), la correspondance étant

donnée par :

où l’on a noté z = (z’ ,z") ) avec z’ - (z 1 1 * * * , z ) v et z" - ( ~+1’ "’’z2V) ’
On notera Q(K) le symbole k associé à l’opérateur K par la

formule (9).

Nous terminons ces préliminaires en remarquant que pour j = 1,...,2U

on a :

et
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avec

En outre

Revenons maintenant à la construction de la paramétrix : on cherche

le symbole k sous la forme d’un développement asymptotique, k - É k., les

k. étant homogènes en E de degré -(m+j)/2 . Ce qu’il nous faut faire c’est
J
décrire l’action de P* sur op(k) et on montre d’abord que

avec

étant un opérateur différentiel de la forme

En outre les cg a sont homogènes de degré lal- Q/2, sont holomorphes
rt rt0 0

dans un voisinage conique complexe (fixe) de (x , ) et y vérifient des esti-

mations de la forme

Nous retiendrons en particulier que lU 
n 

baisse le degré en ~ de Z/2
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Enfin /~ est simplement l’opérateur de multiplication par
li,o

~ 

Pour que l’on ait Id il suffit alors que l’on ait

Posant et regroupant les termes selon

leur homogénéité en ~, (16) s’écrit

Ecrivant k , - a(K.) et utilisant (11) et (12) on transforme les
3 3

équations (17) en

où

On remarquera que si Qo est bien un opérateur de multiplication à
gauche, par un opérateur qu’on note encore Q , par contre Q pour 1 fait

o x/

intervenir des commutateurs avec les T. et comporte donc des multiplications
J

à droite et à gauche. ,

V. LES EQUATIONS (18)

Avec les équations (18) nous voilà (enf in ! ) au c0153ur du problème; on

peut d’ailleurs dire que l’étude de ces équations constitue la seule partie

vraiment importante de la démonstration du théorème, le reste étant un petit

peu de la routine.
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La première chose à faire est d’étudier Q : il résulte des calculs
o

ci-dessus que Q 0 est un opérateur différentiel sur 2l" de la forme :

les coefficients a Q étant holomrphes en (y,) et homogènes de degré m/2 en
1 .

Il résulte de l’hypothèse d’ellipticuté transverse (i.e. p 
m 

s’annule

exactement à l’ordre m sur £ ) que

et, suivant V. V. Gru~in [7], est à indice de son domaine naturel

dans 

On remarque ensuite que Q*(XO,,0) n’est rien d’autre qu’une version
0

irréductible (i.e. obtenue par une diminution maximale du nombre des variables)

de l’opérateur Cr m 0 0 (P) et de par la condition (2) Q0(x 0 0 est surjectif
x " 

°

de son domaine sur L (IRV). Ceci reste vrai pour (x,) voisin de (x,E°) et on

peut donc construire un inverse à droite de Q0(x,~). Plus précisément
on choisit Ko de sorte que :

où 7 
0 
(x,) désigne le projecteur orthogonal dans L2(E v) sur Ker Q 0 (x,).

En outre K (x,E) dépend holomorphiquement de (x,~) (en tant qu’opéra-

teur borné de L 2 (IR "~) dans ~m) et est homogène en ~ de degré -m/2 .

Les autres équations de (18) se résolvent d’elles-mêmes en posant

Les K. sont alors holomorphes en (x,~) homogènes de degré -(m+j)/2 en
3
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VI. ESTIMATIONS

La paramétrix étant maintenant construite, au moins à un niveau

formel, la question fondamentale est de montrer son analyticité. Bien entendu

cela va résulter des estimations, d’ailleurs très fines, que l’on est en mesure

de donner sur les noyaux des K,. 

...... 
2 v 2 V

Nofant 11 11 
o 

la noràe d’un opérateur borné de 2 v dans 2 vNotant Il I 0 la norme d’un opérateur borné de L ( IR ) dans L (JR ) ,

on montre d’abord qu’il existe un voisinage conique complexe de (x,£°) et

une constante C; tels que pour tout (x,~) dans ce voisinage, toute suite I,J et

tout multi indice a vérifiant on a

Ces estimations ont été obtenues par F. Trèves à41] dans le cas m = 2

à la suite de calculs explicites qui semblent voués à l’échec lorsque m &#x3E; 2.

Ces estimations ont aussi été partiellement obtenues en [10], où elles ont

servi à montrer l’hypoellipticité analytique d’opérateurs invariants sur des

groupes nilpotents, cas où la paramétrix devient une solution élémentaire

exacte construite à partir du seul premier terme K .
o

Ce qui est fondamental et résulte de (22) (c’est ici qu’on utilise l’hypo-

thèse simplificatrice m &#x3E; v) c’est que k0(y, ~) = Q (Ko (y, ~ ) ) se prolonge

en fonction entière de z E (tm et vérifie

En effet il apparaît (voir ci-dessous) que (23) est typiquement une

estimation qui assure l’analyticité de Le problème est donc maintenant

de propager cette estimation à travers les equations (18) ou (21), tout en

montrant aussi l’analyticité en (y,) du symbole (formel) K. (y,). Le
C J

Le lemme suivant est donc l’élément central de la démonstration du théorème :

Lemme : Il existe une chaine décroissante d’espaces de Banach B (0  e1)

d’opérateurs bornés dans telle que : 

i) Les opérateurs ad T. (j = 1,...,2V) sont d’ordre 1/2 dans la chaine
3

ii) Tout opérateur K 
0 

vérifiant

pour tous les I, J et a tels que III 1 + ~J~ 10.1+ m, est dans l’un des B
e
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1 
iii) Si K vérifie (24), la multiplication à gauche par K0Ti, pour m ,

est bornée dans la chaîne, pour E assez petit

iv) Pour chaque c &#x3E; 0 il existe C &#x3E; 0 tel que pour tout K E B k = G(K)

se prolonge en fonction entière de z E (t 2v et vérifie : 

En termes peut être plus clairs, i) signifie qu’il existe Mo &#x3E; 0 tel
que pour tous E ’  e :

et iii) signifie que pour K o vérifiant (24) il existe E 0 et M tels que,
pour e  e 

o 
on a

Notons ; on déduit alors facilement

du lemme de (22), de la forme (19) des opérateurs Q 91 et de (15), qu’il existe

E , C &#x3E; 0 et un voisinage complexe w de 0 tels que les K., déterminés paro , c &#x3E; 0 et un voisinage complexe w de x , tels que les K,, déterminés par
la formule de récurrence (21), sont holomorphes sur homogènes de degré

-(m+j)/2 en ~ , à valeurs dans et vérifient pour tout

Fixant alors E: = e /2 on en déduit que les k. = 0(K.) sont holomor-

v 
 ] ]

phes sur aeV x w x r E et vérifient, pour une certaine constante C indépendante de j

Il faut noter que ces estimations (25) répondent parfaitement à ce que

l’on cherchait la dépendance en z est contrôlée par e 
el lm  , correspondant àl’on cherchait la dépendance en z est contrôlée par e , correspondant à

un type d’estimations qui se sont avérées efficaces en [10, et d’autre part le

degré des k. allant de 1/2 en 1/2 la factorielle est bien (j!) 1/2 , , ce qui dit

bien que le symbole formel Z k. est analytique en (y-F).
J
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VII. PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES DE TYPE 

La construction formelle étant achevée il nous faut maintenant

passer à une construction plus exacte et cela pose quelques petits problèmes

parce que les pseudo-différentiels analytiques avec lesquels nous sommes

amenés à travailler ne sont pas tout à fait classiques : en effet il est bien
00

connu dans le cas C que la paramétrix est de type (1/2,1/2) et elle n’a

aucune chance de perdre ce caractère dans l’analytique.

Nous allons donc proposer ici ce qui pourrait être une définition

des opérateurs pseudo différentiels analytiques de type (p,6) et indiquer de

façon succinte comment on peut les utiliser pour achever la démonstration du

théorème.

L’amplitude (x ~ :IR N , 0 E sera dite un symbole

analytique de degré il et de type (p ,0) (0  p 1 , 
 1) si a s’ étend

"..,

holomorphiquement à un voisinage complexe de Q de sorte que pour tout
-

compact il existe C  0 pour lequel :

1 /
si 6 = 0 on convient bien sûr que 1 lm 0 .

Dans le cas ( p = 1~ 6= 0) on retrouve la définition de F. Trèves [ 15]

La restriction 181 ~ el SI est agréable pour des raisons techniques mais non

essentielle si on la supprime il faut toutefois remplacer le terme

par et on obtient alors que a(x, 0 ) se

prolonge holomorphiquement dans un cône 1 lm el  elreo et y vérifie :

Avec la définition (26) on peut toujours prolonger a dans un cône

I zm 6 1 1 Re 8 sur lequel on aura encore (27 ) , a n’étant pas holomorphe en 0

mais cependant tel que 3ja soit à décroissance exponentielle en 6 .

Appliquant la formule de Cauchy on voit que
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(pour x réel) et on voit alors que a est bien un symbole de type (p,6) au sens

de Hôrmander .

On peut d’ailleurs dire que dans la définition avec les inégalités (26)

(ou de manière équivalente (28)), l’idée est de compenser les pertes dans les

puissances de 101 dues au type (P,6) par de meilleures factorielles.

Par ailleurs, adaptant très légèrement la construction de K. Anderson

[ 1 ] on montre qu’étant donnés deux cônes et 0  p  1, il existe
00 n

g E C 00 (IRn) et C &#x3E; 0 tels que

Par conséquent si le symbole a est défini seulement dans un cône r2
on peut le tronquer par une telle fonction sans le modifier dans r1 c c r2 (pour

lie 1 &#x3E; 2) et ensuite l’étendre à HR pour obtenir encore un symbole de type (p
(si p  1) . .

Considérons maintenant une suite a. de symboles de degré - ~. ,
p . &#x3E; 0 (avec la condition minime que É + 00 pour au moins un K &#x3E; 0) .

J j
On dira que E a. est un symbole formel" (de type si les a. s’étendent au

J ,..J , J
même voisinage compiexe Q , , et si pour tout compact il existe C &#x3E; 0

tel que pour tout j, tout x E 1(, tout 6 EJ , tout E Nn , avec 1  i o 1 on a

A un tel symbole formel on attache, comme le fait Trèves [15] , un

vrai symbole défini modulo un terme à décroissance exponentielle en ~6~.

Maintenant si a (x, y,~ ) est un symbole de l’opérateur A de

noyau 
.

00 w 00

est bien défini par la théorie C , de dans C (~2) . Si a est analytique de

type (p,6) alors on montre que A décroit aussi le front d’onde analytique.

Revenons maintenant à notre paramétrix : nous posons a. ] (x,y,~) =
a. ] (x,y, fl) = k. ] ( z (x,~ ) , y, ~) et il est alors clair que (25) signifie que ~ a , est
un symbole analytique formel de type (1/2,1/2) au sens de (29), sur un voisinage

conique de (x 0 0 On peut alors définir a(x,y, g ( 
j 

a. ] (x,y,) modulo un
] 

J
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un terme à décroissance exponentielle au voisinage de (x 0 ,~0). Et l’on sait

maintenant que l’opérateur (7), E, ainsi que son adjoint E* décroiss nt le front

d’onde analytique.

Il reste encore à montrer que E est effectivement une paramétrix, et

plus précisément que P*E - Id est somme d’un opérateur à noyau analytique et

d’un opérateur associé à un symbole à décroissance exponentielle au voisinage de

(x 0 ,~ 0 ). Il reste aussi à justifier les calculs formels du § 4, en particulier les

formules de composition (13) et (14). Une fois posée la définition (26) cela

apparaît comme de la routine.
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