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XVIIL. |

§ 0. TNTRODUCTION.

Soit D un domaine borné d'un espace euclidien RN , D étant
une variété compacte a bord oD de classe c” et de dimension N, et soit
c(D) 1'espace des fonctions a valeurs réelles et continues sur D.

Un semi-groupe {T } fortement continu d'opérateurs linéai-

t t=0
res bornés sur C(D) est dit un semi-groupe de Feller sur D si les

{Tt}tzo sont positifs et contractants sur C(D), i.e.,

fec(D) » Osfstisur D= 0<T f<1 sur D .

I1 est connu qu'il correspond a un semi-groupe de Feller {Tt}t>0 sur D
un processus de Markov fort ¥ sur D dont la probabilité de transition

P(t,x,dy) satisfait a

(0.1) T, f(x) = [_ P(t,x,dy) f(y) , fec(D)
D
et que, sous certaines hypotheses de continuité concernant la proba-

bilité de transition P(t,x,dy) telles que

(0.2) lim &+ ¢ P(t,x,dy) = O pour tous ¢>0 et x€D ,
tJ Y
tio ly-x|>e

le générateur infinitésimal U de {Tt}tzO est décrit analytiquement
comme suit (cf. [2], [4], [14])

i) Soit x un point fixé de 1'intérieur D du domaine. Pour une
fonction u de classe C2 et appartenant au domaine de définition H(¥)
de %, en développant u(y) - u(x), on obtient d'apres (0.1) et (0.2)

Ttu(x)-u(x)

(0.3) U ul(x) = lim T = lim % (f_ P(t,x,dy)uly) - u(x))
tio t10 D
1 - 1
- lim LT 5 P(t,x,dy)u(y)-r? I ®P(t,x,dy) - Dul(x)
t10 ly-xI>e ly-xl<e
Y L« ou
—_ - )
tEoT (y; - x;) Plt,x,dy) o= (x)
i=1 ly-x!=¢ i
N | )2
—_— r (v - X )(v _ ) P(t d ) C u
! " 7 i Y. X, y X, 0Y .
i,]=1 t “ly-xl<e ! ! J J OX, X _

+ des termes de reste]
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N .
ex) u(x)+ oz bl 2 . x A 28 (0,
. ax, .o 9x. O
i=1 i i,j=1 i
ou les limites :
[ elx) = lim%f (P(t,x,dy) - 1)
ti0 ly-xIl<e
i 1
b (x) = lim — (y.-x.) P(t,x,dy) ,
s ti0 t Ily—xISE t !
.. oy
a'(x) = lim = [ (v, - x)(y. - x.) P(t,x,dy)
\ ti0 ly-xl<e J J

existent indépendamment de €> 0 suffisamment petit et satisfont a

(
10) c(x) = oO.
4 20) aij(x) = aji(x) et
N ij N
X i’§:1 a (X)gi §J =0, §=(§19§2""’§N)€R .
Posons
N i a2u N . 3
(0.4)  Au(x) = % ad(x) s==5—(x)+ T b (x) = (x)+ec(x) ulx) .
. X. OX. . ax.
i,j=1 i J i=1 i
On a alors d'apres (0.3)
(0.5) Yu(x) = Au(x) , ueBU)nc3(p) .

ii) De meéme facon, pour un point fixé x' du bord 3D du domaine,

choisissant des coordonnées locales X = (xl,xz,...,x -1’XN) avec X€D

N
si xN>0 et x€a3D si xN=O, on a

N-1 .. a2 N-1 i 3u
(0.6) Lu(x') = £ o'd(x') 22— (x")+ ¢ B '(x') =L (x')+v(&x")ul(x')

. oX, OX. . ax,

i,j=1 i J i=1 i

s ulx") %‘% (x') -6(x') Au(x')

=0 , ucd¥)ncD)
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Ici
( . ..
1%) oM (x) att(x') et
N-1 . . \
1'] 1 - F 1 — F = A—l
. Z.:‘a (X)%i Djzo k] g ‘(917529"'9§N_1)6R .
1,J)=1
2%) v(x') <0 .
<
3%) u(x') = 0 .
4°) &8(x') = 0 .
L 50) n est la normale unitaire intérieure a 8D en x' .

La condition L sera appelée la condition aux limites de Ventcel'.

Du point de vue des probabilités, le résultat ci-dessus peut

eétre interprété comme suit : une particule dans le processus de diffu-

sion (processus de Markov fort a chemins continus) X sur D est gouver-

née par 1'équation jL-—A dans 1'intérieur D du domaine, et elle obéit

at
a la condition L sur le bord oD du domaine. Notons que les termes
2 L
ij d u i Jdu du 5 _
iZj a g;;—g;g+ ? B axi s YU, p o> et 5Au de L correspondent respec
9

tivement a la diffusion le long du bord, au phénomene d'absorption, de

réflexion et de viscositeé.

Analytiquement, via le célebre théoreme de Hille-Yosida dans
la théorie des semi-groupes, il peut étre interprété comme suit : un

semi-groupe de Feller {Tt}tzo sur D est décrit par un opérateur diffé-

rentiel elliptique dégénéré A du second ordre et une condition aux limi-

tes de Ventcel' L si les chemins du processus de Markov fort ¥ corres-
pondant a {Tt} sont continus. On est ainsi ramené a 1'étude de proble-

mes aux limites non-elliptiques pour (A,L) dans la théorie des équa-

tions aux dérivées partielles.
Nous nous intéressons alors au

[Probléme : TInversement, étant données des données analytiques (A,L),

peut-on construire un semi-groupe de Feller {Tt}tzO sur D ?
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Remarque : Dans le cas N=1, ce probleme a été completement résolu
du point de vue des probabilités et aussi analytique par Feller,

Dynkin, ItG—McKean, Jr. et Ray. On va donc considérer le cas N2> 2.

Dans [2], Bony, Courrege et Priouret ont démontré que, sous

1'hypothese d'ellipticité pour 1'opérateur différentiel A, si la

matrice (o 9(x')) est définie strictement positive sur oD, il existe
alors un semi-groupe de Feller {Tt}tzo sur D dont le générateur infi-
nitésimal U satisfait aux conditions (0.5) et (0.6). Intuitivement,
leur résultat implique que si une particule se diffuse partout le long

du bord, il existe alors un semi-groupe de Feller {Tt}t>0 sur D corres-

pondant a un tel phénomene de diffusion.

Dans [11], 1'auteur a généralisé leur résultat au cas ou la
matrice (aij(x')) est définie non-négative sur oD, sous certaine hypo-
these analytique concernant la condition aux limites L ([11], théoreme 1).
Mais le sens intuitif de cette hypothese n'est pas tellement clair du

point de vue des probabilités.

Dans cette note, on améliorera ce résultat comme suit (théo-

reme 3) : sous 1'hypothése d'ellipticité pour 1'opérateur A, si

(0.7) une particule passe 1'ensemble M= {x'€ 3D ; u(x') =0}, ou

aucun phénomene de diffusion n'a lieu, au bout d'un temps

fini (hypothese (A)),

il existe alors un semi-groupe de Feller {Tt}tzo sur D correspondant a
un tel phénomene de diffusion.

De plus, on donnera des théoremes d'existence abstraits de
semi-groupes de Feller {Tt}tzo sur D en termes de problémes aux limites

pour (A,L) a parametres réels a et A tels que

(o0 = A)u

I

f dans D ,

(A - L)u

® sur oD

en généralisant des résultats de Sato-Ueno [ 9] au cas ou 1'opérateur

différentiel A est non-elliptique sur D (théoréme 1 et corollaire 2).

Intuitivement, notre hypothese de non-ellipticité concernant 1'opéra-

teur A est la suivante (hypothese (H))
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(0.8) Une particule gouvernée par 1'équation 2__ A se diffuse
ot —_——

partout dans D et sort de D= DU 8D au bout d'un temps fini.

§ 1. ENONCE DES RESULTATS.

On commence par énoncer des théoremes d'existence abstraits
de semi-groupes de Feller {Tt}tzo sur D.

Pour 1'opérateur A donné par (0.4), supposons qu'il existe
un sous-ensemble ouvert G de RN s qui contient 5, tel que les coeffi-

cients de A satisfont a :

’ .. .. ..
19) atdecc”(6) avec a'd=all et

N ..

r a'd(x)eg.g. >0, x€G, £= (g, ,¢ £)eRY
.o i®j5 =" 1 S 5905007 a5y :
(1.1) ¢ 1,J=1

2°)  blec®(a)

3°%) c€C”(G) avec c(x) <0 dans D .

\

L'hypothese fondamentale concernant 1'opérateur A est la suivante :

(H) L'algebre de Lie .c(xl,x

2,...,XN) sur R engendrée par les champs
N ii 9

de vecteurs Xi: T a J pryva est de rang N en tout point de D et
j=1 j

le bord 3D est non-caractéristique par rapport a 1'opérateur A,

i.e., by alJ(x')ninj3>O sur oD ou n= (nl,n

,...,nN) est la
i,j=1

2

normale unitaire intérieure a oD en x'.

Le sens intuitif de 1'hypothese (H) est, comme mentionné dans (0.8),
qu'une particule partant d'un point arbitraire de D peut se diffuser
partout dans D et sortir de D=DU 3D au bout d'un temps fini (cf.
remarque 2.3).

Supposons que les coefficients de la condition aux limites

de Ventcel' L donnée par (0.6) satisfont a
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o ij .
4 1) o' sont les conmposantes d'un tenseur contravariant

symétrique de classe C_ et de type (2,0) sur oD et
N-1 ij 3 * R
r a “(x')E.E.20, x'€aD, €' €T_,(aD) ou T_,(aD)
- i®j X X
i,j=1
est 1'espace cotangent a 3D en x'.
2%  glec®D).
(1.2) ﬁ

Y € Cm(aD) avec v(x') <0 sur 3D .

4°) € c”(dD) avec n(x') 20 sur 3D .

L 59) 6 € c”(3D) avec 65(x') >0 sur 9D .

Quand on construit un semi-groupe de Feller {Tt}tzo sur 3, on

utilisera une classe {Sa} (o > 0) de semi-groupes de Feller sur 3D

t°t=0
(cf. remarque 3.1). Pour cela, introduisons la définition suivante :

Définition 1.1 : Une condition aux limites de Ventcel' L est dite

transversale sur oD si

(1.3) p(x') + 8(x') > 0 sur 8D .

Intuitivement, puisque d'apres (1.3) le phénomene de réflexion
ou bien de viscosité a lieu sur le bord 8D, 1'hypothese de transvrsali-
té de L implique qu'il existe une relation entre des processus de Markov
sur D et des processus de Markov sur oD. Une interprétation en termes

de probabilités de cette relation est donnée par Ueno [13].
On peut maintenant énoncer le

[Théoréme 1 : Soit A un opérateur différentiel satisfaisant a (1.1)
et a 1'hypothese (H) et soit L une condition aux limites de Ventcl'
satisfaisant a (1.2) et a 1'hypothése de transversalité. Supposons que
les conditions suivantes sont satisfaites

[1] (EXISTENCE) 11 existe des constantes a >0 et A >0 telles

que le probleme aux limites

(a2 - A)u 0 dans D ,
(A-=L)u = ® sur oD

i
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©,— ©, .
admette une solution u€ C (D) pour toute € C (3D).
[II] (UNICITE) Pour un o> 0, on a

uec(d) , (a-A)u=0 dans D, Lu=0 sur oD

= u=0 dans D.

I1 existe alors un semi-groupe de Feller {Tt}t>0 sur D dont

le générateur infinitésimal U est donné par

(a) Le domaine de définition 2(¥U) de U est

(1.4)¢ BHU) = {uec(d) ; Auec(D), Lu=0} .

\b) ¥Yu = Au pour ué€ H(¥)

—

Remarque 1.2 : Dans le théoreme 1, Au est prise au sens de distri-

butions et la condition aux limites Lu peut étre définie comme distri-
bution sur 8D pour u€ C(D) telle que Au€ C(D), car le bord 3D est non-
caractéristique par rapport a 1'opérateur A (cf. [5], théoremes 4.3.1

et 2.5.6).
En général, il y a une relation étroite entre 1l'unicité et
la régularité des solutions de problemes aux limites. En effet, on

obtient 1le

[Corollaire 2 : Soient A et L comme dans le théoreme 1 et supposons

que la condition [I] et la condition suivante (remplagant la condition
[I1]) sont satisfaites :
[111] (REGULARITE) Pour un a >0, on a

u€ Cc(D), (a¢-A)u=0 dans D, Lu¢€ c”(aD)
s uecC (D) .

I1 existe alors un semi-groupe de Feller {Tt}tzO sur D dont
le générateur infinitésimal U satisfait a (1.4) et co¥ncide avec 1'ex-
tension fermée minimale dans C(D) de la restriction de A a 1'espace

o _
{uec”(D) ;3 Lu= 0} .
L
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Comme application simple du corollaire 2, on considere le
cas ou 1'opérateur différentiel A est elliptique sur ﬁ, i.e., il
existe une constante C02>O telle que
N ij 2 = N
. §-1 at(x)g g2 Igl%, xeD, 5= (5,,8,,.. 005 ) € R,
e

car D est compact.

Pour énoncer une hypothese concernant la condition aux limites
L, introduisons quelques notations et définitions.
s ij
Pour les coefficients o'J de L, posons

N-1 3 3

_ ij 9 9
¢ = . ; o S(x") oxX. ®S ox. !
i,j=1 i 3

qui appartient a 1'espace T(aD,T(aD)gs'r(aD)) des champs de tenseurs

contravariants symétrigues de classe c” et de type (2.0) sur oD. Ici
®s

(resp. I'(0D,T(3D))) 1'espace des champs de vecteurs covariants (resp.

*
est le produit tensoriel symétrique. Désignons par I'(3D,T (3D))

contravariants) de classe C sur 3D. En utilisant ¢, on peut alors

définir une application

¥ o F(aD,T*(aD)) ['(3p,T(3D))

par
X 3
¥(Z') = ¢(C',.) pour '€ TI(dD,T (3D)) .
N-1

En termes de coordonnées locales x' = (x1,x2,...,xN_1), pour (' = i§1 Qi dxi

N-1 i 4 3
ona¥(')= 3z a'Jx)C. 5o - On pose :

.G i ox,

i,J=1 J

Y - 1'image de ¥ = {¥((');C' e (aD,T (30D} .

Cela étant, 1'hypothese fondamentale concernant la condition

aux limites L est la suivante

(A) L'algebre de Lie £(Y) sur R engendrée par Y est de rang

N-1 en tout point de 1'ensemble M= {x' € oD ; p(x') = 0}.

Le sens intuitif de 1'hypothese (A) est, comme mentionné dauns (0.7),

qu'une particule partant d'un point arbitraire de M, ou aucun phénomene
! p p
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de réflexion n'a lieu, peut sortir de M au bout d'un temps fini (cf.

remarque 2.3).

Voici le théoreme qui fait 1'objet de cette note
-
Théoreme 3 : Soit A un opérateur différentiel satisfaisant a (1.1)
et a 1'hypothese d'ellipticité sur D et soit L une condition aux limites
satisfaisant a (1.2) et a 1'hypothese de transversalité. Supposons que

1'hypothese (A) est satisfaite. On a alors la conclusion du corollaire 2.

Remarque 1.3 : Dans le cas a'v=0 sur oD, i.e.,

N-1 . 3
(0.6)" Lu(x') = ¥ B (x') =2 (x') +v(x") ul(x")
i=1 oX;

du
+ u(x') S;(X') -5(x") Au(x') ,
on a démontré dans [11] le résultat suivant ([11], théoreme 4)

Théoreme 4 : Soient A et L (donnée par (0.6)') comme dans le théoreme 3.

Supposons que

(A") le champ de vecteurs B = (Bl,Bz,---,BN-1) sur 9D est non
nul sur M= {x'€0D; n(x') = 0} et aucune courbe intégrale

maximale de B n'est entierement contenue dans M.

On a alors la conclusion du corollaire 2.

L'hypothese (A') a le méme sens intuitif que 1'hypothese (A).

§ 2. PRELIMINAIRES.

2.1 La construction du semi-groupe de Feller {Tt} sur D reposera

t>0
sur la variante suivante du théoreme de Hille-Yosida (cf. [15])

- . —
Théoreme 2.1 : (i) Soient {Tt}t>0 un semi-groupe de Feller sur D

et U son générateur infinitésimal. On a alors
(a) 1le domaine de définition S(U) de U est dense dans C(D).
(b) Pour o> 0, 1'équation (a -U)u=f admet une solution unique
u€ H(YU) pour toute f€ C(D). On définit 1'opérateur de Green
(a-W~ 1 cP)=c(D) par u=(a-u)"1 ¢ pour toute f< C(D).
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1

(c) L'opérateur (a-%)"" (a>0) est non-négatif sur C(D).

(da) L'opérateur (a-—m)—l (0> 0) est borné sur C(D) et de norme

| (o - 91)_1H <2,
a

ii) Inversement, si ¥ est un opérateur linéaire sur C(D)
satisfaisant a la condition (a) et s'il existe une constante ao:zO
telle que pour tout a>a les conditions (b) - (d) sont satisfaites,
alors ¥ est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller

{Tt}tzo sur D.

2.2 Pour vérifier les conditions (a) - (d) du théoreme 2.1, on
utilisera une classe {Si}tzo (> 0) de semi-groupes de Feller sur oD
(cf. remarque 3.1). Autrement dit, on ramenera le probleme de cons-
truction de semi-groupes de Feller sur D au méme probleme pour des

semi-groupes de Feller sur oD.

Le théoreme suivant nous permet de réaliser ce plan.

Théoreme 2.2 (cf. [10]) : Soit A un opérateur différentiel satis-

faisant a (1.1) et a 1'hypothese (H) et soit a > 0. Alors le probleme
de  Dirichlet :

(o = A)u

"

f dans D,

(D)
¢ sur oD

“1ap

admet une solution unique u dans C(D) pour toutes f€ C(D) et P€ C(3D).

Remarque 2.3 : On donne une interprétation en- termes de probabi- -

lités de 1'hypothese (H). Dans [10], Stroock-Varadhan ont démontré
que le processus de diffusion £(t) = (§1(t),§2(t),...,§N(t)) qui a

. . L2 .
s a'd —il————4-2 b' 9 comme générateur différentiel et partant
i3 6xi 6xj i 6xi
9

d'un point x= (x1,x2,...,xN) de D, peut etre approché par la fonction

suivante ¢(t) = (Ql(t),§2(t), ..,QN(t))

t N . .
(2.1) 2. (t) = x, +2 [ 3 a3 (2(s)) ¥ .(s) ds
1 1 . J
O J:1
t . N o]
+ [ (b'(e(s)) - 2 (4(s))) ds
J . X .
0 3:1 J
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ou ¥(t) = (W1(t),W2(t),...,WN(t)k [O,w)-»RN est une fonction mesurable
bornée arbitraire, approchant le mouvement brownien standard

B(t) = (bl(t),Bz(t),...,BN(t)).

D'autre part, on a le résultat suivant
9

[Théoreme 2.4 ([3]) : Soit D un domaine de RN et soit {23}5_1 un
systeme de champs de vecteurs réels de classe c” sur D. Si 1'algebre

de Lie £(Z1,Z Zr) sur R engendrée par {Zj} est de rang N en un

POREER
point xo de D, il existe alors un voisinage U(xo) de xo tel que tout

point x de U(xo) peut etre joint a X par une chaine finie de trajec-

toires de {+7Z. 1% .
- Jj =1

Par conséquent, en choisissant les fonctions Tj dans la
da'd
ax.

J

formule (2.1) assez grandes pour gue ¥ a ' J¥. domine b’ -g

J
1j o (1<i<N), on voit
oxX .

en utilisant le théoreme 2.4 avec Zi: T a
J J

que 1'hypothese (H) peut étre interprétée du point de vue des proba-

bilités comme au paragraphe 1.

De méme, on peut donner une interprétation en termes de

probabilités de 1'hypothese (A) comme au paragraphe 1.

o

¢ 3. ESQUISSE DES DEMONSTRATIONS.

3.1 Démonstration du théoreme 1 : 1) En vertu du théoreme 2.2,

on peut introduire des opérateurs linéaires Gzz Cc(D) - c(D) (opérateur

de Green) et Ha: C(8D) - C(D) (opérrteur harmonique) par les relations

suivantes
(a-—A)GZf = f dans D,
(3.1)
o) N
GafldD = 0 sur oD.
(a - A)Haty = 0 dans D,
(3.2)

HQWIOD - v sur OD.
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D'apres les formules de probabilités pour G; et H dues a Stroock-
Varadhan [10], on obtient que 1'opérateur G° (resp. H ) est non-négatif

et borné et de norme HG i s—-(resp. HH I| <

2) Puisque l'opérateur différentiel o - A est hypoelliptique dans

D (cf. [8]) et partiellement hypoelliptique par rapport a oD (cf. [5])
d'apres 1'hypothese (H), il résulte de (3.1) et (3.2) que G; (resp. Ha)

= © © - , ,
applique C (D) (resp. C (0D)) dans C (D). On peut définir des opérateurs
linéaires LG;: C(D) - C(aD) et LHa: C(oD) - C(3D) de la maniere suivante

LG) : f —s L(G)T)  (feCT(D) .
LH : ¥ —>L(H ¥ (Yec (b)) .
On obtient alors que 1l'opérateur LGZ se prolonge en un opérateur linéaire

borné et non-négatif de C(D) dans C(8D) ; on le désignera par fﬁg.

De plus, en utilisant le principe du maximum pour 1'opérateur différen-

tiel A-a (cf. [10]), on voit que 1'opérateur LHa se prolonge en un

opérateur linéaire fermé de C(9D) dans C(0D) ; on le désignera par fﬁg.

3) On peut maintenant établir le théoreme 1 comme suit (cf. [9],

théoreme 5.2) :

1°) Si la condition [I] est satisfaite, alors 1'opérateur Eﬁ&

est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller {S }t>0

sur oD.
20) Si pour un o =0 1'opérateur iﬁ& engendre un semi-groupe de

Feller {S } sur 9D, alors pour tout B >0 1'opérateur LH engendre

p

un semi- groupe de Feller {S £>0 SUT oD.

3°) Si la condition aux limites L est transversale sur oD, alors

pour tout o> 0 1'opérateur LH est bijectif et son inverse
Eﬁa C(3D) - C(dD) est non- pos1t1f et borné.
4 ) Pour tout o > 0, on peut donc définir un opérateur linéaire

G, : c(D) - ¢c(D) par :
o T=-1,==0 =
(3.3) G f=G f-H(LH (LG f) , fec(D) .
o3 o o o
Si la condition [II] est satisfaite, on a alors

G = (a“m)—1 9
o

ot Y est 1'opérateur linéaire de C(D) dans C(D) défini par (1.4).
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5°) En vertu de 1'expression (3.3) de Ga::(a-u)_1, on peut mon-
trer que 1'opérateur U satisfait aux conditions (a) - (d) dans le théo-

reme 2.1. D'ou le théoreme 1.

Remarque 3.1 : Comme on le voit d'apres 1'expression (3.3), on a

construit 1'opérateur de Green (oc--ill)_1 (0> 0) d'un semi-groupe de
= A , _—1
p ' _ '
Feller {Tt}tzO sur D en utilisant 1'operateur de Green Iﬂa d'un

. o1
semi-groupe de Feller {St}tzo sur oD .

3.2 Démonstration du corollaire 2 : Le corollaire résulte du théoreme

1 en remarquant les faits suivants
1°) Les conditions [I] et [III] impliquent la condition [II].

20) Si la condition [III] est satisfaite, on a alors
QO QO |, =
fec (D):}Gafe ¢ (D)

3.3 Démonstration du théoreme 3 : 11 suffit de montrer que les condi-

tions [I] et [III] du corollaire 2 sont satisfaites. Pour cela, on va
démontrer le théoreme suivant, ce qui, compte-tenu du lemme de Sobolev,

implique les conditions [I] (avec A =0) et [III].

[Théoreme 3.2 : Soient A et L comme dans le théoreme 3 et supposons

que 1'hypothese (A) est satisfaite. Il existe alors une constante O<#u <1

telle que pour tout o> 0 le probleme aux limites

(- A)u = f dans D,
()
Lu = ¢ sur oD
admette une solution unique uc¢ HS-2+n(D) (s=3) pour toutes f€H
et we uS™¥2(,p).

$=2(p)

De plus, pour tout « 20 on a la propriété de régularité

uEHt(D) (teER), (a-A)uec (D), LucC (oD)

—_
A\

.4)
> ucc (D)

Ici H(D) (resp. H°(3D)) désigne 1'espace de Sobolev sur D

(resp. oD) d'ordre s.
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Démonstration : 1) En utilisant 1'opérateur de Green G; et 1'opéra-

teur harmonique Ha’ on ramene comme d'habitude 1'étude du probleme (%)
a celle de 1'opérateur LHa sur le bord dD.

Notons que d'apres (3.2) 1'opérateur LHa peut s'écrire de la
forme suivante :

N-1 . . 2 N-1

(3.5) my-[ 5 oI 2F v 5 2L, (v-ab)¥]
o . 8x, Ox. ., i ox,
i,j=1 i Jj i=1 i

J
MY (Haw)|aD

i

Qa W+1LT& ’

ou H

- Qa est un opérateur différentiel du second ordre de symbole princi-

pal - 3 o'J(x") g
i,

- T& est un opérateur pseudo-différentiel du premier ordre de symbole

principal - 1g'| (cf. [6])-

i gj (=0)

2) Le lemme suivant, qui améliore le lemme 6 de [11], est

1'étape essentielle dans la démonstration.

[Lemme 3.3 : Soient A et L comme dans le théoreme 3 et supposons que
1'hypothese (A) est satisfaite. Il existe alors une constante 0< n< 1

telle que pour tout s€ R on ait :

(3.6) v e b (aD) LHa‘FEHS(aD)=§‘I’EHS+n(aD) .
Dans ce cas, pour tout t<s+ " il existe une constante CS t>O
9
telle que
(3.7) lel =C_ . (ILHalIfl < + lel ) .
H™ "(aD) ’ : H”(oD) H"(aD)

Ce lemme se démontre en considérant uTE comme terme de
"perturbation" de Q , et en utilisant le théoreme 5.9 de [7] au voi-
sinage de x! tel quz u(xé)>>0 et en raisonnant comme dans la démonstra-
tion du théoreme 2.6.2 de [8] au voisinage de x! tel que le rang de

1' algebre de Lie £(Y) en x! soit égal a N-1.

3) La propriété de régularité (3.4) est donc une conséquence

de (3.6) et du lemme de Sobolev. De plus, puisque toute solution homogene
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du probleme (¥*) est c” jusqu'au bord, on obtient le théoreme d'unicité
des solutions pour le probleme (*) en utilisant le principe du maximum

au bord comme dans [11].

4) 11 reste alors a vérifier le théoreme d'existence des

solutions pour le probleme (*). Ceci se démontre comme suit (cf. [11])

1° En remplagant le parametre a dans le probleme (%) par 1'opéra-

teur différentiel —82/6y2 sur le cercle unité S= R/2nZ, considérons le
probleme aux limites suivant (cf. [1])
2 ~
(—-Q——A) u
N 2
(%) y

"

f dans Dx S ’

~

Lu

® sur oD x S

On a alors la relation importante suivante entre le probleme

(*) et le probleme (;) (L12])

(3.8) Si le probleme (*) est a indice, alors pour tout a >0 le pro-

bleme (*) est d'indice zéro.

2% Puisque le probléme de Dirichlet :

2 -
(-2—_A)w =0 dans DxS ,
5
oy
wléDxS =¥ sur o9Dx S

admet une solution unique wé€ Ht(Dx S) (t€ R) pour toute ¥ € Ht- 1/2(6D><S),
on peut introduire 1'opérateur harmonique H: Ht'_1/2(6D><S)-aHt(D><S)
par w= HY. Notons alors que 1l'opérateur LH peut s'écrire sous la forme

suivante, analogue a (3.5) :

~ N-1 > 2> N-1 ~
_ ij o Vv Y v ~
LHY = L. ; * ox. ox. ° 2+.Z Bl ox +vY]
i,j=1 i J oy i=1 i

>
+1LS-E (H\F)IéDxS

En remarquant que 6(x') >0 sur M= {x' € oD ; u(x') = 0} d'apres

(1.3), on obtient 1'inégalité suivante, analogue a (3.7)

(3.9) || cin < C_ t(ILH\yl . + v . )
H> " (aD x 8) ’ H (4D x S) H(oD x S)
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On en déduit que 1'espace des solutions homogenes du probleme (;) est
de dimension finie, car la dimension du noyau de ﬁﬁ est finie d'apres
(3.9).

De méme, passant par 1'adjoint formel (Lﬁ)* de ﬁﬁ, on voit
que, pour toute (?,$)<£HS~2(D><S)€9HS'-5/2(5D><S) satisfaisant a un
nombre fini de conditions de compatibilité,il existe une solution

weHS2**(Dx 8) du probléme (*).

3° En vertu de (3.8), on obtient donc le théoréme d'existence

des solutions pour le probleme (*).

§ 4. REMARQUE.

En appliquant le corollaire 2, on s'est restreint au cas ou
1'opérateur différentiel A est elliptique sur D. La raison est que,
quand 1'opérateur A satisfait seulement a 1'hypothese (H) , on ne sait
pas si 1'opérateur LH écrit comme (3.5) et qui a joué un role fonda-
mental dans la démonstration du théoreme 3.2, est un opérateur pseudo-
différentiel sur le bord oD.

C'est donc un probleme ouvert de généraliser le théoreme 3

au cas ou 1l'opérateur différentiel A satisfait a 1'hypothese (H).
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