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1. INTRODUCTION.

Dans [6], nous définissions les opérateurs 2-microdifférentiels
qui sont aux opérateurs microdifférentiels (= pseudo-différentiels) ce
que ceux-ci sont aux opérateurs différentiels.

Nous reprenons ici cette construction en la généralisant a
toute sous-variété involutive homogene A du fibré cotangent T*X a une
variété analytique complexe X. En outre, le faisceau des opérateurs

. . oz . ; a2 . PP .~ .
2-microdifférentiels, noté € est maintenant defini de maniere in-

9
trinseque, i.e. il ne dépenquue de A et ne dépend plus d'un choix de
coordonnées de A. Nous définissons également toute une famille 3i(r,s)
de faisceaux analogues a 5§ pour r et s rationnels tels que 1<s=<rg+o.

Les constructions précédentes permettent de définir pour un
systeme d'équations différentielles, la notion de vecteur microcarac-
téristique de type (r,s). (Si r=s=1, cas ou €i(r,s):=8i , ce sont
les vecteurs microcaractéristiques de [1] et [5], si r== et s=1
ce sont des vecteurs microcaractéritiques avec condition de Lévi
(cf. [8]).)

Pour un opérateur différentiel, nous définissons un polynome
de Newton relatif a une variété involutive A et les symboles principaux
associés a ce polynome. Pour un systeme nous pouvons définir des "pentes
critiques'" qui, dans le cas d'un opérateur, sont les pentes du polygone
de Newton.

Nous résolvons un probleme de Cauchy pour les systemes, ce
qui nous donne comme corollaire d'une part la résolution du probleme
de Cauchy pour les fonctions holomorphes ramifiées et d'autre part
un lien entre les pentes critiques d'un systeme holonfme et les solu-

tions d'un tel systeme.

2. OPERATEURS MICRODIFFERENTIELS DE CLASSE (r,s).

Soient r et s deux nombres rationnels tels que 1ss<r<+o,
#*
U un ouvert conique de T En, un opérateur microdifférentiel de classe
(r,s) sur U est une série formelle P= % P _.(x,£) ou Pj(x,g) est une
. JE€EZ
fonction bolomorphe sur U, homogene de degré j en € telle que
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¥ K compact de U J C>0 ¥ >0 } C_>0 tel que

(i) ¥ j<O0 sup !Pj(x,g)l < C—j[(—j)!]S
K

(ii) (r=s) ¥ j>0 sup IP.(x,8)] sc_ &I 2
K J & ;)"

(ii') (s<r) ¥ j=20 sup IP . (x,8)]
K J (j¢

Si r=+», la condition (ii) est remplacée par PjESO si j=j,

Dans un changement de variable les symboles se transforment
suivant les formules habituelles (cf. [2]) ce qui permet de définir
le faisceau 8x(r,s) des opérateurs microdifférentiels de classe (r,s)
sur une variété analytique complexe X quelconque.

@ ,
Si r=s=1, SX(1,1) n'est autre que le faisceau € des opé-

X
rateurs microdifférentiels d'ordre infini de [10] et 5x(m,1) est le

faisceau EX des opérateurs microdifférentiels d'ordre fini.

3. UN PEU DE GEOMETRIE.

Soit X une variété analytique complexe, T*X le fibré cotan-
gent a X et A une sous-variété involutive (lisse) de "X,

Ax A est une sous-variété involutive de T*(X><X) donc est
munie d'un feuilletage canonique. Par ailleurs, l'injection canonique
T*Xz Tx(XxX)»T*(XXE) définit une injection A—-AXA.

On définit A comme la réunion des feuilles de AXx A qui passent
par A. C'est une sous- variété lagrangienne lisse de T*(X><X) au voi-
sinage de T (X><X) et TA A est un quotient de T (T X)

La structure de var1ete symplecthue de T X définit un iso-

morphisme H: T (T X)-—}T(T X) qui induit un isomorphisme H: TAA -T (T X).

A
3*
Dans la premiere microlocalisation on se plagait sur T X,
. #~
dans la deuxieme on se place sur TAA.

4. FAISCEAU DES OPERATEURS 2-MICRODIFFERENTIELS. SYMBOLES.

Soient r et s deux nombres rationnels (1<s<r<+®), par une

méthode cohomologique que nous ne décrirons pas ici (cf. [6], [7]), on
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3~
AA un faisceau d'anneaux unitaires, le faisceau des

opérateurs 2-microdifférentiels d'ordre infini de classe (r,s), que

peut définir sur T

2w . PP N .
nous noterons 6A (r,s). Ce faisceau est défini de maniere canonique

et ne dépend que de A.

Le faisceau 8lz\oo(r,s) pour r=s=1 joue un role particulier
et c'est lui que nous notons e2® faisceau des opérateurs microdiffé-

A b}
rentiels d'ordre infini.

Si 1<s<s'<r'<rcs+o, 8jz\w(r,s) est un sous-faisceau de 8/2\00(1",5').
*"\J
Si n: T, A=A est la projection canonique, on a un morphisme injectif

A

de faisceau d'anneaux :
N (rys) ) ) — €2 (r,s) .
XA AT

N *
(De maniere analogue si Tl T X-X est la projection cano-
[ee]

X
des opérateurs différentiels d'ordre infini a coefficients analytiques.)

nique on avait un morphisme injectif ngj(ﬁi)-*a ou ﬁ; est le faisceau

2o

A (r,s)

Nous n'avons pas donné la définition du faisceau €
mais nous pouvons le caractériser de la maniere suivante
Supposons qu'il existe des coordonnées locales (x,y,z) de X dans
lesquelles A= {(x,y,2,£,M,0) € T*X/ £=0, z=0}. (Si A est réguliere
ou lagrangienne, on peut se ramener a cette situation par une trans-
formation canonique), alors T*A est muni de coordonnées locales

* 4 . .
(x,y,M¢,x ,L ) et on a le théoreme suivant

2~
v

[Théoreme 4.1 : Si U est un ouvert de T A, on a une bijection entre

A
3im(r,s) sur U et les séries formelles

P = : Pij(x’Y9T|1€’X*s§*)

T N2
(i,j)eZ

les sections de

~ ~ s ?e
ou Pij est une fonction holomorphe sur U homogene de degré j en (71,(,x )
* . * % ) ]
et de degré j en (NM,0,x ) et de degré i en (x ,{ ) avec les majorations
suivantes :

¥ K compact de U, 3 C>0, ¥ ¢>0, 3 C€I>O tels que (en posant k= j-i)

(i) ¥ k<0, ¥i<0, sup {p. | =05 (=)
K i,k+1
(i1) ¥ k<0, ¥ i20, sup (P, | =c e a0k
K i,k+i £ it
. . koo .
(iii) (r=s), ¥ k>0, ¥ i<0, sup P, o< et CcT i)/ (k)
) i,k+1 €

K
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(iii') (r>s), ¥ k=20, ¥ i<0, sup IP, , .| < cF 1)/ (x)*
K i,k+i
(iv) (r=s), ¥k=0, ¥i20, sup [P, .|l <c_ 1 17T it
K i k+i €
. . [ k i r .,
(iv') (r>s), ¥ k>0, ¥ i>0, sup [P | <ct e 1/(k!) i

K i k+i £

(Si r=+», les conditions (iii) et (iv) doivent étre remplacées par
= i > .

3 k Pi,k+i 0 si k ko)

-broposition 4.2 : Si P et Q sont deux opérateurs de 8lz\w(r,s) de

symboles P= % Pij et Q=2 Qij s, si R=PQ est le produit de P et Q

dans 1'anneau 8im(r,s) le symbole R=Z Rij de R est donné par :

® ’ 1 @ B v B Y
R, (x,y,M,8,x ,0 ) = ) — —— D DD P, _D"D'_q .
Ay Amisk-lal=]vI afByl T EINC Tig Ty v Tk
L p=j+l-lal-1pl-lvl

2

Aw(r,s) se

L'injection canonique de nnl(ax(r,s)lA) dans €
traduit de la maniere suivante pour les symboles :
Soit P un opérateur de 5x(r,s)lA, P a un symbole
P= » P_(x,y,2,€,M,C) ou P, est une fonction holomorphe définie au
€z !
voisinage de A, homogene de degré j en (§,M,C).

Pj se développe de maniere unique en série de Taylor sous

la forme P (x,y,2,§,M,C) = : POfB(x,y,'ﬂ,Q)ZB ga .
J a€N", pend  J

Alors le symbole de 1'image de P dans Efm(r,s) est défini

par P= E Pij avec Pij(x,y,n,g,x*,g*)z Z::::::: P?B(x,y,ﬂ,C)x*ag*B.

i€EN , jeZ lal+1Bl=i

5. OPERATEURS D'ORDRE FINI. POLYGONE DE NEWTON D'UN OPERATEUR.

Plagons-nous tout d'abord dans le cas ou
A = {(X,y,z,’i,'ﬂsﬁ)/g:o, 0= z} .

Soit (r,s) un couple de rationnels tels que 1<ssSr<+o et

s< +o .

Définition 5.1 : Soit (i ,j )6222, 6z(r,s)[i ,j ] est le sous-faisceau
Sw ] o' ‘o A o’“o
bA (r,s) des opérateurs P= P tels que

(i,30ez® i3



XV.5
A) Si 1<s<r<+o

P =0 sitis(oi)>ti +(j-i)outiv(joi)oti «(j-i) .
1,] r r (o] [0} 0o S r (o] (6] (6]

B) Si 1<s=r<+»

a) P.. = 0 si l i4—(j-i)>-1 i o+ (j -i )
ij s s o o o

b) ¥ ke€Z 3 AMk)EZ t.q. P,

]

Osiéi+j-i=k et i <A(k)

ij
1 . . . .
de plus, pour k =—1i +j -i_ on a K(ko)..lo .
6/2\(1‘,8): LJ 5 8jz\(r,s)[i,j] est le faisceau des opérateurs

(i,jlez

2-microdifférentiels de classe (r,s) (d'ordre fini)e

Si P est une sectlon de €2 (r S)Ll s 3 ] et si P n'est section
d’aucun sous-faisceau 3 (r,s)[l,g] strlctement plus petit que

3 (r s)[i ,J J (a (r, s) flxe) on pose :

o(r’S)(P) =P, . .
A 1 4]
(o] (o]

Polygone de Newton

Si P est un opérateur 2-microdifférentiel de symbole I Pij’ le
polygone de Newton de P, N, (P), est 1'enveloppe convexe de la réunion
des ensembles {(i, k) € z° /k<k , i+k < 1o+ko} pour les couples (io,ko)

tels que Pi ne soit pas 1dentiquement nul.

,i +k
o’ o o

Si P est un opérateur différentiel ou microdifférentiel défini

au voisinage de A, le polygone de Newton de P le long de A est le

polygone de Newton de 1'image de P dans 5iw

3
Remarque 5.2 : Si X=C et A= T{O}E’ le polygone de Newton le long

de A défini ci-dessus pour un opérateur différentiel n'est autre que

le polygone de Newton classique d'un opérateur différentiel (Ramis [9]).

[Proposition 5.3 : Le polygone de Newton est invariant par les trans-

formations canonicues qui conservent A, tandis que par ces transforma-
9&[\1
tions se comportent comme des fonctions holomorphes sur TAA les éle-

ments du symbole de P pour (i,k) appartenant a la frontiere du poly-

| gone de Newton de P privée des droites k= constante et i + k= constante.
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Considérons maintenant le cas général d'une variété involu-
tive A quelconque. On ne peut plus définir le symbole (complet) d'un
opérateur 2-microdifférentiel, par contre la proposition 5.3 nous
permet de définir dans tous les cas :

- le polygone de Newton d'un opérateur le long de A,

~

- les symboles P, comme des fonctions holomorphes sur TAA

i,i+k
pour (i,k) appartenant a la frontiere du polygone de Newton de P pri-

vée des droites k=cte et i +k=cte.

(r

A ’S)(P) pour tous les ra-

En particulier on peut définir o

tionnels (r,s) tels que 1<s<r<+o.

Exemple 5.4 : Soit P= ¥ P. un opérateur différentiel d'ordre n
. jsn
et supposons que le symbole principal Pn de P s'annule exactement

a 1'ordre 3 sur A .
*
a) Si A={(x,y,2,E,0,0)€T X/E=0, z=0}, 1'image de P dans
2
E P=3P, ..
) @ un symbole bX ij
Comme P est d'ordre n on a j<n et d'autre part on a i20

(cf. fin du § 4),enfinP_ s'annule a 1'ordre 3 donc P =P =P = 0.
n o,n 1,n 2,n

Le polygone de Newton de P est donc contenu dans
A= {(i,k) ¢ Z2/1+k <n, 2i+3k<n-3, k<n-1}.

3,n et P0 n-i° Par

hypothéseP ;éo Si P ,éo N(P) est égal a A. si P =0,
’ ’

N (P) est contenu dans B = {(1 k)GZ /i+k<n, i+ 2k<2n-3, k<n-2}

et lui est égal si P] n 1#(). Dans le cas contraire NA(P) est contenu dans
,N=

Sur le bord de ce polygone on trouve P

c={(i,k) € Zz/i+ksn, i+3k < 3n-6, k<n-2} et enfin si
= . 2 ,.
Pono2=0s Ny(P) = {(i+k) € Z"/i+k sn, k<n-3].
Dans ce dernier cas, Pn s'annule a 1'ordre 3 exactement

sur A, Pn 1 s'annule a 1'ordre au moins 2 et Pn 5 a 1'ordre au moins 1,

c'est-a-dire que P vérifie la condition de Lévi sur A. P vérifie donc

la condition de Lévi sur A si et seulement si le polygone de Newton

de P n'a qu'un sommet, ce qui peut encore se traduire par

g,(f’”w)w,(\“”’(p)

Iy
o ~ Sk

/ (3,n-3) l;>2 \\/‘(1”‘_(2;,:1-3)
A // n"\ R 4/ 137%\\\‘ .
/ ///%\ /// S .
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b) Dans le cas général d'une variété involutive quelconque on

peut toujours définir Po n-1- Si celui-ci est identiquement nul
,n-

NA(P)C:B et on peut définir P1,n—1’

définir Po,n—2 et enfin si Po,n—15 0, P1,n—13 0, PO e 2;:0,

puis si celui-ci est nul on peut

N,\(P)z {(i,k) € Zz/i+k <n, k<n-3} et on dit que P vérifie la condition
)

de Lévi sur A.

,n-1" P1,n-1’
a) par une transformation canonique).

(Pour calculer P etc., on se ramene au cas

6. CONDITION DE LEVI.

(1,1)
A (p),

nous noterons o, (P), n'est autre que le svmbole qui est noté I (o(P))

A=T, (T’ X) du § 3) donc les zéros

Si P est un opérateur microdifférentiel, o que

dans [5] (via l'isomorphlsme H: TA

de GA(P) sont les directions mlcrocaracterlsthues de P au sens de
(1] et [5].
(w,1)

De méme les zéros de o (P) sont les directions "forte-

A
ment microcaractéristiques" de P au sens de [8].

Le théoreme suivant va nous permettre d'étendre ces défini-

tions aux systemes

< #~ .
Théoreme 6.1 : Si U est un ouvert de TAA, P un opérateur de 3i(r,s)

défini sur U et si oxr’S)(P) ne s'annule pas sur U, P est inversible

sur U dans 5i(r,s)-

Définition 6.2 : Soit 7 un 5X—module cohérent défini au voisinage

de A, la variété microcaractéristique de type (r,s) de 7 le long de A

o~
est le sous-ensemble de T,A défini par

A

Chi(r,s)(m) = support(ai(r,s) ® _, M
(€xln)

Vv
avec T A-A .

A

~»

Si r=s=1, Ch (r s)(M) est la variété microcaractéristicue
de 7 au sens de [5], si r:‘w, s=1, Ch (OO 1)(7) est la variété forte-
ment microcaractéristique de 7 au sens de L 8].

Nous avons vu (exemple 5.4) que pour un opérateur P la condi-

(,1) (1 1)

tion de Lévi se traduit par o, (P) = {P), pour un systeme nous

dirons (avec [8]) que 7 vérifie la condltlon de Lévi si



Xv.8

2 2
ChA(1,1)(77() = ChA(oo,1)(771).
Pour r et s quelconques (1<s<r<+x), Chi(r,s)(m) carac-
térise une condition de Lévi partielle, c'est-a-dire en rapport avec

des croissances de Gevrey.

Définition 6.3 : Soit 7 un 3x
* *N ’ . . . . 3
de A et x <ETAA. On définit la suite des pentes critiques de 7 le
3

long de A au point x de la maniere suivante :

-module cohérent défini au voisinage

#*
s, = sup{s/ x ZChlz\(s,1)(7f()} et par récurrence sur k :

Ski1= sup{s/ x*E Chlz\(s,sk)(M)} .

On définit ainsi une suite croissante finie de rationnels :

1<s <sg,. < ...<s <s = +o©
o 1 P p+1

Si M=:8x/’€xP pour un opérateur P, les pentes critiques

de 7 sont les valeurs %% ou A parcourt la suite des pentes du polygone
de Newton de P le long de A.
#*
Si X=20C, A::T{O}E, la suite so,...,sp est la suite des

"valeurs exceptionnelles de s'" de Ramis [9].

Remarquons enfin que si )\ est une variété lagrangienne lisse,
si 7 est un €
2 X . #* #~
ChA(1,1)(m)C:A (A identifie a la section nulle de T A::TAA ) et M
est a points singuliers réguliers au sens de Kashiwara-Kawai [4] si

et seulement si Chi(m,i)(M)C:A-

-module holondme de variété caractéristique A, alors

7. PROBLEME DE CAUCHY DANS LE DOMAINE COMPLEXE.

Définition 7.1 : Soient 7 et 7 deux 5x—modu1es cohérents, une sous-

variété Y de X sera dite non microcaractéristicue de type (r,s) pour

(77(’92) si H

T L (Txnch,  (r,s)MBA) = {0} .

X
(YxxT ) TXXXX

#* * - 3* #*
Soient p: (T X)xX‘Y—oT Y et w: (T X)XX'Y-oT X les projections

canoniques et d= codime .



XV.9

-}héoréme 7.2 : Soient 7 et 7 deux & —modules cohérents définis au

*
voisinage de (T X)xX Y dans T X et (r,s) deux rationnels tels que
1<ss<rs+». Si Y est non microcaractéristique de type (r,s) pour

(M, M) on a des isomorphismes :

—1

n lRKom&x(m,"l(r,s) A 'scomgx(m,am) @p (€4 x(rss) gax'n)‘Ld]

-1
&y

avec (r’S)=:€x(r'S)8€X’n'

#* * -1 #* s
Si x € (T X) x_Y est tel que Ch(”) Np~ (o(x ))c{x }
-1 * * ] o ] .
chM ne” (p(x ))c{x }, 1'isomorphisme précédent se réduit a :

¥ 320 ext) e, s) o = Extd (M, M (r,8))
X Y p(x )

ou MY et qZY désignent les modules traces de 7 et M sur Y [10] .

Le théoreme 7.2 signifie que le probleme de Cauchy est bien

posé sur Y pour le couple 7, MN(r,s). I1 a été démontré dans le

cas r=s=1 (faisceau 8; des opérateurs microdifférentiels d'ordre
infini) par Kashiwara-Schapira [5] ; dans le cas r=o, s=1 (fais-
ceaux 6X des opérateurs d'ordre fini). T. Monteiro [8] a adapté la
démonstration de Kashiwara-Schapira. Notre démonstration est diffé-
rente, elle repose essentiellement sur la définition 6.2 (qui est
reliée aux symboles OA par le théoreme 6.1) et a la platitude de

).

1'anneau g2 (r s) sur m (b xIA

Suivant [5], on peut déduire du théoreme 7.2 un théoreme
sur le probleme de Cauchy dans les fonctions ramifiées :
Si Z est une hypersurface lisse de X et © une équation de Z
P . 1 B
on définit : O[ZIX]"ﬁX Log ¢.

Si A€ [1,+»] est rationnel, on pose éx(h)::&x(K,1) et

3*

ITxx

__5 .
ZIX(K) (A) Log ¢
Gle(X) est le faisceau des fonctions holomorphes ramifiées
autour de Z qui s'écrivent ¢ a.(x)'———l——-+ b(x) Log 9(x) avec loca-
j=0 (9(x))Y

localement |a.(x)|f;CJ 1 pour A< +® et a.(x)=0 si j>j pour
J (jo)rT J ©

Si (Zi)i—l r sont des hypersurfaces de X, on note
£ I
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r
z O; ,X(K) le conoyau de 1'application :
i=1 i
r
r-1 ) 1
O — 8 Oy |xM)
i=1 i
(f1,...,fr_1)|————;)(f1,f2—fl,...,-fr_1) .
[Théoreme 7.3 : Soit Y une sous-variété de X, Z une hypersurface
de Y, (Zi)i—l . des hypersurfaces de X transverses 2 a 2 et trans-
=1ye0.,

verses a Y telles que Z,NY =27 pour tout i.

Soit 7 un ﬁx—module cohérent tel que :

- *
a) CAM NP T U Ty X (P (TX) %y YT ¥)
i i

b) Y est non microcaractéristique de type (A,1) pour 7 sur

* #* )
TZiX\‘TXX pour i=1,...,r.

Alors pour tout j&€ IN on a des isomorphismes

. r
J 1 1 J

1
i=1 i

-
(Ce. théoreme a été démontré sous des hypotheses plus restric-

tives par Hamada-Leray-Wagschall [3].)
Du théoreme 7.2 on peut également déduire le théoreme suivant
qui donne une interprétation analytique des pentes critiques d'un sys-

teme :

~ 14 4 . *
q%éoreme 7.4 : Soit A une sous-variété lagrangienne de T X et 7 un

8x-module a un générateur, a caractéristiques simples sur A. Soit 7

un 3x-modu1e cohérent et x un point de A tel que les pentes critiques

* * *
de 7 le long de A en tous les points x de T A\ A tels que 7n(x )=x
soient les mémes. Soient 1<s <g,<...<s <s = +» ces pentes cri-
o 1 P p+1
tiques.

Pour tout (r,s), il existe j€ [0,...,p+1] tel que (posant

¥ k=0 Exty (M, 9 (r,s)) = Exty (MM (s ,s. 1)) -
X X J J-

< * L s
Dans le cas ou X=0 et A::T{O}E on retrouve un theoreme
de Ramis [9] qui relie les pentes critiques aux solutions ultradis-

tributions.
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