YVES MEYER

Les opérateurs pseudo-différentiels classiques et leurs
conjugués par changement de variable

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1980-1981), exp. n° 10,
p.-1-16

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1980-1981 A12_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1980-1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1980-1981____A12_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES
91128 PALAISEAU CEDEX - FRANCE

Tél. (6) 941.82.00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINAIRE GOULAOUIC-MEYER-SCHWARTZ 1980-129281

LES_OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS_CLASSIQUES

par Yves MEYER

Exposé n° X 20 Janvier 1981






Les résultats qui suivent sont dus & R.R. Coifman (en collaboration
- . PERPSN éme P
avec l'auteur), a G. David et J.L. Journé (éléves de 5 année a 1'E.N.S. Ulm)
et 4 M. Zinsmeister (allocataire de recherche au Centre de Mathématiques de

1'Ecole Polytechnique).

Soient T € S? 0 (]Rf'1 x]Rn) un symbole vérifiant les estimations clas-
siques |az ai T(x,8) | <;Cu 8 (1 + |€‘)—|u| et L = 1(x,D) 1'opérateur pseudo-

b

différentiel associé.

ees . n n .
Pour tout difféomorphisme h : R™ >R, nous noterons par Jh la matrice

. . e .
Jacobienne de h. Nous appellerons Diff ORn) le groupe des difféomorphismes
lipschitziens préservant 1'orientation : cela signifie que les normes de Jh et
de son inverse sont uniformément bornées sur R" et que det Jh > 0.

Un systéme fondamental de voisinages de 1 € Diff] (Rn) est composé des

ensembles V_, 0 <e <1, définis par

W(x) - v(y)|
V = <dh=1+V ; sup |¢(x)| S e et sup < ¢
R" R™xR" % -yl
Enfin, si h € Diff] (Rn), U, L2 (Rn) *‘LZ (Rn) est 1'opérateur uni-

h

taire défini par Uh(f) =f oh \/ det Jh.
Nous nous proposons d'étudier 1'application
A opiff! ®Y) > <L2 ®" | 1° (Rn))

définie par A(h) = Uh T U;l. Dans tous ce qui suit, 1l'espace de Banach

2 . _ ~
E = &€ L2 (Rn) , L (Rp) est muni de la norme d'opérateur,notée | .

, tandis
que E = Lip(Rp) sera l'espace de Banach des applications f : R" > R lipschit-

ziennes (et bornées) et |[fHLi = sup |f(x)]| + sup [£G0 - f(y)\-
P sy lx -9l

Le premier résultat est que N est indéfiniment dérivable sur le groupe

Diff] (IRn). Cela signifie qu'il existe une suite T, : Ek € LZ(RD) y Lz(an)

k £}
k €N, d'opérateurs multi-linéaires continus tels que, si h = I + ¥ ol
P q

I|w[|Lip <1, on ait



k+1

-1
(D U LU =L+ T )+ T + oo+ T, o) + Ret [ R <cllvll ;.

h
En particulier, il existe une constante C = C(t,n) telle que, pour
e . ceel g .
tout difféomorphisme h € Diff (Rp),on ait

(2) ||UhLU—1 -1 <c | n-1

h Lip~
Dans certains cas, l'estimation (2) peut €tre améliorée. On suppose

= 2 et 1'on appelle h : € 2> € un homéomorphisme quasi-conforme (préservant

(e o]
1'orientation). Cela signifie qu'il existe €L (€ ; dx dy) telle que || u“

oh oh oh
et que == = 1 On pose alors (z) = . Soit € Z un entler (non nul)
> T M P X 5/ 5 y %t
et soit Tj 1'opérateur de convolution avec la distribution v.p. 5 Alors
r
@ o vt - Tl < fulle 1= Il
h "j "h ] J oo b

oii C. est une suite, 3 croissance lente en j, de constantes absolues.

Dans le cas oin =1 et oi T = H est la transformation de Hilbert,
(2) peut &tre également améliorée. Il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout difféomorphisme croissant h : R > R, on ait

(4) |l u, B - H) <c || 1og 1’|

h BMO®

G. David et J.L. Journé viennent d'établir 1'inégalité inverse de
_..] .
(4) sous la forme || U HU - - H|| = v || log h']] BMO /1 + || 1og b'|| pMo (ce qui

est naturel pour minorer une norme qui est toujours < 2).

L'inégalité (4) est liée au probléme suivant de Caldéron (posé éga-
lement par A. Zygmund dans [15] ). Soit T une courbe rectifiable et orientée

du plan complexe, partageant € en deux ouverts (notés Q, et ) et paramétré

par la longueur d'arc (notés s) et soit L (r) = Lz(ds) i espace des fonctions
f : T > C de carré intégrable par rapport a& la longueur d'arc. Désignons par
HZ(Q ) et HZ(Q ) les espaces de Hardy généralisés associés 3 T (composés des
fonctlons analythues dans Ql, ou QZ, de carré intégrable sur T). Alors les

espaces de "traces" H (Q )| et H (e )| sont bien définis et sont fermés

dans LZ(F). Le probléme est de savoir si
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2 2 2
(5) L) = 8@ [+ B(@y) ],
ou (ce qui est équivalent) si 1'on peut trouver ¢ € [0,1] tel que
(6) /f](s) £,(s) ds <e | f]H 9 I f||2
T
pour tout f, € HZ(Q )|. et tout f, € HZ(Q )l
1 17T 2 271"

Le théoréme de David et Journé permet d'établir l'existence d'une
constante absolue € > 0 telle que la propriété (6) avec € <:eo implique la

condition géométrique suivante sur T

(7) il existe n > 0 tel que |z(s') - z(s)| (1 +n) 2 |s' - s| pour tout
s €ER et tout s' €R.

Réciproquement, on sait, d'aprés [7] , qu'il existe une constante

absolue n_ >0 telle que (7) et 7 <:n0 impliquent (5).

Mais tout ceci ne constitue qu'un élément de réponse au probléme
de Caldéron. Par exemple, si T est une parabole, (5) a lieu sans que 1l'on ait

(7.
Les courbes T vérifiant la condition '"corde—arc". (7) ont &té trés
étudiées (Lavrentiev, Pommerenke, Ahlfors...). Le lecteur intéressé se repor-

tera a [11] .

Une conjoncture naturelle est que, pour tout n > 0, la condition (7)

implique (5).

1) Le cas général des opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ordre 0

On écrit h(x) = x + ¥(x), x € Rn, ou encore h = I + Y. Puisque T est

-1

h
. . — . <

|| vl Lip ©St petite ; posons e vl Lip Gt remarquons que, si 0<e<1,

borné sur LZ(Rn), on a || Uh TU  -T|| <2 ||T|| et (1) n'a d'intérét que si

alors h est nécessairement un homéomorphisme.
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Théoréme 1 : Pour tout ¥ : R" > R" vérifiant || ¥|| <1, on a

Lip
-1

o <c |yl

(8) I U, TU Lip*

. - ®  n
On peut se restreindre au cas od ¥ € C, (R™) car un argument de pas-—

sage 3@ la limite fournit sans peine le cas général.

On pose, si 0 <t <1, h (x) =x+¢t Y(x) et, pour alléger les nota-
. P . . s ~ -1
tions, on &crit U au lieu de U, . On considére alors les opérateurs L= U T U,
t

et 1'on se propose de démontrer que, pour 0 St <1, on a

I vl

0
9 '»5?- Lt Lip

et (8) découlera évidemment de (9).

La preuve de (9) peut se résumer en les deux remarques suivantes

a N - N .
On a 5€'Ut = Ut oKt ou Xt est un champ de vecteurs a coefficients
lipschitziens et le commutateur [X,T] entre un opérateur pseudo-différentiel
classique T € Op S0

1,0

.
et un champ de vecteurs X = b] 5~—-+ . * bn 3§H3 3 coef-
ficients 11psch1t21ens, est borné sur L (R ). Ce dernler point est loin d'€tre
évident. Lorsque le symbole 1(x,&) de T est homogéne de degré O en &, ce résultat

est dd 3 A.P. Calderén [2] et dans le cas général, on consultera [5]

Pour démontrer des résultats plus précis, on adopte un autre point de

o . n 4 . . . _
vue. On désigne par S(x,y) E¥'"(R x Rﬁ) le noyau-distribution de 1'opérateur T.
Naturellement dans les calculs qui suivent, on commence par multiplier le symbole

_€|£|2

Un simple argument de passage d la limite fournit le cas général. Comme d'ha-

o0 3]
t(x,&) par e , € >0, de sorte que S(x,y) devienne SE(x,y) ec ®R" x RY).
bitude, on est amené 3 poser Sg(x,y) = RF(X, x-y) de sorte que, pour tout x fixé,

le symbole Te(x,g) soit la transformée de Fourier de la fonction u —> Rg(x,u).

Pour alléger les notations, nous omettons €.
Finalement le noyau-distribution de Uh T U_] est
1/2 1/2 h
(det Jp (%)) (det J, (v)) R(h(x), h(x) - h(y)).

On se souvient alors que h(x) = x + ¥(x) avec H ¢H Lip = ¢,
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I1 ne reste plus qu'a développer R(h(x), h(x) - h(y)) = R(x + ¥(x), x - y +
Y(x) - ¥(y)) a 1'aide de la formule de Taylor, en regardant ¥(x) - ¥(y) comme

une petite perturbation de x - y.

Le tegme typique qui apparalt alors est, si ¥ = (wl, ceey wn),
1 .
W, (x) = ¥, () W, () = ¥, (M™% 57 R(x,x - y) et il s'agit de mon-
trer que, pour tout o = (a],...,an) GENP, ce noyau-distribution déf&nit un o
~ - 2,.n _ 1 n
opérateur borné sur L"(R") dont la norme ne dépasse pas Ca,B IR Lip"'“ wnHLip

Ce programme a été proposé par A.P. Calderdn le 26 Janvier
1966 dans une conférence faite au Colloquium du Département de Mathématique de
1'Université de Paris et n'a été achevé qu'en 1978 [5] .

On peut donc énoncer le résultat suivant

Théoréme 2 : Soit U la boule unité ouverte de 1'espace Lip(Rn) des applica-

. . .. _ n . A .
tions lipschitziennes et bornées de R dans lui-méme. Alors 1l'applicateur

Xf' U —>£ LZ(RH) LZ(Rn) ui 3 Y €U associe U, T U_1 (h =1+ Y
. 0 ’ qui a 2599 Y4 h ’

T € 0Op S] ) est indéfiniment dérivable (par rapport 3 V).
b

0

2) Le cas des applications quasi-conformes

~ . . s 2
Nous supposons désormais n = 2 et identifions R~ a C.

~ . . . Oh 0 .
Un homéomorphisme h : € > € est quasi-conforme si 3% et 52 sont localement inté-

grables (les dérivées étant prises au sens des distributions) et vérifient

oh oh . oo i
(10) 3= = W3, ou H €L (C; dx dy) et || ul|l o <1.
A oh 2 P .
On observe aussitdt que det Jh = |5, (1 - |u| ) > 0 et que, réciproquement, si
(o o)

h : € >C est un difféomorphisme (de classe C ), préservant 1'orientation, et

si'il en est de méme pour h(z) = ET%7ET, alors h est quasi-conforme.

En d'autres termes ||u|l“,mesure la "distorsion'"  des difféomor-

phismes homotopes 3 1'identité.

P . . oh/o
Nous désignerons par X la fonction uni-modulaire ngéggT et, par abus
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~ .. 2
de langage, nous appellerons également x 1l'opérateur unitaire de L (€) dans

lui-méme qui consiste & multiplier par la fonction ¥.

Soient j € Z un entier (non nul) et T. 1'opérateur de convolution avec

. . . 1 i_]e . Jl ijOL
la distribution S. = v.p. liL € . Alors [15] 1le symbole de T. est (- i e

a S o j 5 P T _I-'—Z__ ym i ( )

de sorte que Tj : L7°(€) > L°(C) est unitaire. Avec ces notations, on a

Théoréme 3 : Il existe une suite 3 croissance lente Cj de constantes positives

telle que, pour tout homéomorphisme quasi-conforme h : € > €, vérifiant (10),

on ait, pour tout j € Z

- | ull
-3 < =
(11) Il oy T, Uy X TJ.H < ¢ —
=l o
Avant de démontrer ce résultat, donnons, un exemple d'application. 3h
. - - € £ _ £ € . E_E£Ez €
si -1 <e<1 Et :E(z) z|z| : alors & (1 +3) |z|~ tandis que 55 =3 E|z|
On a donc u]= prvsl et “ uHm=2+€ <1. Alors x = | et, dans ce cas, on a
H Uh Tj Uh - Tj|| S;Cj e. Si par exemple, w(0) est une fonction 2m—périodique,
€ €
indéfiniment dérivable, et d'intégrale nulle, et si T est 1'opérateur de convolu-
tion avec la distribution S = v.p. Eigl, alors il vient || U T vl - T|| < ce.
r2 he he

On peut donc former des homéomorphismes quasi-conformes hE qui soient arbitraire-
ment grands en norme lipschitzienne mais tels que la norme d'opérateur de

- 2 2 . . . .
U TU - T : L°(€) > L7(€) soit arbitrairement petite lorsque T est un o.p.d.

d'ordre 0 défini par un symbole homogéne.

Nous allons démontrer le théoréme 3 par la méthode employée pour le

théoréme 1.

On pose h(0) = h(l) = z, et il existe o : § > €, de la forme

z
0’ 1
_ - _ -l_,aj
a(z) = az + b tel 2?e a(zo) 0 et a(zl) = 1. AlorEan Tj Ua (T;T) Tj et donc
15 3 3 =
1'étude de Uh Tj Uh se raméne 3 celle de Uhl Tj Uh] lorsque h](z) = ah(z) + b.
On a alors h](O) =0 et hl(l) =1,

Suivant Ahlfors [1] , noughdéfinissggs h, : € = C par les conditions
t t
ht(O) =0, ht(l) =1, ht(“3 =®et gz =t M5

oh
Proposition | : Avec les notations ci-dessus, on a ; =A o ht ol
3A, = 34, KT
w5 <C —5 et |55 < C — la constante C est une
BMO - ”u”oo |oo I - HU”oo

1
absolue et 0 St < 1.
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La proposition 1 est due & Ahlfors. On définit en effet o, €L (C) par

dh
b 2 2 b
t £ . Il t t z 0z
(i
On a donc || %ﬂ oo S ———7. On pose alors, si z # w,
=l o
1 1 1 z — 1 1 z{z - 1)
R(z,w) = - — - + = - — et 1'on définit
s w -z w -1 w 7 wlw - 1) (w - z)
(12) At(z) = /R(z,w) oct(w) du dv (w=u+ 1iv).
C
On a a A = o. (ceci est la raison d'€tre du noyau R(z,w) "corrigé" our
97 "t T Yt Y ’ 8 P
avoir une bonne décroissance i 1'infini) et, au sens des classes de fonctions
) . .
de BMO(C), on a également P At = - B(at) ; B est la transformation de Beurling
c'est-a-dire 1'opérateur de convolution avec
Tz
On a donc
< < ——
lB_ZAt'BMO CIIO‘t“m ¢ 2
=l
0
et .B:Z;At”w: || Ott oo*

Finalement il vient ([ 1] p. 105)

0

Pe o

ot t t’

. PR ] = 5]
Nous allons esquisser la preuve du théoréme 3. En posant D = Ez»et D = = et en
. . _ - = 1

?onservant les notations ci-dessus, on montre que HE-Ut = Ut(At D + At D + §-MDAt +
— M— 3 \l a = ~ ] - . . .
5 MDAt + Rt) oiu 1'on a pose Ut Uht et ou Ma est l'opérateur de multiplication

par la fonction a ; R_ désignant enfin un opérateur de norme <c lull /1 - l‘““if

. Dh
Vo -] LS = Soa—
On appelle alors &€ j(t) 1'opérateur (Xt) U, Lj U ol x, = TBF;T et est éga
lement 1'opérateur de multiplication par X - Arrivés 3 ce point, on se propose

de démontrer que

(13) ‘

5 € ] <o lulle f1-uld
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et, a4 cet effet, on utilise le résultat suivant [ 7]

Théoréme 4 : Pour tout entier n 2 1, il existe un entier N 2 | et une cons-

tante C > 0 ayant la propriété suivante.

1
1 (S
Soit o(x,£&) S],O

o(x,D) dont le noyau distribution est noté S(x,y).

un symbole classique d'ordre 1 définissant 1'opérateur

Soit A € Coo(Rn) une fonction dont le gradient, noté VA, appartient 3 BMO(Rn) .

Alors le noyau-distribution

T(x,y) = [A<x> A - (x—y>.VA<y>] s(x,y)

définit un opérateur ® borné sur Lz(tRn) . De plus la norme de "€ ne dépasse pas

cll vall

(8 foll = s osup 10208 at,m] (e ghlel T
N x,B & x0T
<N
<N
Nous allons esquisser la preuve du théoréme 4 en nous restreignant au

m(&) est une fonction homogéne de degré

cas particulier oi n = 2 et ol o(x,&)
00 0 .
1 et C en dehors de 0. On pose alors a = B?'A € BMO et, suivant A. Calderdm et

[e o]
R. Coifman, on écrit g(x) =€ f(x), f € CO(RZ), sous la forme d'un opérateur

" pseudo-différentiel bilinéaire "

(15) g(z) = cffei(a+g)'z A(a,8) /a\(a) /f\(E) do dg

avec A(a,&) = [m(€+a) - m(g) - a ?rrg - Eg%] a_].

L'opérateur bilinéaire défini par (15) fut le prototype des opérateurs
paradifférentiels de J.M. Bony (tels qu'ils sont présentés dans [ 10] ). Pour se
ramener 3 ces opérateurs, on introduit la partition de 1'unité 1 = cpo(%) + «p](é—)
ol v et o, ¢ ¢ >[0,1] sont ¢ a support compact, tpo(z) = 1 pour

o
lz| < S et ¢,(z) = 0 pour |z| >T]6.

é) m(E+a) .
a o

On pose alors X (a,£) = ‘PO(%) AMa,g), A (a,8) = ¢ ( s

nee) =0, B w0 =05 3R et 20,0 = 2o JRO).
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On obtient une décomposition analogue g = By * 8t e L'opé-

g,
rateur qui & f associe g, est un opérateur paradifférentiel tandis que les

quatre autres termes se majorent en utilisant les méthodes du chapitre VI de

[6] . On obtient alors | gJH 9 < £l , pour 0 < j <4 ce qui ter-

mine la démonstration.

3) Le groupe quasi-conforme en une variable réelle

On appelle\i/ le groupe des homéomorphismes croissants h : & > &,
préservant les ensembles de mesure nulle et tels que, pour toute fonction
f € BMO, f o h appartienne i BMO. Alors% est caractérisé par le théoréme
suivant de P. Jones : h € 3, si et seulement si h'(x) = w(x) € A (la dérivée
est prise au sens des distributions et A est la classe de Muckenhoupt définie

dans [4] ).

I1 en résulte que log h' € BMO et que l'application linéaire

v o BMO —> BMO définie par Vh(f) = f o h est un isomorphisme lorsque h € \% .

Réciproquement, il existe une constante y > 0 et une constante C > 0

telles que, si b : R~ R appartient 3 BMO et si || b|| < vy, alors

BMO
h(x) = j;xexp b(t) dt appartient éﬁ,et I VhH <c, I Vl:]“ < C ; les normes

en question sont celles des opérateurs correspondants de BMO dans lui-méme.
On a alors, en désignant par H la transformation de Hilbert,

Théoréme 5 : Il existe une constante C telle que, pour tout h € % , on ait

-1
I U, HU - H|| <C || log h'|] BMO*

Plus précisément 1'ensemble des fonctions log h', h € % , est une partie ouverte

Q C BMO et 1l'application qui 3 log h' € Q associe Uh H U}_llest une fonction analy-

tique sur Q, & valeurs dans l'espace de Banach & (LZ(IR), L2(|R) ).

Le théoréme 5 est démontré dans [ 7] . Donnons cependant le principe de

la preuve de la premiére partie.

Pour vérifier 1'inégalité en question, il suffit de se restreindre au

cas ot || log h'|| <y (car la norme d'opérateur du nombre de gauche est < 2

BMO



et 1'on choisira C = %) .

On peut donc, si 0 <t <1, définir ht € %, par log h't =t log h'.
0 d -1 .
= = = e -
On a EE-ht At o h avec EE'At b o ht , b log h BMO. On notera la res
semblance entre ces identités et celles obtenues par Ahlfors dans le cas des
applications quasi-conformes. Ce qui est naturel car les applications quasi-

conformes sont les changements de variable préservant BMO (Reimamm[ 12] ).

Finalement on pose Ut = Uh et on montre, en reprenant mot a mot la
t

preuve du théoréme 1, que

) -1
”3_tUt HUt H <C “ ]'Og h'H BMO.

4) Le théoréme de David et Journé

,
Pour tout homéomorphisme croissant h : R >R préservant les ensembles
de mesure nulle, appelons §(h) la norme de 1l'opérateur Uh H U;] - H: LZOR)'*'LZGR).
Cet opérateur est une fonction analytique de b = log h' € BMO. On montre aisé-
ment que la dérivée de Gateaux 3 l'origine de cette fonction analytique est un
B , 2 _ .
opérateur T](b) : LZ(R) > L"(R) dont la norme d'opérateur est comprise entre

C, Il b]| sMo €t C» | ]| smo (€ >'C] > 0). Il en résulte l'existence de deux cons-

tantes ¢ > 0 et n > 0 telles que || log h']|| BMO < ¢ implique §(h) = n || log h'|| BMO "
Ces résultats suggérent deux problémes.

D'une part quel est le rdle joué par le groupe é; ? Peut-on avoir §(h) petit

pour des homéomorphismes n'appartenant pas & ? Second probléme : quel est le
r6le joué par la condition || log h'|| < e dans la minoration de §(h) ?. Cette
deuxiéme question se pose méme si h € %} .

Théoréme 6 : Il existe deux constantes § > 0 et C >0 telles que si h : R >R

est un homéomorphismes croissant, préservant les ensembles de mesure nulle, la

1 . .
h H|| <6 implique log h' € BMO et

la condition || U, H U

(16) I tog 0|l gy <€ llu, U - all



Démontrer 1'inégalité (16) revient a prouver que, pour tout & > 0, il

= ¢ (ouh‘E?) implique || US HU_l - H|| =n.

existe un n > 0 tel que || log h'|| L

BMO

A cet effet, nous rappelons la caractérisation de BMO donnée par

J.0. Stromberg dans [13] .

Proposition 2 : Soit b : R >R une fonction mesurable. Supposons qu'il existe

une constante T =2 0 et, pour tout intervalle I, un nombre réel A_ tel que

I

(17) Prob{er; |b(x)—)\Il>T} < %

\

Alors b € BMO et < CT, C étant une constante absolue.

Y-

Supposons que b n'appartienne pas 4 BMO. Cela entraine 1'existence
d'une suite I, d'intervalles et de constantes réelles ) telles que

k
Prob {XEI ;b(x)<>\k—k}>

;b(x)>>\k+k} >%etProb{x€I 1

k " 5

On désigne par 1k la longueur de Ik et par Jk (ou J'k) 1'intervalle

I, - 21k (ou I, + 21k).

k k

. . . -1 . .
Le noyau distribution de U_ H U est la fonction localement intégra-

h h
h,(x)l/Z h,(y)l/z

7 (h(x) = h(y))

ble sur le complémentaire de la diagonale A(x,y) = tandis que

celui de H est 1 .
T(x-Yy)

On désigne par E, - I 1'ensemble défini par b(x) = Ak + k et par

F. C I, celui défini par b(x) <A - k. On choisit pour tester les opérateurs H

k k k
-1, .
N N
et U, H U~ 1'une des quatre fonctions indicatrices de E [ak,clg . B [ak,ck] R
N N i S
E, [Ck’bk] ou F [Ck’bk] pour un certain c, [ak,bk] .

On examine le résultat obtenu sur \Ik.ou JIL et, par une analyse précise,

-1

Journé et David démontrent que || Uh HU_ - H|| 2€>0 o0l ¢ est une constante

h
absolue,
Si maintenant log h' € BMO mais || log h']| BMO =2 n >0, Journé et David
démontrent que la norme d'opérateur de Uh H Uh - H est minorée par ¢(n) > 0.
Pour cela, ils reprennent 1'analyse précédente en posant cette fois Jk = Ik - le,
Jk = Ik + le et en choisissant N = N(n) assez grand [9]



5) Application & 1'étude des espaces de Hardy et du probléme de Caldéron

Soit I' une courbe orientée, rectifiable du plan complexe, sans point

double et partageant @ en deux composantes connexes et ouvertes Ql et Qz, Q]

étant "3 gauche de T"

Nous paramétrerons I par la longueur d'arc, notée s, et désignerons

par z(s), s €ER , cette représentation paramétrique.

Alors 1'application z : R 2> € de la forme z(s) = z(o) + j;s exp ib(u)du
par une certaine fonction mesurable réelle b ; de plus z est injective et propre

( lim tz(s) |

s >t oo

Soient P, le demi-plan supérieur et P, le demi-plan inférieur. On

1

appelle @1 : Pl'* {2, une représentation conforme qui se prolonge en un homéomor-

phisme (encore noté @1) de fl sur 51 compatible avec l'orientation des bords.

Naturellement ¢. o a, a(z) = az + b, a > 0, b €R est 1'ensemble des autres choix

1

possibles pour & 6. On définit donc 1'homéomorphisme croissant h, :R >R par

I
hl(s) = x si ®](x) = z(s) ou encore par Q](hl(s) ) = z(s), s €ER.

o . ~ ~ 1 . . e d
On définit de méme h2 d l'aide de P2 et de @5 : P2 92.

aux espaces de Hardy HZ(QI) et HZ(Qz). On écrit F, € H (Q]) si F, : Q, 1P C€ est

Venons—en

1 1

o @ \’@' appartient 3 1'espace de Hardy usuel H (P]).

holomorphe et si F I 1

1
On définit de méme 1' espace de Hardy H (Q ) et les structures canoni-
ques d'espace de Hilbert sur H (Q ) et H (92) sont obtenues, par transport de

structure, 3 partir de celles de H (P]) et HZ(PZ).

Pour décrire les opérateurs de traces 91 : H (Q ) > L ()

et 6, : H (Q ) F’L (T') quelques remarques supplementalres sont nécessaires

On a @l(h](s)) = s(s) et l'extension de &, au bord est absolument

1
continue sur R. On a donc @'l(hl) h'l(s) = z'(s) et b(s) est donc également

1'argument de @'] o h].



2 2 .
' € : \J o € 3 5
Soit F] H (Q]) ; F1 o @1 ¢] H (Plz et, & ce titre, posséde une
trace sur la droite réelle que 1'on notera fl € H.

-ib(s)/2

Alors on pose 61(F1)(s) = e th(fl)(s) et 1'on vérifie sans

peine que cette définition coincide avec la trace au sens usuel si F, est une
fraction rationnelle, nulle & 1'infini, dont les pdles appartiennent a 2,. On

peut donc énoncer

Lemme 1 : Avec les notations ci-dessus, on appelle M : LZGR) P R) 1l'opérateur

unitaire de multiplication par exp (- ib(s)/2). Alors les traces dans LZ(F) =

Lz(ds) des espaces de Hardy HZ(Q]) EE.HZ(QQ) sont M Uh](HZ) et M th (ﬁz) ; ceci

= 2.0
en appelant H2 C LZQR) 1'espace de Hardy usuel et H” son orthogonal dans L (R).

Le probléme de Calderdn est de savoir si LZ(F) = el(Hz(Ql)) + 62(H2(QZ))
c'est-a-dire si toute fonction f : I' P €, appartenant 3 L"(ds) s'écrit, de

fagon unique, comme somme des valeurs au bord d'une fonction F, € HZ(QI) et d'une

1

fonction F2 S HZ(QZ). Une formation équivalente est de savoir si

(18) L2R) = U, m%) + U # .
1 2

Pour étudier ce probléme, on se sert du lemme suivant dont la démonstration est

laissée au lecteur.

Lemme 2 : Soient E un espace de Hilbert, E et E2 deux sous-—espaces vectoriels

fermés de E et m. (et ﬂz) les opérateurs de projection orthogonale sur E](et EZ)'

1
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(19) E=E, +E (somme directe topologique)

(20 1= -y li< .

1
. -~ ’ .
Pour revenir au probléme de Calderon, nous ne disposons pas encore de
moyens techniques assez précis pour vérifier (20). La seule chose que nous
sachions faire est de prouver l'existence d'une constante absolue C telle que

T -7 -7l <c o]

| ce qui assure (20) dés que || b est suffisamment

BMO BMO

petit ; c'est—a-dire dés que T vérifie la condition '"corde-arc de type ¢



1 1 2

suivante |z(s') - z(s)|’< (1 + ¢) |s' -s et dés que ¢ = 0 est assez petit.
. . Ho -1
En effet, avec les notations ci-dessus, = Uh L_iii___ Uh et
. -1 . 1 1
T, = Uh I -1id Uh . Finalement
2 2 2
21) ||t-n, -7 | <+ u-v wsul] +1lpu-v gU
1 2 h h 2 h h2

et il suffit d'appliquer le théoréme 5 et les inégalités

<c [ ] | 1og h! <c [[v]

BMO BMO ° BMO

(elles-mémes vérifiées dés que est assez petit).

Ry

En sens inverse, David et Journé d'une part, Zinsmeister d'autre part ont

prouvé (par des méthodes différentes) le résultat suivant

Théoréme 7 : Avec les notations ci-dessus, il existe deux constantes & > 0 et
C >0 telles que || MM, - I|| < e entraine que la courbe T vérifie la condi-
tion corde—arc et que, plus précisément z'(s) = exp 1 b(s) avec

< T, + W, - .
1ol g <c llm, +7, - 1|

6) Retour au théoréme 1

Nous venons de voir que, pour certains opérateurs pseudo-différentiels

. . -1 ~ P
T, 1'estimation fondamentale || U, TU - T|| <c || h - 1| Lip peut &@tre améliorée.
Par ailleurs la preuve du théoréme 1 montre que C est uniformément bornée lorsque

le symbole de T parcourt une partie bornée de S? 0"

est également vraie. Plus précisément supposons que 1'on con31dere tous les ope—
92

Mais alors 1'inégalité inverse

n
rateurs pseudo-différentiels T d'ordre 0 de la forme (I — A + ? z c; 5—~—3——0

ou les c, 3 sont des constantes réelles vérifiant ‘Ci j|:< € et ol — 1 y 1 ;
b b

€ > 0 est assez petit pour que la norme de la matrice ((ci j)) ne dépasse pas

1/2. Alors on montre sans difficulté 1'existence de deux constantes & > 0 et
C > 0 telles que, pour tout difféomorphisme (préservant 1'orientation)

. T - e} . _ < _1
h : R R, on ait H h IH lip C sup H Uh T Uh
supérieure (calculée sur les opérateurs définis ci-dessus) ne dépasse pas ¢.

- T|| dés que cette borne



Cela signifie que le théoréme 1 est le meilleur possible et que la topologie de

coelon . ~ . P
Diff (R’) est exactement celle qui contrGle les perturbations (calculées en

norme d'opérateur) de U T ! lorsque T € Op S0
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Séminaire Goulaouic - Meyer - Schwartz

Exposé n° X

ERRATA :

page X.3, ligne 2, lire € € [0,1]

ligne 18, lire "conjecture" (au lieu de conjoncture)

page X.5, ligne 13, lire "application" (au lieu d'applicateur)

page X.6, ligne 29, lire "la constante C est une constante absolue et ..."
page X.9, ligne 7, lire "h:R - R" (au lieu de h : & > R)

page X.10, ligne 21, lire"|| log h' HBMO" (au lieu de ||log h' ||)

page X.12, ligne 7, lire " Alors l'application Z : R - €@ est de la forme

: S
Z(s) = z2(o) + f exp ib(u) du pour une certaine ....
o

page X.12, ligne 9, lire "( lim |z(s)|=+=)"
s>t

ligne 24, lire "On a Ql(hl(s)) = z(s) et "

page X.13,ligne 1,lire™ F1 ° <I>1/_<I>—i "

page X.14, lignes 2 et 3, lire " %" (au lieu de __-_|-21€}C ) et" I-18 _le "
i
(au lieu de 32-5;—-)

page X.14, lignes 23 et 26, remplacer € par o

page X.15, ligne 23, lire " Analyse harmonique " (au lieu de Analyse thermique) !




