J. SJOSTRAND
Réflexion et diffraction des singularités analytiques

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1980-1981), exp.n°9, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1980-1981 A10_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1980-1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1980-1981____A10_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES
91128 PALAISEAU CEDEX - FRANCE

TéL. (6) 941.82.00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 69159 F

SEMINAIRE GOULAOUIC-MEYER -SCHWARTZ 1980-19381

REFLEXION ET DIFFRACTION DES SINGULARITES ANALYTIQUES

"
par J. SJOSTRAND

Exposé n® IX 16 Décembre 1980






IX.1

0. INTRODUCTION.

On résume ici quelques résultats obtenus dans [4], [8],
[11], [15]. Pour un résumé légerement plus complet, voir [11]. On
s'intéresse principalement a 1'équation des ondes, mais le résultat
de base pour cette équation ne dépend que de 1'hyperbolicité du
probleme et dans la section 2, on donne un résultat général dans

ce sens.

1. WFa(u), WFba(u).

Pour a> 0, soit M= {xe R"; Ix'|<a, 0<x"<al=M x[0,a[ .
Ici on écrit x= (x',x") et on considére M comme une variété a bord
oM = Mr]{xnz O}. Sur M on considere un opérateur différentiel d'ordre m
a coefficients analytiques
m-1

m
P =D" +A4 (x,D )1)xn

X

, e 4+ Am(x’Dx') ,

ou 1'opérateur A, est d'ordre j, scalaire ou éventuellement une matrice

o

ko><ko. On dénote par 4'(M) 1'espace des distributions sur M qui sont
prolongeables a M' x ]J-a,a[, et par G(M) les fonctions analytiques
jusqu'au bord sur M. De méme Q(dM) désigne 1'espace des fonctions
analytiques sur 3M. Si u€ &' (M), Puc CT(M)Da(M) il est bien connu

que u€ C ([0,a[ ; £'(M')) et on peut alors définir
mk

o

m-1 (x',0)) €8 (oM") . Guidé par le travail

tr(u) = (u(x',0), «.,D" L u
X
de Schapira [10] on fait alors la définition suivante

Définition 1 : Si u€$' (M), Pu€ a(M), on pose

WP, _(u) = WF_(u|p) UWF_(tr(u))c (det p)”1(0) gUT M\ O .

Ici WFa désigne le spectre singulier (ou front d'onde) analy-
ticue pour des distributions sur des variétés sans bord. Sur

- * .
(det p) 1(O)|°U T OM\O on a une topologie naturelle et d'apres Scha-
M

pira [10] (voir aussi [12], [15] pour des démonstrations alternatives)

on a le
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[?héoréme 2 WFba(u) est fermé.

I1 y a aussi une notion plus raffinée ([10], [15]) qui permet
de distinguer entre différentes racines complexes de det p(x',0,E',£")=0

*
quand (X',E') €T OM\O. C'est un ensemble conique fermé (invariant par

changements de coordonnées préservant le bord)
n *, n
WF_(u) < {(x',0,8",8") 5 (x',§') €T 3M\0, "€ T, det p(x',0,8) = 0}

U (et p)T0) | .
M

(u) .

WF (u) se projette naturellement sur WF,

PROBLEMES AUX LIMITES MICROHYPERBOLIQUES ([ 15])

2.

Soit P, M comme ci-dessus et

1
Bl(x ,Dx)
B = .
B (x',D)
m X
+
une matrice m xk d'opérateuré différentiels. Si bj est le symbole

principal de Bj on pose

Soit également Y 1'opérateur uFouI
X )
Rappelons que le probleme (P,B) (ou bien (p,b)) est e111pt1que au

point (x',§ ) € T aM\O si
(1) det p(x',o,g('),gn) A0 ¥ e"eR

et
_ k m
D NNP(R) °—>c”
n +

) : (Ker p(xé,O,gé,
X

(2) v b(x 10,€,D
o n
X

est bijectif.
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On définit alors les problemes rmicrohyperboliques en utili-
sant une version microlocale de la condition de Lopatinski faible.
Soit v= (vx',vg) c R« r™.

Définition 3 : Le probleme (P,B) est microhyperbolique en (xé,O,gé)

3
dans la direction v, s'il existe un voisinage Voc:T OM\O de (xé,gé)

et des nombres €o>0, b0>0 tels aue pour (x',g')EVo, —bo<xn< bo’

0<tse , E"ER : on ait
(3) det p((x,€) +itv) Z O
(4) Le probleme

,itv _+D )

(p(x'-kitvxl,0,§‘4»itvg‘ n n

b(x' + ity ,,E' + itvg,,itv a*tD )
€ X

est elliptique.

On peut alors généraliser, au cas de problemes aux limites, un

résultat de Kawai-Kashiwara [5].

Théoreme 4 : Soit Y(x,E') une fonction réelle, analytique, définie
dans un voisinage V de (xg,O,gé) telle que W(xé,0,§$)= 0 et telle que
(P,B) soit microhyperbolique en (xé,O,gé) dans la direction

—H\y= (- —aééy,—,%%) . Alors si ue b (M), Pue a(M), VOBUGO(BM),

WFba(u)ﬂ{‘If> 0}=#, on a (xé,O,@(’))ﬁWFba(u).

L'idée de la démonstration est de conjuguer le probleme

avec un opérateur intégrale de Fourier tangentiel de la forme

~ n
r euk‘l’(a,x ) -

o oy A do

Q =
ou 4> 0 est une petite constante fixée (qui dépend de u), A -+ est
un grand parametre (comme d'habitude dans un formalisme asymptoaie a
2o, )

~ OL,)\ gv
et Y(a,xn) est la fonction Y convenablement '"convexifiée'". Ainsi par

la Maslov), =

désigne une résolution de 1'identité, a= (a_,
x

conjugaison avec Q on trouve un probleme elliptique.
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Le théoreme 4 s'applique a la diffraction pour 1'équation
des ondes mais ne permet pas de récupérer les résultats de Schapira
[10] sur la réflexion tranversale. Il y a cependant une version plus
raffinée ([15]) du Théoreme 4 en termes de WFa(u) qui permet aussi
de traiter la réflexion transversale ainsi que des problemes de dif-
fraction pour des problemes d'ordre > 2. Pour des résultats analogues
pour les singularités Cw, voir la série d'articles d'IvrYi

dans le Journal Mathématique de Sibérie dont le premier est [3].

3. L'EQUATION DES ONDES.

1

Soit XEZR:_ a frontiere analytique (au sens des varié-

tés a bord). On s'intéresse au probleme

(5) DuEG(RtxX), uIRtxaxea(mtxax)
a2
ou D:-——E— Ax. Tous nos résultats ci-dessous sont également valables
o}
t

pour le probleme de Neumann.

Localement par changement de variables on se ramene a
(6) Pu € G(M) , uj5y € a(dM)

avec M comme ci-dessus et P= D2n+-R(x,Dx,) ou R est de type principal
b
réel. Notant r(x,E') le symbole principal on fait la décomposition

habituelle
¥*
T dM\0 = KU éu g

ou ¥X: r <o, [ r >0, G:r =0, ro(av,g')= r(a',0,E'). D'apres

Schapira [10] on sait alors que WF (w)cg, = HUGU (p_1(0) ) .
ba b def lﬁ

Définition 5 [12] : Un rayon analytique est une courbe continue

Y o: I-»zb (ou I€ER est un intervalle) telle que pour tout tOE I

1°/  si v(to)E p—1(0)|° , alors v est dérivable en to et'&(t0)= Hp(Y(t))-
M

2°/ si V(to)EfK, alors v(t) € p-i(O),° pour [t - tol>-0 assez petit.
M

3°/ si Y(to)é G et si on écrit v(t)=(x(t),5(t)), alors (x'(t),e'(t))
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est dérivable en to avec la dérivée =Hr .
o
On rappelle que si Q+C:Q est la région diffractive,

P ar _ s e e as ®
définie par ——=<0 alors on a la définition analogue de rayon C ([s6])
ax
en remplagant ¥ par WU G dans 2%/.

Le résultat principal qui se déduit du Théoreme 4 et les
résultats de Schapira sur la réflexion transversale, par un travail

purement géométrique est

[Théoréme 6 ([12]) : Si U est une solution de (6) alors WFba(u) est

une réunion de rayons analytiques maximaux.

Dans la région diffractive, on a des résultats complémen-

taires. Soit PO

€ G et pour 60>O assez petit considérons 1'unique
o

© + 1 -
rayon C :vy: |- ,60L~4p (O)IOLJ{pO} et l'unique bicaractéristiqu
M

. . . - r“---. = = - i
de roiod ] 60,60L Q+ avec a(0) =v(0) P, (0 est aussi un rayon

a([—éo,OE) 9 @

vil-s,,000 @

analytique).

Soient (:)
®

et soit u une solution de (6). Le Théoreme 6 entraine que

a(]O,bOJ)

]
1"

v(]0,60])

(7) (Qu@)Inwr,_(w) = p =po £V, (u) .

Dans [13] nous avons montré

(8) (@Qu@)Inwr, (W) =p =30 £V, (1) .

Indépendamment K. Kataoka [4] obtenait un résultat plus fort, a savoir

que (8) est valable méme si 1'on supprime la condition de Dirichlet.

Théoreme 7 (Kataoka [4]) : (8) est valable pour toute solution de
Pu € qa(M).

Dans [11] nous avons obtenu une démonstration alternative
du résultat de Kataoka et en méme temps un résultat qui montre que

1'on peut avoir '"non-diffraction" de singularités analytiques
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Théoreme 8 : Il existe une solution locale U de (6) définie dans un

voisinage de la projection de po telle que WFba(u) soit le cone engen-

dré par @U{PO}U 4 .
Dans [14] nous avons également obtenu le

Théoreme 9 : Si u est une solution de (6), alors

( @QuE)nvwr, (wW=p=p gW, ().

On regarde finalement le probleme mixte

Ou = 0 dans RtxX

(9) uIRtXax =0

u(0,x) = 0 , 0,u(0,x) = 6(x-xo)

ou xoe i, X=1Rn_1'\ﬂ, Q convexe (ou bien le probleme correspondant
avec la condition de Dirichlet remplacée par la condition de Neumann).

Alors on a

[Théoréme 10 (Rauch-SjBstrand [8]) : Si n-1=2, alors WF, (u) est la

réunion de tous les rayons analytiques qui passent au-dessus de (O,xo).

Ce résultat était démontré a 1'aide du Théoreme 6, un argument
géométrique de Rauch [7] et Friedlander-Melrose [1] et une version
microlocale du théoreme de Holmgremn die a Sato-Kawai-Kashiwara [9]

(et également dans une forme légerement plus faible a HUrmander [2]).

Utilisant aussi (8) et le Théoreme 9 on peut démontrer

[?héoréme 11 [14] : Pour n>1, si Q est strictement convexe, alors

"~ . ’ ~
on a la meme conclusion que dans le Théoreme 10.

L'hypothese de stricte convexité peut eétre affaiblie, il
suffit de supposer que () soit convexe et que les rayons qui passent
au-dessus de (0,x0) et qui évitent q\q+ soient denses dans 1'ensemble

des rayons qui passent au-dessus de (O,ao)-

3*
¥* %
3
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