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I1I.1

Soit X une variété C“) compacte. L'algébre 2(X) des opérateurs pseudo-
différentiels sur X jouit des propriétés suivantes : c'est une algébre filtrée,
qui opére sur la chaine des espaces de Sobolev HS(X) - si ?m désigne l'ensemble
des o.p.d. de degré <m, un opérateur P € n opére linéairement et continument de
HS(X) dans Hs_m(X), pour tout s € R. Elle donne lieu & un calcul symbolique : si
P € %m , son symbole (principal) ()m(P) est une fonction C«) homogéne de degré m

sur le cdne symplectique T*X\ O (fibré cotangent de X privé de la section nulle) ;

. . . . . P m
1l'application Om est en fait une surjection linéaire de %€ sur l'ensemble des

fonctions C homogénes de degré m, de noyau jam_ . On a enfin
' = '
T em? (PoP'") om(P) O (P')
1
LR LI = — '
T ymr—g B -PB' =P P) =Ho (B),0 (P}
* (1)

o { 7} est le crochet de Poisson de T X.

L'objet de cet exposé est de décrire comment on peut, a tout cbne symplec-
tique Y} de base compacte, attacher de facon presque canonique une chaine d'espaces
de Hilbert H; et une algébre filtrée 2& = Uf@? donnant lieu & un calcul symbo-
lique analogue.

Dans cet exposé, sauf mention du contraire, les opérateurs pseudodifféren-
tiels (ou intégraux de Fourier) utilisés sont réguliers (ou "classiques"), c'est a
dire que leur symbole total a un développement asymptotique de la forme

[oe]

a(X,g) ~ kéo am_k(x,g), ol m est entier et oG pour chaque entier k, a_x est homo-

géne de degré entier m-k en ¢£.

DESCRIPTION DES RESULTATS

1. Variétés de contact : Soit X une variété de dimension impaire 2n-1. Une forme

de contact sur X est une l-forme ( telle que g (doc)n_1 ne s'annule en aucun point
de x. Une structure de contact orientée sur X est la donnée d'une classe d'équiva-
lence de formes de contact proportionnelles, de rapport COo et >0, sur X. Il revient
au méme de se donner un sous fibré en demi-droites } < T*X\o (les formes de contact

*
sont les sections de Y ) symplectique en tant que sous variété de T*X\O, T X étant

~. N -

(1) 9 est en outre compléte pour la filtration ¢ = U2, i.e. si Pm—kE Eﬁlk
(k = 0,1,...) il existe P € 9m tel que pour tout entier N > O le reste P - ¢ Pm X
m-N k<N

appartienne a g .
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muni de sa structure symplectique canonique (qui s'écrit localement Zdijndxj, (Xj)
étant un systéme de coordonnées locales sur X, (€j) le systéme dual sur la fibre
de T*X). Il y a ainsi correspondance entre variétés de contact orientées et cdnes
symplectiques.

o

%
2. O.I.F. adaptés : Soient X et X' deux variétés C compactes, L © T N0 et

' < T*X'\ O deux sous cénes C . symplectiques, X : Z = L' un isomorphisme de cdnes
symplectiques. Nous dirons qu'un opérateur intégral de Fourier (O.I.F.) & phase
complexe A est adapté a X si

(1) la relation canonique complexe associée & A est >> O au sens de [5],
de partie réelle le graphe de ¥

(ii) 1le symbole de A est elliptique.

Autrement dit A est défini localement par une intégrale :

feim(x',x,e)

Au(x"') a(x',x,9)u(x)dx ad , ou le symbole a est elliptique, et ol

( est une fonction phase de partie imaginaire = O, non dégénérée, telle que l'en-
3 _ o3¢

semble des points critiques réels (567-“ 30 = 0) soit une sous variété conique COo R
J J
le long de laquelle Im (¢ est transversalement elliptique, et telle que l'application
différentielle : (x',x,0) v (x',dx,(p,x,—dxw ) soit un isomorphisme local de la
variété critique réelle sur le graphe de ¥ .
On vérifie aisément grdce au calcul symbolique de [5], que si A est adapté

* -1
a et B a ',BoA est adapté a ' , et A est adapté a . On vérifie
X X P X X X

aussi que, x étant donné, il existe toujours un O.I.F. A adapté a ¥x.

< . ®© N o n+ . s .
Exemple : L'opérateur de Hermite H : Co(12 ) — CO(II p) qui & une fonction u(x)
ix.E - =1yl ®1gl, S
associe Hu(x,y) = f n © 2 u(f)d¢ est un O.I.F. adapté. Ici on a
R
+ * * +
X = I{n, X' = R" p’ r=TXxXx\0, ' T RrR" p\ O est le sous cbne d'équations

y= h=0, et ¥ est l'application (x,§) = (x,0,¢& ,0).

On peut montrer (cela résulte par exemple de [1] que, microlocalement, tout
O.I.F. adapté est composé d'opérateurs tels que H ou son adjoint H* , et d'opérateurs
intégraux de Fourier usuels (& phase réelle) elliptiques. De fagon précise, si
n = %-dim Y , ntp = dim X, n+p' = dim X', et si A est adapté a ¥ , il existe
microlocalement des O.I.F. elliptiques F de X dans I{n+p et iy de E{n+p' dans X',
associés a des transformations canoniques ¢, ¢' tels que A~ H'.H¥_.F, ol H est
comme ci dessus, et H' de méme, I{n+p étant remplacé par I%n+p' . On a alors

(localement) ¥ = ¢' . ¢IlZ.
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*
3. Structures de Toeplitz : Soit X une variété compacte, Z < T X\O un sous cdne

[ee]
symplectique C . On appelle structure de Toeplitz associée Y la donnée d'un

a
o 2 . 2 o .
sous-espace HZ C L (X) tel que le projecteur orthogonal S : L™ (X) = HZ soit un

~

O.I.F. adapté a l'application IdZ .

Par exemple, si X est le bord (supposé Coo ) d'un ouvert borné strictement
pseudo convexe ) de ¢n, le projecteur de Szegd de X définit une structure de
Toeplitz sur X (cf. [2],[3]). Dans ce cas I est le demi cdne engendré par la forme

1 o
de contact —i-d'plX , si Q est défini par 1'inégalité p< O (ou p est réelle C ,

et dp # O sur X).

4. Algébre de Toeplitz : Supposons qu'on s'est donné une structure de Toeplitz,

de projecteur S, sur X. Alors S est continu dans HS(X) pour tout s réel, ainsi

S s s ®© At _ S
5 1'image S(H (x)), HZ = S(C (X)) n HZ ,

[ee] [ee]
Ho = S(C (X)) = veS . Si P est un opérateur pseudodifférentiel de degré m sur X,

Z b}
s

s-m
1'opérateur SoP induit un opérateur continu Tp : HZ - HZ pour tout s. On appelle

[ee] -00
que dans C (X) et C (X). On note H

algébre de Toeplitz et on note %Z l'ensemble de ces opérateurs induits (ils
forment bien une algébre) ; 3? désigne l'ensemble de ceux de ces opérateurs qui sont

de degré < m (i.e. on peut choisir P de degré < m).
* %

Microlocalement, S est de la forme F«H,H .F , ol H est l'opérateur de
Hermite ci-dessus et ol F est un 0.I.F. elliptique, avec Hf Ff,F.,H ~ Id , de sorte
que l'application qui a TP associe H*c F*; P , F . H est un isomorphisme d'algébres
de 1l'algébre de Toeplitz sur l'algébre des o.p.d. de r" (n = %-dim Z). On a ainsi
construit une algébre avec les propriétés annoncées : 2& est filtrée (par les
EDZ) et opére sur la chaine d'espaces de Hilbert H; ; si Tp €,3§ (Tp = SOP), on pose
Um(Tp) = G(P)IZ : on a bien les formules de calcul symboligque
0m+m,(P o P') = om(P) Om(P')
O, (P.P'-PB"P) = Ho (®), 0, (")}
m+m' -1 i m m' )

(qu'on obtient en transportant les formules de calcul symbolique des o.p.d. gréce

"a l'isomorphisme microlocal ci-dessus).
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5. Résultats
[e0]

* .
Théoréme 1 : Soit X une variété C compacte, L < T X \O un cdne symplectigue

o0
C . Il existe toujours une structure de Toeplitz associdée & 7 .

Cette structure est presque canonique, au sens suivant : si X' est une
deuxiéme variété Coo compacte, }' < T X' \0O un deuxiéme cOne symplectique,
X : X - I' un isomorphisme, il existe un O0.I.F. A adapté a X- Si alors S et S'
sont les projecteurs de structures de Toeplitz associées & X et ', l'opérateur
S's A o S se comporte comme un O.I.F. elliptique ; en particulier son noyau est
de dimension finie dans HE , son image est fermée de codimension finie dans H; ’

- s
pour tout s, et les deux algébres 22 et 2%, opérant sur les chaines H; ’ HZ sont

isomorphes a un facteur de dimension finie prés.

Lorsque X est une variété de contact orientée, } c T*X\O le cbne symplec-
tique définissant la structure de contact, on parlera de "structure de contact
quantifiée" au lieu de "structure de Toeplitz" (c'est une quantification, au méme
sens que les O.I.F. sont une quantification des transformations symplectiques).

Dans ce cas on peut préciser l'unicité indiquée ci-dessus :

Théoréme 1 bis : Soit X une variété de contact orientée, compacte, G un groupe

compact de transformation de contact de X. Il existe une structure de contact quan-

tifiée invariante par G.

INDICATIONS SUR LES DEMONSTRATIONS

6. Je ne donnerai pas ici la démonstration des résultats ci-dessus, et me
contenterai de donner quelques indications. Le probléme est de construire S globa-
lement. La construction se fait en deux étapes, dont la premiére est de construire
la relation canonique complexe 6 associée 4 S. Cette relation doit &tre >> O

au sens de [5], de partie réelle la diagonale de I , et on doit avoir 6=6. 6 =
La difficulté est que ces conditions ne déterminent pas localement ¥ de fagon
unique. On remplace alors ces conditions par les suivantes : € est >> 0, de
partie réelle la diagonale de Y , et 1'idéal Iﬁ des fonctions qui s'annulent sur
contient une fonction C00 de T*X x T*X dans R, de la forme (x,y) ~» q(x) (ne
dépendant que de la premiére variable), ol g est une fonction c” sur T*X\ o,
homogéne, positive, nulle sur Y, >0 hors de ¥, et transversalement elliptique
le long de Y . Ces nouvelles conditions déterminent B de fagon unique, et impli-
quent €- €ol = t‘*; si g est invariante par un groupe G de transformations

symplectiques, il en est de méme de ¥ ; et si G est compact, on peut toujours

remplacer g par sa moyenne sur G, qui est invariante.
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Deuxiéme étape : Une fois construite C, on choisit n'importe quel O.I.F. SO de

*
degré O associé a3 € , tel que So = So et O(SO) = 1 sur diag X . Alors SO est

; Si - SO est de degré O, de symbole nul sur diag X de sorte que

1/

adapté a IdZ

2 2
(d'aprés [1]) c'est en fait un opérateur continu de L°(X) dans H '~ (X), donc

compact dans LZ(X), et le spectre de SO consiste d'une suite de points réels qui
s'accumulent en O et 1. Si alors F est une fonction holomorphe au voisinage de

- 2
spec SO, réelle (i.e. F(z) = F(z)), ne prenant que les valeurs Oet 1 (F =F ),

nulle au voisinage de O et égale a 1 au voisinage de 1, 1l'opérateur S = F(So) est

encore un O.I.F. adapté a Id , et c'est un projecteur orthogonal.

X
Si X est une variété de contact, G un groupe compact de transformations
de contact de X, et si on a choisi 8 invariante par G, on peut remplacer SO par sa

moyenne, qui a les mémes propriétés que S, et est invariante par G ; alors S = F(SO)

est invariant par G .

2. Lorsque S est le projecteur de Szegd d'une structure complexe tangentielle, on
dispose encore du complexe de Cauchy-Riemann tangentiel Sb' Si X est une variété
de contact quantifiée, il existe un objet analogue. Je me contenterai ici de
décrire le résultat.

Soit donc X une variété de contact quantifiée (compacte), L < T*x\ O
le cbne définissant la structure de contact, S le projecteur. Notons L le sous-
fibré vectoriel de T*X engendré par X (L =2 U (- Z) U (section nulle)

Il existe un fibré vectoriel complexe V sur X, égal au quotient T*X/L muni
d'une structure complexe convenable, et un complexe d'opérateurs pseudodifférentiels
de degré 1

b b D

D:0 - c°°(x) S cox,v i c°°(x, /\2V)4... n;2 C°°(x, An_lv) > 0

tels que

— - [e 0]
1) Le symbole de D est l'opérateur 0(D) (§).u = a(§) A u, oll a est une section C

de V sur T*X\ O, tangente & la projection linéaire canonique T™X - V le long de ZI.

-~ 1
2) D est elliptique hors de L, sous-elliptique (avec "perte de E-dérivées"), sauf
en degré O le long de X , et sauf en degré n-1 le long de - I .

(La condition 2) est une condition de signe sur les crochets de Poisson des

coordonnées de a et de a, et détermine complétement la structure complexe de V).
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. - 2
3) H; est fermé, de codimension finie, dans Ker DO n L (x).

Ces conditions impliquent que Im Bn—2 n L2(X, Kn—lv) est fermé, et que

le projecteur orthogonal S' sur le complémentaire orthogonal de cet espace est

analogue & S, mais porté par (- I) (c'est un O.I.F. adapté & l'application identique
de - 2). Elles impliquent en outre qu'il existe une suite d'o.p.d. E = (En_ll---,E2,E1)
non réguliers, de type (1/2,1/2) et de degré - %y telle que DE + ED=Id - S - S - R,

ol R est un projecteur de rang fini, & noyau c” .
Si enfin G est un groupe compact de transformations de contact de X, on

peut choisir V muni d'une action de G (au-dessus de X), et D équivariant.
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