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III.1

CX)

Soit X une variété C compacte. L’algèbre jÎ(X) des opérateurs pseudo-

différentiels sur X jouit des propriétés sui.vantes : c’est une algèbre filtrée,

qui opère sur la chaîne des espaces de Sobolev H s (X) si désigne l’ensemble

des o.p.d. de degré m, un opérateur P opère linéairement et continument de

Hs (X) dans pour tout s E JR. Elle donne lieu à un calcul symbolique : si

P ~ ~ , son symbole (principal) a m (P) est une fonction C homogène de degré m
sur le cône symplectique T*X~ 0 (fibré cotangent de X privé de la section nulle) ;

l’application o est en fait une surjection linéaire de sur l’ensemble des

m , 
m-1

fonctions C homogènes de degré m, de noyau 9’ . . On a enfin

où } est le crochet de Poisson de T*X. (1)

L’objet de cet exposé est de décrire comment on peut, à tout cône symplec-

tiques de base compacte, attacher de façon presque canonique une chaîne d’espaces

de Hilbert Hs et une algèbre filtrée 9 = donnant lieu à un calcul symbo-

lique analogue.

Dans cet exposé, sauf mention du contraire, les opérateurs pseudodifféren-

tiels (ou intégraux de Fourier) utilisés sont réguliers (ou "classiques"), c’est à

dire que leur symbole total a un développement asymptotique de la forme
00

a(X,) kzo am-k (x,) , où m est entier et où pour chaque entier k, a , est homo-k==o m-k m-k

gène de degré entier m-k en .

DESCRIPTION DES RESULTATS

1. Variétés de contact : Soit X une variété de dimension impaire 2n-1. Une forme

de contact sur X est une 1-forme a telle que a (da)  ne s’annule en aucun point
de x. Une structure de contact orientée sur X est la donnée d’une classe d’équiva-

, 
00

lence de formes de contact proportionnelles, de rapport C et &#x3E; 0, sur X. Il revient
*

au même de se donner un sous fibré en demi-droites E c T XB0 (les formes de contact

sont les sections de Z ) symplectique en tant que sous variété de T*XBo, T X étant

(1) ~ est en outre complète pour la filtration

(k = 0,1 , ... ) il existe P tel que pour tout entier N &#x3E; 0 le reste

t appart ienne .
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muni de sa structure symplectique canonique (qui s’écrit localement (xj)
J J J

étant un système de coordonnées locales sur X, (,) le système dual sur la fibre
* J 

de T X). Il y a ainsi correspondance entre variétés de contact orientées et cônes

symplectiques.

oo *
2. O.I.F. adaptés : Soient X et X’ deux variétés C compactes, E c T * xio et

* 00

’ 1 c T X’B 0 deux sous cônes C .. symplectiques, )( : Z - Z’ un isomorphisme de cônes

symplectiques. Nous dirons qu’un opérateur intégral de Fourier (O.I.F.) à phase

complexe A est adapte à X si

. (i) la relation canonique complexe associée à A est » 0 au sens de [5] ,

de partie réelle le graphe de X

(ii) le symbole de A est elliptique.

Autrement dit A est défini localement par une intégrale :

Au(x’) = d6 , où le symbole a est elliptique, et où

tp est une fonction phase de partie imaginaire 0, non dégénérée, telle que l’en-

semble des points critiques réels
, , 

00

soit une sous variété conique C ,

le long de laquelle Im tp est transversalement elliptique, et telle que l’application

dif f érentielle : (x’,x,6) (x’ , d , soit un isomorphisme local de la
x x’

variété critique réelle sur le graphe de X . .

On vérifie aisément grâce au calcul symbolique de [5], que si A est adapté

à X et B à )(’,B oA est adapté à X ’~ X , et A est adapté à X 1. . On vérifie

aussi que, X étant donné, il existe toujours un O.I.F. A adapté à X.

Exemple : L’opérateur de Hermite H : C oo n) ) 2013 C oo n+p) ) qui à une fonction u (x)
0 0

. 
1 2

associe 2ly) û( )d est un 0.1.F. adapté. Ici on aassocie rY = J n 
est un O.I.F. p Ici on a

0 est le sous cône d’équations

y - ~ - 0, et X est l’application (x,~) ~ (x,O, E:: ,0).
On peut montrer (cela résulte par exemple de [1] que, microlocalement, tout

*

O.I.F. adapté est composé d’opérateurs tels que H ou son adjoint H , et d’opérateurs

intégraux de Fourier usuels (à phase réelle) elliptiques. De façon précise, si

n - ~ dim E , n+p = dim X, n+p’ = dim X’, et si A est adapté à X , ~ il existe

microlocalement des O.I.F. elliptiques F de X dans IR 
n+p 

et 4¡ de ]R 
n+p 1 

dans X’,

associés à des transformations canoniques ( tels que A H’4 H* F, où H est

comme ci dessus, et H’ de même, ]R n+P étant remplacé par 3R . On a alors
( localement) 
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*
3. Structures de Toeplitz : Soit X une variété compacte, -7 c T XBo un sous cône

00

symplectique C . On appelle structure de Toeplitz associée à Z la donnée d’un

sous-espace H 0 L2(X) tel que le projecteur orthogonal S : L 2 (X) -+ Ho soit un
O.I.F. adapté à l’application Id .

00 
,

Par exemple, si X est le bord (supposé C ) d’un ouvert borné strictement

pseudo convexe Q le projecteur de Szegô de X définit une structure de

Toeplitz sur X (cf. [2],[3]). Dans ce cas E est le demi cône engendré par la forme
1 ce

de contact 1 d’ J , si est défini par l’inégalité p  0 (où p est réelle C ,i x p

et dp 0 sur X) .

4. Algèbre de Toeplitz : Supposons qu’on s’est donné une structure de Toeplitz,

de projecteur S, sur X. Alors S est continu dans Hs(X) pour tout s réel, ainsi
ce -ce s s 00 ce s

que dans C (X) et C -00 (X) . On note Hs l’image H "0 S(C (X)) = fl Hs ,
H ce = S(C UH . s Si P est un opérateur pseudodifférentiel de degré m sur X,

l’opérateur S P induit un opérateur continu T : H] - HL, pour tout s. On appelle
0 p z E

algèbre de Toeplitz et on note l’ensemble de ces opérateurs induits (ils

forment bien une algèbre); désigne l’ensemble de ceux de ces opérateurs qui sont
E

de degré m (i.e. on peut choisir P de degré m).
* *

Microlocalement, S est de la forme où H est l’opérateur de
* *

Hermite ci-dessus et où F est un O.I.F. elliptique, avec H.. F ;F,, H - Id , de sorte
* *

que l’application qui à T p associe H F P ) F H est un isomorphisme d’algèbres

de l’algèbre de Toeplitz sur l’algèbre des o.p.d. de lE (n = 1 dim Z). On a ainsip p 2

construit une algèbre avec les propriétés annoncées : Z¿ est filtrée (par les

) et opère sur la chaîne d’espaces de Hilbert H E s i si T E (T - S P), on pose2j 
’ 

2j p Zj p o

6m : on a bien les formules de calcul symbolique
m p Zj 

-L

(qu’on obtient en transportant les formules de calcul symbolique des o.p.d. grâce

à l’isomorphisme microlocal ci-dessus).
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5. Résultats
00 *

Théorème 1 : Soit X une variété C compacte , E c: T X B0 un cône symplectique
00 

"

C . Il existe toujours une structure de Toeplitz associée à E -

Cette structure est presque canonique, au sens suivant : si X’ est une

00

deuxième variété C compacte, El c T X’ B0 un deuxième cône symplectique,

x : É - ’ un isomorphisme, il existe un O.I.F. A adapté à X. Si alors S et S’

sont les projecteurs de structures de Toeplitz associées à Z et L’, l’opérateur

A a S se comporte comme un O.I.F. elliptique ; en particulier son noyau est

de dimension finie dans H~ ’ son image est fermée de codimension finie dans Hs ,
pour tout s, et les deux algèbres h et 2 opérant sur les chaînes H~ ’ H~ sont

isomorphes à un facteur de dimension finie près.
* 

_

Lorsque X est une variété de contact orientée, E c T XB0 le cône symplec-

tique définissant la structure de contact, on parlera de "structure de contact

quantifiée" au lieu de "structure de Toeplitz" (c’est une quantification, au même

sens que les O.I.F. sont une quantification des transformations symplectiques).

Dans ce cas on peut préciser l’unicité indiquée ci-dessus :

Théorème 1 bis : Soit X une variété de contact orientée, compacte, G un groupe

compact de transformation de contact de X. Il existe une structure de contact quan-

tifiée invariante par G.

INDICATIONS SUR LES DEMONSTRATIONS

6. Je ne donnerai pas ici la démonstration des résultats ci-dessus, et me

contenterai de donner quelques indications. Le problème est de construire S globa-

lement. La construction se fait en deux étapes, dont la première est de construire

la relation canonique complexe f associée à S. Cette relation doit être » 0

au sens de [5], de partie réelle la diagonale de Z , et on doit 

La difficulté est que ces conditions ne déterminent pas localement IC de façon

unique. On remplace alors ces conditions par les suivantes : 6 est » 0, de

partie réelle la diagonale due et l’idéal I des fonctions qui s’annulent sur ~
"0 * * 

t

contient une fonction C de T X x T X dans lR , de la forme (x,y) q (x) (ne
, 

m *

dépendant que de la première variable), où q est une fonction C sur T*XB 0,

homogène, positive, nulle sur hors de E, et transversalement elliptique

le long Ces nouvelles conditions déterminent S de façon unique, et impli-

quent fi= 6d6= t%*; si q est invariante par un groupe G de transformations

symplectiques, il en est de même de t ; et si G est compact, on peut toujours

remplacer q par sa moyenne sur G, qui est invariante.
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Deuxième étape : Une fois construite C, on choisit n’importe quel O.I.F. S de
* 

0

degré 0 associé à f , tel que S = S et a(S ) = 1 sur diag Z . Alors S est
o o o 0

adapté à Id ; s2 - So est de degré 0, de symbole nul sur diag E de sorte que

(d’après c’est en fait un opérateur continu de L2(X) dans H1/2(X), donc
compact dans L2(X), et le spectre de S 

o 
consiste d’une suite de points réels qui

s’accumulent en 0 et 1. Si alors F est une fonction holomorphe au voisinage de

spec S , réelle (i. e. F(z) = F (z) ) , ne renant que les valeurs 0 et 1 (F = F2) ,
o 

p -

nulle au voisinage de 0 et égale à 1 au voisinage de 1, l’opérateur S = F(S ) est
o

encore un O.I.F. adapté à Id , et c’est un projecteur orthogonal.
Si X est une variété de contact, G un groupe compact de transformations

de contact de X, et si on a choisi t? invariante par G, on peut remplacer S 
o 
par sa

moyenne, qui a les mêmes propriétés que S 
o 

et est invariante par G ; alors S = F(S )
est invariant par G .

2. Lorsque S est le projecteur de Szegô d’une structure complexe tangentielle, on

dispose encore du complexe de Cauchy-Riemann tangentiel db. Si X est une variété

de contact quantifiée, il existe un objet analogue. Je me contenterai ici de

décrire le résultat.

Soit donc X une variété de contact quantifiée (compacte), ¿ c: T*XB 0

le cône définissant la structure de contact, S le projecteur. Notons L le sous-
*

fibré vectoriel de T X engendré par £ (L = £ U (- Z) U (section nulle)

Il existe un fibré vectoriel complexe V sur X, égal au quotient T*X/L muni

d’une structure complexe convenable, et un complexe d’opérateurs pseudodifférentiels

de degré 1

tels que

- 00

1) Le symbole de D est l’opérateur 0(D) () .u = u, où a est une section C

de V sur T*XB 0, tangente à la projection linéaire canonique 7* X - V le long de Z.

2) D est elliptique hors de L, sous-elliptique (avec "perte due 1 dérivées"), 1 sauf
2

en degré 0 le long de E , 1 et sauf en degré n-1 le long de - E -

(La condition 2) est une condition de signe sur les crochets de Poisson des

coordonnées de a et de à, et détermine complètement la structure complexe de V).
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3) Ho est fermé, de codimension finie, dans Ker D fl L2 (X) .z 
" 

o

Ces conditions impliquent que Im 5 fl L2 (X, n-1 V) est fermé, et que

le projecteur orthogonal S’ sur le complémentaire orthogonal de cet espace est

analogue à S, mais porté par (- E) (c’est un O.I.F. adapté à l’application identique

de - Z). Elles impliquent en outre qu’il existe une suite d’o.p.d. E = (En-l,...,E2,El)
non réguliers, de type (1/2,1/2) et de degré - 1, telle que DE + ED - Id - S - S - R,2 q

où R est un projecteur de rang fini, à noyau C .
Si enfin G est un groupe compact de transformations de contact de X, on

peut choisir V muni d’une action de G (au-dessus de X), et D équivariant.
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