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§ 1. INTRODUCTION

Soit M une variété réelle C de dimension n. On considere
des champs de vecteurs X1,...,Xp sur M, a coefficients réels Cma
vérifiant la condition de HYrmander. On désigne, pour tout entier k
et pour tout point x de M, par Vk(x) le sous-espace de TxM engendre
par les crochets de longueur inférieure ou égale a k, restreints en x,
des champs Xj. La condition de HYrmander [ 14) dit alors qu'il existe

un entier r supérieur ou égal a 1 tel que :
(1.1) Vix) =TM, ¥x€EM
r x

On se propose d'étudier 1'hypoellipticité d'opérateurs différentiels de

la forme suivante :

(1.2) P= E: aa(x)xa

[l < m

ou, pour toute suite o= (o, y...,a, ), on pose X> = X_ .....X_ et |af=k
1 k ay oy
et ou les coefficients a, sont des fonctiors C° sur M, a valeurs complexes.

Définition 1.1 : On dit que P, de la forme (1.2), est hypoelliptique

maximal en un point X, de M, s'il existe un voisinage w de X et une
constante C strictement positive , tels que 1'on ait, pour tout u dans
. (w)

oW

1.3 - O Hx°‘u||22 " < c(||Pqu2

e
)
T + il

M) (M)

L'hypoellipticité maximale en un point X implique bien 1'hypoellipticité
de P dans un voisinage de X En effet, on sait (cf. Rotschild-Stein _20])
que, si les champs Xj vérifient la conditions de HYrmander (1.1), il existe,
pour tout compact K de M, une constante CK strictement positive telle que

l'on ait, pour tout u dans C:(K) :

(1.4) u 2 < C ({L X.u 2 + ||| ) .
oy = S Pl I
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Un critere de Treves _22] (cf. également [ 23)) permet de démontrer

1'hypoellipticité de P a partir de (1.3) et (1.4).

On se propose, dans ce qui suit, d'énoncer des conditions
nécessaires d'hypoellipticité maximale pour des opérateurs de la forme
(1.2). Donnons tout de suite des cas '"classiques" ou les conditions

nécessaires seront aussi suffisantes.

Exemple 1.2 : (H8rmander [141, Rotschild-Stein [20]).

Les opérateurs

[x.,X

(1.5) P-§p:x.+ Z TR STR W

=1 9 j,ks<p
(ou les a.
J

Kk sont réels) sont hypoelliptiques maximaux en tout point de M.

Exemple 1.3 : (Gru&in [8])

Dans le cas ou M = R" et ou les champs Xj,sont

(1.6) X = 75?; . Xt g&j (1< j<n)

(ou k est un entier > 0)

La condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité maximale démontrée
dans [8] cofncide avec la condition que nous énoncerons au § 2 dans un
cadre plus général.

L.

Exemple 1.4 :

Dans le cas ou r est égal a 1, la condition (1.3) est équivalente a

1'hypoellipticite.

!

On verra dans la suite de 1'exposé d'autres cas ou la condition
nécessaire d'hypoellipticité maximale que nous démontrons est aussi suffi-
sante. C'est en particulier le cas, lorsque 1l'hypothese suivante est
satisfaite :

Pour tout k inférieur a r, la fonction x - dinnd (x) est constante

(1.7) sur M .

Cette condition a été introduite par G. Métivier [17] pour 1'étude de la
fonction spectrale des opérateurs (1.5). Dans ce cas, L. P. Rotschild [ 19,

a récemment démontré que la condition nécessaire énoncée au paragraphe 3
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est sutfisante pour 1'hypoellipticité maximale des opérateurs (1.2).

y 2. LE CAS QUASI-HOMOGENE

2.1 llvpot heses

Nous supposons dans ce paragraphe que la variété M est 1l'espace vectoriel
n . . s
E=R , et qu'on s'est donné une décomposition de E en somme de sous-espaces

E.
i

Ir
(2.1.1) E= & E

On associe a cette décomposition une famille de dilatations 6t(t3>0)

définie par :

r
(2.1.2) 5, (¢ x.)= ¢ t x. ou x. € E,
. . 1 i 1

On dira qu'un opérateur A sur E est homogene de degré m si

(2.1.3) A(foét):tm(Af)°6 , ¥t>0, -V-fGC:(E)

t
On fait sur les champs Xj, outre 1'hypothese (1.1), 1'hypothese
suivante :

Les champs Xj sont homogenes de degré 1 et leurs coefficients

(2.1.4) sont des polynomes.

2.2 Lien avec les représentations des groupes de Lie nilpotents

(cf. Folland "6])

a) Sous 1l'hypothese (2.1.4), on voit que 1l'algebre de Lie @ engendré par
les X‘_i est nilpotente et de dimension finie..
Désignons par Qi (1<i<r) le sous-espace de G formé des champs homogenes

de degré i. On a :

r r
6- & G,
i=1
r a PR T
(2.2.1) Lqi’QjJ c qi+j sii+j<r
EQinjl =0 sii+j>r
Ql engendre (
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Soit X le sous-espace de G formé des champs s'annulant a l'origine.

X est une sous-algebre graduée de G, et a pour dimension :
dim} = dimG - dimE> O.

b) Réciproquement, soit ¢ une algebre de Lie vérifiant (2.2.1), et X

une sous-algebre graduée de G. Soient G et H les groupes connexes,
simplement connexes associés a ¢ et X par 1'application exponentielle.
Soit E 1'espace vectoriel G/AC qu'on identifie a H\G. Soit p la projection

de G sur E. On définit 1'action a droite : (x,g) - x.8 de G sur E par

x.g = p(yg) si x = p(y) .

On remarque que, si E est choisi convenablement (comme supplémentaire de
X dans G), la mesure de Lebesgue sur E est invariante par 1l'action de G.

On définit alors la représentation unitaire T(oX ) de G dans L2(E) par
meos0)(8) £(x) = £(x), ¥1€ L2(E), ¥g€ G, ¥xC E
9

Sa différentielle, encore notée T(o,K)" associe a tout élément a de G
9

un champ de vecteurs sur E, défini par :
d — (o]
n(O,K)(a).f(x) = 3% f(x exp ta)/t=o ) ¥fc€ C, (E)
Soit {ai,...,ap} une base de G,- On montre (cf. Folland [62) que les
champs xj = ”(o,iK)(aj) vérifient les hypotheses (1.1) et (2.1.4) et qu'il

est équivalent de se donner des champs Xj vérifiant (1.1) et (2.1.4), ou

de se donner ¢ et X comme dans b).

2.3 Cas ou dim@ = dimE

Dans les paragraphes suivants (§2.3 & 2.6), on suppose que aa(x)=aa65m cf.1.2)
Dans le cas ou X est réduit a {0}, le probleme de 1'hypoellipticité

maximale des opérateurs (1.2) est déja résolu (cf. Rockland 18] pour
1'énoncé de la conjecture, Beals [1] pour la démonstration de la condition
nécessaire , Helffer [ 10] et Helffer-Nourrigat [11., L12. pour la condition
suffisante). En effet, si 1'on identifie alors E et G, les champs Xj sont

invariants a gauche, et 1'on peut énoncer, en posant

(2.3.1) P (XX ) = 2. ax®
P ioci:m *



le théoreme suivant

Théoveme 2.3.1 :  Si les champs Xj vérifient les hypotheses (1.1) et
(2.1.1) et si 1'algebre de Lie G qu'ils engendrent est de la meme dimension
que 1'espace E, alors 1l'opérateur P est hypoelliptique maximal, si et seu-

lement si la condition suivante est vérifiée

Pour toute représentation unitaire, irréductible, non triviale du
(Ro) groupe G correspondant a G, 1l'opérateur ﬂ(Pm) est injectif dans

1'espace 4; des vecteurs C° de la représentation .

2.4 Un exemple ou dim@G est supérieure a dimE

On peut chercher a se ramener au cas précédent par une technique
d'addition de variables en plongeant E dans un espace E de méme dimension
que (. Cette méthode utilisée dans Rotschild-Stein [20], Helffer _9],

donne des conditions suffisantes d'hypoellipticité, non nécessaires en géné-

ral .

Par exemple, soit (6t) le groupe de dilatations défini sur R 2 par

3 2
(2.4.1) bt(xl,x4) = (txl,t x4) pour (xl,x4) € R
Soient X1 et X2 les champs de vecteurs
x2
. 9 -1 o
(2.4.1) 173%, " %" 3%,

qui vérifient les hypotheses ci-dessus.

Soit Q4 1'algebre de Lie de dimension 4 admettant une base

(al,a2,a3,a4) telle que

J = a

Lagray 3

1’2

Lal,a3] = a

les autres crochets de deux a, étant nuls.
I1 n'est pas difficile de constater que l1'algebre de Lie engendrée
par les champs Xj est isomorphe a Q4. La méthode d'addition de variables

revient a remplacer les champs Xj par les champs ij sur B4 définis par



2
S - 3 . %1 3
X, ==— , X, = + X, m— ot m— ———
1 Bx1 2 sz 1 ax3 2 Bx4
L'hypoellipticité sur R4(kal'opérateur P= 3% a X sy qui s'étudie au

lof<m
moyen du théoreme 2.3.1, implique bien celle de P, mais ne lui est pas

équivalente.
En effet, la condition d'hypoellipticité maximale en O de P est

bien connue (V. V. Gru&in [8]) ; il faut et il suffit qu'on ait

%€= (E,,8 )€ RN\O, = (a)® £0
2.4.3 172 [a[=ma°‘ e

| en posant n(ai) =i, n(az) = i§2 ) n(as) = ﬂ(a4) =0

--V-§4E R\O, ¥ a m(a)®est injectif dans ’S(R) en posant
o

2.4.4 [a]=m

3 t2

_n(al) = 37 ,n(a2)=i - 840 n(a3) = it§4 ’ n(a4) = i§4

Dans les deux cas, les conditions qui apparaissent font intervenir des
représentations de  obtenues comme différentielles de représentations

unitaires irréductibles non triviales de G.

Or la condition (Ro) pour 1l'opérateur ﬁ se traduit par des con-
ditions (contenant 2.4.3 et 2.4.4) qui portent sur toutes les représenta-
tions irréductibles de G. La méthode de Kirillov [16] permet de voir,
qu'outre les représentations apparaissant dans (2.4.3) et (2.4.4), on a

les représentations

2.4.5 n(al) = 3, n(az) = it§3 (§3 £ 0)
2
2.4.6  m(a) =3,  mla) = i+ it &, (5,40, §,ER)

Cet exemple suggere que 1l'hypoellipticité maximale en O de P est équivalen-
~ - A

te a la condition (Ro) portant sur un certain sous-ensemble de G (ensemble

des classes d'équivalence des représentations unitaires irréductibles de G),

que nous allons définir au paragraphe suivant
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2.5 Rappel sur les résultats de Kirillov _16) et définition du spectre

Dans le cas général, on sait (Kirillov _16]) qu'on peut, comme
dans 1'exemple ci-dessus, associer explicitement a tout élément £ du dual
G* de G une représentation unitaire irréductible Mg de G unique (a une
équivalence pres). On désigne, pour tout h dans G, par (adh) 1'application

de G dans G
x = Lhyx]

4 * ’ . . * y -
et par (adh) sa transposée. On dira qu'un point 7T de ¢ est sur 1l'orbite

#*
de £ (¢ G ) s'il existe h dans ( tel que
4 *_
N = exp(adh) §

On notera alors : T . §.

A
Kirillov [16] a montré qu'il existait une bijection entre G et

¥
l'ensemble des orbites de G .
A toute sous-algebre X de @, on va associer, grace a la bijection
A
de Kirillov, un sous-ensemble de G.

¥*
On désigne par ) le sous-ensemble suivant de § :
*
n={§€q 3y 1M t.q. M€ et N/ = 0}

Soit ) 1'adhérence de Q0 dans Q*. Alors () est une réunion d'orbites, et

la bijection de Kirillov fait correspondre a () un sous-ensemble de 8,

que nous noterons Sp(ﬂ(oJC)) (cf. Dixmier [3]). Revenons a 1'exemple

du paragraphe 2.4. La sous-algebre X de Q4 telle que les champs correspon-
dants sur Iéas'annulent a l'origine, est engendrée par a, et as. On calcule
i = §2§4 et 1'on vérifie que les représenta-

tions associées a O par la bijection de Kirillov sont exactement celles

facilement 1'ensemble () : €

de (2.4.3) et (2.4.4), c'est-a.dire les seules qui interviennent effecti-

vement dans la condition d'hypoellipticité de V. V. Gru&in L8l.

2.6 Enoncé des résultats

On peut démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 2.6.1 : Si les champs Xj vérifient (1.1) et (2.1.4), alors les

conditions suivantes sont équivalentes
i) L'opérateur P est hypoelliptique en O
ii) I1 existe une constante C strictement positive telle que, pour tout

u dans dz(E)
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2 Ix%l|2. < cflp ul?
faf=m | L2(E) M L2(E)

iii) On a, pour toute m dans Sp(n(OJC)) et pour tout u dans :{n

2
E: Hn(Xa)dl < CHn(Pm)u”2
H H

al=m
™ ™

Ces conditions équivalentes impliquent la suivante

iv) Pour toute représentation m non triviale dans Sp(n(o.m))al'opéra—
9

teur n(Pm) est injectif dans <§n .

Indications sur la démonstration

L'implication i) = ii) s'obtient en remplagant dans (1.3) u par u° & et

3
en faisant tendre t vers +« . L'implication ii) = i) résulte d'une izégali-
té de dérivées intermédiaires.

L'équivalence ii) ® iii) est plus délicate, elle utilise les techniques

de Kirillov [ 16] et la proposition 2.1 de [12].

L'implication iii) = iv) est facile.

Le théoreme (2.6.1) donne donc en particulier 1'implication
i) ® iv) qui est en quelque sorte la généralisation de la conjecture de
Rockland [ 18]. La réciproque iv) = i) n'est obtenu pour 1l'instant que dans
certains cas particuliers : cas oul) = 0, cas de Gru¥in et cas ou r
est égal a 2 . Quand l'entier r est égal a 2, les techniques de
Boutet de Monvel-Grigis-Helffer (2. permettent dans un grand nombre de cas
de construire des paramétrixes, mais elle ne couvrent pas le cas général

contrairement au cas ou X est nul (cf. Helffer [10:).

§ 3. LE CAS GENERAL

3.1 Espaces vectoriels munis de dilatations

Nous allons montrer que des champs de vecteurs vérifiant la con-
dition de HYrmander (1.1) peuvent etre approchés, en tout point x de M, par
des champs vérifiant les hypotheses du paragraphe 2. Pour préciser cette
notion d'approximation, plagons-nous dans le cas du paragraphe 2.1 et

donnons quelques définitions supplémentaires (cf. Goodman [ 7., Métivier [17.).



V.9
On munit d'abord E d'une '"norme homogene"

r
(3.1.1) ful =L 5 |

w |23/
j=1 Y

ou u= (ul,...,ur), uj € Ej et ou ” H est une norme euclidienne dans Ej .

Si U est un voisinage de O dans E et m est dans Z , on définit

1'espace C:(U) par

(3.1.2) C:(U) = {f € ¢’ ), ()] = o(Jul™) lorsque u

tend vers zéro}

On dit qu'un opérateur T de €”(U) dans C°(U) est d'ordre inférieur ou

égal a p en 0, si, pour tout m, on a

(3.1.3) ¢ ¢’ (U)

m m-p

.. . dim E
Pour tout multi-indice o dans N y tel que a= (al,...,ar) avec
dim E.
aj dans N J, on posera :
(3.1.4) la, = jla.l
j=1 J

Un opérateur T différentiel défini par :
(3.1.5) T ) a_(u)3%

Ialsl(

est d'ordre < p en 0O si et seulement si, pour tout «, a, est dans

0 ~ . .
C- 1 (U)y, c'est a dire si l'on a :
LAJ=Pp

P _
(3.1.6) auaa(())_ 0

pour tous multi-indices a et B tels que [B. < Ea]-—p. On peut alors

N N N
associer a T sa partie homogene de degré p T définie par

y B
(3.1.7) T. o) P a )0) L 3%
lal <k CBl=Lal-p u B! "u

Enfin, on désignera par Q la dimension homogene de 1l'espace E

r
(3.1.8) Q=3 j dimEj
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3.2 Le théoreme d'approximation

Soient (xl,...,xp) des champs de vecteurs sur une varieté M
de dimension n, vérifiant la condition de HYrmander. Soit x un point fixé

de M. On décompose 1'espace E= R" en somme directe

r dika(x)-dika_1(x)
(3.2.1) E= 6 Ek ou Ek = R
k=1

en convenant que Vo(x) = 0.

On munit E de la famille de dilations 6t correspondante, qui
dépend de x (de maniere discontinue en général).

On démontre le théoreme suivant :
Théoreme 3.2.1 [ 13] : Sous les hypotheses ci-dessus, il existe un difféo-

morphisme ex d'un voisinage de x dans M sur un voisinage de O dans E, tel
que :

i) Les champs images eixj sont d'ordre inférieur ou égal a 1 a
l'origine.

. A *
ii) Les parties homogenes Xj X de degré 1 des champs eij vérifient
k]

encore la condition de H8rmander.

Dans le cas particulier ou les champs X:j sont "libres jusqu'a 1l'ordre r",
c'est-a-dire quand la dimension de M est égale a celle de 1'algebre de Lie
nilpotente libre a p générateurs, de rang de nilpotence r, ce théoreme

a été démontré par Rotschild-Stein [16]. Des démonstrations différentes

et plus simples ont été données par Goodmann [7] et HBrmander-Melin [ 15).
Dans le cas plus général ou l'hypothese (1.7) est vérifiée, le théoreme

3.1 est du a Métivier [17), qui démontre de pius les propriétés suivantes

Théoreme 3.2.2 [17] : S8i de plus l'hypothese (1.7) est vérifiée, on a,

outre i) et ii)

iii) Le difféomorphisme ex dépend de maniere c” de x

p , . . A

iv) L'algebre de Lie Qx engendrée par les parties homogenes Xj X est de
9

~ . .
la meme dimension que M.

3.3 Le théoreme d'approximation, énoncé en termes de représentations des

srouEes

Parmi toutes les algebres de Lie nilpotentes de rang r, et
admettant p générateurs, on sait qu'il en existe une et une seule Qr p’ dont
I

la dimension est maximale. Qr,p est appelée 1l'algebre nilpotente libre a p



générateurs, de rang r. Cette algebre admet une décomposition naturelle

de la forme (2.2.1). Soit (a1,...,ap) un systeme de générateurs de

qr,p c'est a dire une base de Qi. I1 est démontré dans [20] et [ 7. qu'il
existe une application linéairi unique A de Qr,p dans L(M) (algébre de Lie
des champs de vecteurs réels C sur M) telle que

i) Afa.) = X.
J J
ii) A est un homomorphisme partiel, au cran r, de Qr p dans L(M),i.e.
9

-V-aEQj s ¥b€(}r, avec j+k<r , A(la,bl) = [A(a),A(b)].

En tout point x de M, on définit un sous—espace]fk(x)de Qr P’ pour k
9

inférieur ou égal a r, par
(3.3.1) }(x)= {a€ G, A(a)/x € vV, ()} (1sks<r)
Puis on pose

' k
(3.3.2) Kix) = & X (x)
k=1

on peut démontrer L13] la proposition suivante :

Proposition 3.3.1 : Pour tout x dans M, X(x) est une sous-algebre de Qr s
9

dont la dimension est

dim X (x) = dim@ - dimM

Si 1'hypothese (1.7) est vérifide, X(x) est un idéal de G, P et 1'algebre a,
b

est isomorphe au quotient G, p/K(x)
L 9
On a vu au paragraphe 2.2 qu'on pouvait associer a la sous-algebre ¥(x) de
Qr’p une représentation n(OJC(x)) de i{’p (= equr,p) » tels que les

. . R - ai s P
ﬁ(OﬁC(x))(aJ) soient des champs sur (n dnnor’p dim¥ ) vérifiant

(2.1.4). Le théoreme (3.2.1) se réunit sous la forme

Théoreme 3.3.2 : Sous les hypotheses du théoreme (3.2.1), les champs de

¥*
. - . ' < . i
vecteurs GXXJ i1 OJC(x))(aJ) sont d'ordre 0O en 0. Autrement dit 1la
partie homogene xj,x cofncide avec n(OJC(x))(aj) (j=14...4p) -



—
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3.4 Applications : condition nécessaire d'hypoellipticité maximale

On associe, en tout point x de M, a 1'opérateur P défini en
(1.2), un élément P de 1'algebre enveloppante universelle N(Gr p) de
k]

1'algebre de Lie G p? en posant
9

(3.4.1) P= 2; aa(x)aOL

* Jal=m

Pour toute représentation 11 de 1'algebre de Lie Qr p’ on a
9

(3.4.2) n(Px) = z: aa(x)rr(a)OL

[al:m

On déduit du théoreme (3.3.2), le théoreme suivant [ 13] :

Théoreme 3.4.1 : Si 1'opérateur P défini en (1.2) est hypoelliptique

maximal en un point x de M, alors l'opérateur "(OSC(x))(Px) est
30

hypoelliptique maximal en O dans E= RrR" .
Combinant les théoremes (2.6.1) et (3.4.1), on obtient

Théoreme 3.4.2 : Si 1'opérateur P défini en (1.2) est hypoelliptique

maximal en un point x de M, alors, pour toute représentation i non triviale

dans le spectre de la representation T03(x))’ 1'opérateur n(Px) est

injectif dans 1'espace 'ﬁn des vecteurs C de la représentation t.

§ 4. CAS DE L'HYPOTHESE 1.7. RESULTATS DE L. P. ROTSCHILD [ 19]

Si 1'hypothese (1.7) est vérifiée, X(x) étant un idéal de G p
9
le spectre de la représentation 0,3 (x)) s'identifie a 1'ensemble des
représentations unitaires irréductibles du groupe quotient Gx d'algebre
. ' ’ ' . . 3 ~ ’ . .
de Lie Qx . L'opérateur n(OJC(x))(Px) s'identifie a un opérateur invariant
a gauche sur le groupe Gx. On va récapituler dans ce cas les résultats

obtenus.

4.1 Enoncé des résultats

Théoreme 4.1.1 (13, et [19] : Si 1'hypothese (1.7) est vérifiée, les

3 propriétés suivantes sont équivalentes

i) P est hypoelliptique maximal au point x, de M.
/ A
ii) Px est hypoelliptique maximal en O dans Qx (ou Px est défini par
o o
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8 P).
X

iii) Pour toute representatlon m unitaire, irréductible, non triviale

du groupe G ’ W(P ) est injectif dans l'espace ‘f des vecteurs C de
*o *o
de la représentation 1 .

-

i) = ii) ® iii) résulte des résultats des paragraphes précédents.
L. P. Rotschild [19. a démontré 1'implication ii) = i). Plus précisément

elle démontre le théoreme suivant

Théoreme 4.1.2 [19] : Sous les hypotheses précédentes, si Px est

hypoelliptique, il existe une fonction ?€ C (M) égale a 1 sur dn
voisinage de X, et des opérateurs K et S de L (M) dans 2'(M) tels
que

i) L'opérateur S est continu de H' (M) dans C (M) pour tout «a

loc
dans R
a+m/r

1o (M) pour tout «

ii) L'opérateur K est continu de H (M) dans H
dans R .

iii) KP=9®I+ S .
L

Remarque 4.1.3 : Dans [19] et [20], on montre aussi des propriétés

de continuité pour les opérateurs K et S dans des espaces de Sobolev

définis a partir de LY et dans des espaces de fonctions lipschitziennes.

L.

4.2 Construction du noyau

Les principales étapes de la construction de l'opérateur K sont
les suivantes. Tout d'abord on se ramene, par une technique d'addition
de variables (cf. §6.3 de [11] et [13]), au cas ou 1l'ordre m de P est

~ ~ ~ A
strictement inférieur a la dimension homogene Q de Qx et ou Px est
o o
autoadjoint. On utilise alors le résultat de Folland [4. :

Proposition 4.2.1 [4. : Soit D un opérateur différentiel invariant a

gauche, homogéne de degré m sur un groupe nilpotent, connexe, simplement
connexe, gradué G, d'algebre de Lie G, hypoelliptique, autoadjoint, tel que :
m est inférieur strictement a la dimension homogéne Q de 0. Alors il
existe une distribution k homogéne de degré -Q+m, C° sur G\{0}, unique,
telle que

Pour tout f dans C:(Q),

f=Df , k = £, Dk



V.14
kon a identifié G et G).

A
On applique cette proposition avec D= Px . Une des propositions

clef de la démonstration de L. P. Rotschild est algrs la suivante

Proposition 4.2.2 [19] : Sous les hypotheses du théoreme (4.1.2),il

A
existe un voisinage U de X, dans M, tel que P soit hypoelliptique pour
tout x dans U. Soit k_ dans ¢’ \{0}) la solutlon fondamentale homogene
unique de ﬁ\ (x€ U). Alors 1'application

(4.2.1) (x,u) = kx(u)

est CC sur Mx Rn[{O} (en identifiant c. et RrR") .

La difficulté de cette proposition vient du fait que les Qx sont
isomorphes en tant qu'espaces vectoriels munis d'une dilation, mais non
en tant qu'algebres de Lie. Dans le cas ou ils sont isomorphes en tant
qu'algebres de Lie, les résultats de Rotschild-Stein L20) suffiraient
pour démontrer le théoreme 4.1.2. La technique de démonstration utilise

les techniques de Rotschild-Tartakoff [21) et la proposition suivante

Proposition 4.2.3 (19, : Soit G un groupe nilpotent muni d'une dilatation

et L un opérateur différentiel invariant a gauche sur G homogene de degré

m. Si

0cc’@) , L9=0=9c c™l)

Alors P est hypoelliptique sur G.

Cette proposition est un raffinement du résultat de R. Beals [1., et

utilise les techniques utilisées dans le paragraphe 4 de L20] .

On définit ensuite un noyau Kl(x,y) ¢’ sur UxU-4A (ou A

est la diagonale de Ux U). On choisit ¥ et @_ dans dz(U) telles que :

1 2
¢2= 1 sur le support de @1, et 1'on pose
(4.2.2) K (x,y) = wl(x)ky(ey(x))wz(y)

La démonstration suit alors les lignes de Follznd-Stein "5. et Rotschild -

Stein _20].
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