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§ 1 INTRODUCTION

Soit Y un ouvert de RN,XOD>O, et X le cylindre

x = (-XO,XO) X Y -

La variable x de X sera notée x= (xo,y) = (xo’yl""’yN)'

L'étude des singularités d'équations aux dérivées partielles
hyperboliques par rapport a la premiere variable X1 a caractéristiques
au plus doubles,se réduit a 1'étude d'équations pseudo-différentielles

du type
2
(1.0) P(x,D) = -Do+2A1(x,Dy)DO+ Az(x,Dy)
ou A1 (resp. A2) est un opérateur pseudo-différentiel de degré 1 (resp. 2)
sur Y, proprement supporté, et dépendant de fagon C~ de x0€ (—XO,XO);

on supposera que le symbole total de A1 (resp.Az) admet un développement

en termes homogenes
Ai(x,ﬂ)ﬁ,a1(x,n) +eea
(resp.Az(x,ﬂ) ~ az(x,ﬂ) teea) .

Le symbole principal de P est alors

2

p(x,§) = -€o+2a1(x,n)§o+ a2(x,1]) )

1'équation
(1.1) p(x,§o,ﬂ) =0 (x,M)EX x (RN\\O) ayant ses racines réelles,
on a

(a2

1+t a)xm) 20 (x,M) € Xx (R 0).

1'ensemble des points ou les caractéristiques sont doubles est

N = {(x,E) € Xx (RV 1N0), 140, dp(x,%) = 0
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Aux points de N on ﬁntroduit le hessien Q de p, et a 1'aide de la 2-forme

symplectique oy = ¥ d§ .Adx., l'application hamiltonienne F définie par
j=o J J
ox(z,Fz') = Q(z,2') z,z' € T(T*X) .
Aux points de N on introduit également le symbole sous-principal de P

2
o)
(x,§)-
0 0% 5

I1 est prouvé par Ivrii-Petkov [ 14] que F a au Elus'un couple de valeurs

nmM=

S 1
P1(Xs§) = pl(x,g) - ET j

propres réelles p, -py p> 0, les autres valeurs propres étant de la
forme Tip, p =20.
Les cas ou F a des valeurs propres réelles non nulles sont dits effecti-

vement hyperboliques. Dans le cas ou F n'est pas effectivement hyperbolique,

Ivrii-Petkov [ 14] et H8rmander _10] ont prouvé la nécessité de conditions,
dites conditions de Levi,pour que le probleme de Cauchy soit bien posé au

voisinage de x_= 0, a un sens raisonnable;

(L) ) EN  PinE)e+gz ) iwlng) =0 .
{uj(x,E)GSpecF(x,E)}

Ivrii conjecture que dans le cas effectivement hyperbolique le probleme
de Cauchy est toujours bien posé sans restrictions sur les termes sous
principaux, conjecture qu'il prouve dans certains cas .

Dans les autres cas Ivrii et HYrmander ont prouvé des estimations
d'energie moyennant le renforcement de la condition (L) par une inégalité
stricte et sous diverses autres conditions.

On désigne par () le demi-espace :
Q = EO,XO)XY [}

que 1l'on suppose muni de sa structure canonique de variété a bord, on
désigne par 9'(Q) (resp. %é(Q)) 1'espace des distributions sur { prolon-
geables (resp. et régulieres jusqu'au bord).

L'étude des singularités des solutions de 1'équation P se pose
pour deux problemes : .

" | P(x,D)u = f
(A) 1le probleme au limite u € 35(0) conditions sur 30 ,

(B) 1le probleme dans 1'espace libre u€ 2'(X) P(x,D)u = f .
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Dans le cas ou les racines de 1'équation (1.2) sont des fonctions c” de
(x,M) € Xx (RN‘\O) il y a des réponses assez completes aux problemes (A)
et (B).

Quand cette condition n'est pas satisfaite il y a pour le

probleme (A) le résultat de S. Alinhac [2) pour les opérateurs effectivement

hyperboliques dansZRssuivants

P(x,D) = -D§+ x°D

2. 2 2
o D5+ D1 + Al(x’Dl’D2)'
Dans trois notes Ivrii (11}, [12], [13] traite du probleme (B).

Dans [ 12) il étudie des opérateurs effectivement hyperboliques

de 1la forme
P(X,D) = DOXO + Bl(Y1Dy) 9

avec b,{y,N) = 0.

Dans les autres cas Ivrii (111, [ 13] obtient en général un
résultat de propagation de la régularité qui s'exprime sous la forme
Si ¢¢€ dm(T*X\O) est homogene de degrél , si Hw vérifie une condition conve-

nable, si () est un ouvert conique a base compacte on a

WF(u) N (3Q) N (¢>0) N N=29
—s WFu) N QN (¢>0) N N=2g
WF(Pu) N QN (¢>0) N N=2@

L'inconvénient de cet énoncé est qu'il est '"peu géométrique" et que 1l'on ne
sait pas dans quelles conditions il est "optimal''.

Ivrii en déduit dans certains cas une propriété géométrique
simple, par exemple il prouve que si P vérifie une condition de Levi

stricte et a pour symbole principal

p(xE) = =B (5 - §,) + x215"1%,

ou

2 ) )
p(x,E) = ~Eo+ e xa (8| |

1

[WF(u)\WF(Pu)] N N est H§ invariant .
o

. s hl - ,
Nous renvoyons a Ivrii _11), [12], [13] pour d'autres énoncés et
nous préciserons qu'a notre connaissance Ivrii n'a publié jusqu'ici la

preuve d'aucun de ses résultats concernant la propagation des singularités.
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Nous passons maintenant a la description de nos résultats.

On se restreint, dans cet exposé, au cas ou N est involutive .

On suppose que N est une variété réguliere involutive i.e. que en
(1.2) tout point de N le radical du hessien de p contient son propre
orthogonal pour la forme symplectique et que de plus N n'est pas

orthogonal au champ radial.
On ajoute également une condition d'"ellipticité transverse''.

(1.3) En tout point de N le rang du hessien de p est égal a la codimen-

sion de N.
La condition (L) sous 1'hypothese (1.2) est réduite a
SA
Py = 0.

L'injection i: 30 = () induit une application i¥* : TgQQ - T#30,

nous effectuerons une étude microlocale au voisinage d'un point du bord

z, € T™*(3Q)\0 ou les '"caractéristiques" sont doubles i.e.

1

* 1z ) n p~(0)

est réduit a un seul point g, € N.

On considérera ici les situations :

(1.4) (i) Pf[N est > 0 au voisinage de o_
(1.4) (ii) P?‘N est < 0 au voisinage de o _ -

Dans le cas (1.4)(i) la condition de Lévi stricte est satisfaite, au

moins microlocalement, et dans le probleme (A) on se donnera comme condition
au bord une pleine donnée de Cauchy.

Dans le cas (1.4)(ii) nous étudierons le probleme (A) avec une donnée

de Dirichlet sur 3Q sous une hypothese de '"diffraction'" que nous indique-
rons ci-dessous.

Dans 1'une et 1'autre de ces situations nous construisons des paramétrices
pour le probleme au limite considéré. Nous construisons également des

paramétrices microlocales de P permettant d'étudier le probleme (B).
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Indiquons enfin que le cas
S.
P =
1lN 0

est étudié dans [ 20] par une méthode d'estimation de Carleman, et

que un cas ou le symbole sous-principal peut s'annuler sur N sans etre
identiquement nul est étudié dans [21] par une méthode analogue a celles
que nous exposons ici.

Avant de décrire nos résultats nous procederons a une classifica-
tion des points de 3() qui en faisant intervenir le symbole sous principal
"explique'" la condition (L) et éclaire les situations (14 ).

Cette classification est analogue a celle de [23] a la différence

qu'elle est microlocale.

§ 2. UNE CLASSIFICATION MICRO-MICRO-LOCALE DES POINTS DU BORD

On remarque d'abord que N est une sous-variété de T*Q\O que

(2.1) M= i*(3N)est une sous-variété réguliere involutive que 1l'on peut
identifier a 3N.
Aux points z de T¥ (3Q)\0O pour lesquels

1(0)

* - -
i “1(z) n p
est réduit a un seul point o, i.e. 1l'ensemble des points de M, on introduit
3
les fibres NZ(M) = Tz(T aQ\O)/TZM et on classifie les points (z,t)€ NZ(M).

Si F est la feuille de N passant par o, 3F s'identifie a la
feuille G de M passant par z=i%(0),"1'injection" j: G~ F induit une

. . K 3t *
application j : TaFF-o T G.

3 . ’ . ’ ** . .
On introduit également le fibré N(N) = T(T Q\O)/TN, et on identi-
ok ot s
fie au moyen de la forme symplectique NO(N)a.TOF . Définissons pour o€ N,
*
(o,2) € T(T Q\O) les fonctions

Q(O,g)

1/2 Hess p(0).((,C)

Q(Oag) Q(O,C) + Pf(o) .

Par transport de structure on suppose Q et q définis sur 1'espace

cotangent des feuilles de N.
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On définit alors des ensembles & (resp.X, resp. G ) des points (z,t) € N(M)
3~ -
pour lesquels j 1(z,t) N q 1(O) est vide (resp. formé de deux points

distincts, resp. d'un seul point).
N(M) = UGUX .

Un point (z,t) de € (resp. ¥, resp. Q) est dit micro-elliptique (resp.
microhyperbolique, resp. microglancing).

Soit f=0 dans () df #0, f=0 définissant localement 3, remon-
tant f en une fonction sur T*Q\O et restreignant a F, on définit 1'ensemble
qd des points de diffraction en posant

Gy = {(z:t) € N[ tels que si (0,¢) = § *((z,t)) N 7 (0)

ona H(£)(5,0) =0 , (Hq)2(f)(o,g) >0}

Sous 1'hypothese (1.4)(i) on a € = G = § . Sous 1l'hypothese (1.4)(ii) on
a toujours des points de €, G et X et on ajoute 1'hypothese

(2.2) Dans le cas (1.4)(ii), on a G = qd .

On peut voir alors que les points diffractifs sont non dégénérés i.e. que

. 3*
si (z,t) € Gy Hq(o,g) est transverse a la fibre en o de T F.

Exemples (2.3) : Décomposons Rg: Rg:px R?,, s et posons
P
P,(x,D) = -D2 + T D2,+ D, ,
o j=17Yj Y1
P.(x,D) = D2 + 3 D2 4+ (<14 x)D
’ = = " - ' '
2 Xo =1 Yj ° Yy

ZO = (Oiﬂo) ’ ﬂo = (1,01---10) ’ 50 = (O;O’no)

P, vérifie les hypotheses (1.2), (1.3), (1.4)(i) au point 29 P2 vérifie

les hypotheses (1.2), (1.3), (1.4)(ii), (2.2) au point z, -

$¢ 3. ENONCE DES RESULTATS

¥*
Soit T un voisinage conique fermé de Oo dans T Q\O, assez petit.

Introduisons
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C3 (M) = {(07,2) € ™8\0x T (30)\O | 6" €T, 2€ i Ty z & M

(3.0)|il existe un segment de bicaractéristigue nulle de p issue d'un point
*_ .
de 12) joignant o' a un temps 2 0}

+ -
(3.1) ca(r) = ca(r) U ca(r) )
puis

_ ¥* ., - -
C1 (1) = ((0',2) ETE\OXT (BQ)NO [ o' €Ty 2 €iTy 2€M 0= i ~Y(z)np 10,

'€ feuille F de N contenant 0 et tel qu'il existe un point (0,()

. * ¥* . .
(32{(resp. (0',(")) € TdF(resp.TO,Fﬁ et un segment de bicaractéristique
nulle de q joignant (0,{) a (o',0')},

(3.3) C"(F) obtenu en remplagant q par Q dans (3.2).

Soit y un v01s1nageacon1que fermé de Zo dans T BQ\O, vy € 1 'y et soit w

un voisinage de UCH dans Q .

Théoreme 1 : Si P vérifie (1.2), (1.3), (1.4)(i), il existe pour

i=0,1 des opérateurs linéaires continus E, : g (3q) -~ 25(9) tels que
PEi(f)Iw € C (w)
DgEﬁflaQ - 5,4 € C°(3Q) si WF(f) cy isj, = 0,1
3 _ -
WF(E;£) < (C,(T) U €4(T) U €§(r)) e WF(£) U (i Lwrcs)) n p~1(0)).

b

Théoreme 2 : Si P vérifie (1.2), (1.3), (1.4)(ii) et (2.2) il existe

des opérateurs linéaires continus E_ : 2rq) - Qa'(Q) tels que
o]
PEE:fiw € C (w)

E+fi

ag = f € C*(0) si WF(f) C vy

WF(E, f) c:(cg(r) u ¢y u Cg(F))L/WF(f) Ui toEce) U {o}).

Soit T'' un voisinage conique fermé de O dans T*X\O, soit T contenu dans
1'intérieur de I'' un autre voisinage conlque de 9" Considérant maintenant
la varieté N et ses feuilles comme des sous-varletes de T X\O, on définit
c(r') = {(ono) € r'xT'| o & N et il existe un segment de bicaractéris-
tique nulle de p joignant o et o'},

C'(I'') = {(6",0) ET'"XT'"[6E N, 0EN,

o' € feuille F de N contenant o et il existe un point
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(0,4)(resp.(0','))E T§F(resp-T0,F)et un segment de bicaractéristique
nulle de q joignant (o,r) a (0',£')}, et enfin
C"(r'') en utilisant Q a la place de q.

Théoreme 3 : Si P vérifie (1.2), (1.3), (1.4)(i) ou (ii), il existe un

opérateur linéaire continu E 9'(X) = J'(X) tel que
WF'(PE-I) N (I'xT) = @

WF'(E) c C(I'') U C'(I'') u Cc(I'") U A*(P') )

.
ou A (T'') est la diagonale de I''.

L.

Une conséquence de ces résultats est par exemple

~ *
Théoreme 4 : Soit uGEQé(Q), Pu=f , P vérifiant au point zoE T (3Q)\0
les conditions des théoremes 1 ou 2. Sous les hypotheses

(i) z £ WF (f)
(ii) (Cé(r) U Cy(r))e{z} NWF(u) = 8
(iii) z ¢ WF(u[aQ) 5

z, 4 WFb(u) .

L
L'hypothese (iii) peut etre omise quand P vérifie les conditions du

théoreme 1.

Remarque : L'ensemble CB(F) U Cé(F) U CY(I') est une partie conique
fermée de (T*8) x (T (3Q))\0, il exprime le phénoméne de refraction
conique qui se produit aux points caractéristiques doubles, c'est-a-dire
le fait que les singularités des données initiales se dispersent sur des
variétés intégrales. Les solutions singulieres construites dans [21] § 9

expriment en quoi cet ensemble est minimal.

§ 4. SCHEMA DE LA PREUVE DES THEOREMES

On simplifie d'abord 1l'opérateur P. En conjugant P par un
opérateur intégral de Fourier sur Y dépendant de x, comme d'un parametre

on se ramene au cas ou

2
P=- DO+ A(XvDy) ’
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puis en conjugant A par un opérateur intégral de Fourier sur Y au cas ou,

avec les notations de 1'exemple (2.3) ,

a(x,n) = % aa(x,'ﬂ)'ﬂ"a )
[af=2

ZO = (O,no) ) ﬂo = (190s---90)-

Bien entendu ces opérations ne sont pas 'exactes'" et il faut, en fait,
ajouter et étudier les perturbations crées par différents 'restes''.

On désigne par U un voisinage de O dans ﬁ§+1, par G un
voisinage conique de 7 dans R™MO .

Nous rappelons d'abord une définition qui nous sera utile.

On désigne par Sm’k(Uxi}, M), M étant la variété 1" =0, la classe

des fonctions e(x,T) ¢~ dans Ux G satisfaisant aux estimations

lDiDn: Dﬁ:: e(x,M)| < COL,B,K“* iT]Dm_IB"_IB"IdM(n)k-IB"I

pour x€ K= U, M€ G, [0 2 1, et ow dy(n) = (In'[ "L [/ In1 (/2

Cette classe a été introduite (dans un contexte plus général) par

L. Boutet de Monvel [5].

a) Schéma de la preuve du théoreme 1

On désigne par GT = {E€aG| [g]= T} pour T> O . Soit donc

1'équation
2
P = —Dx + A(X,Dx' 9 DX")
o

Nous cherchons des solutions asymptotiques indépendantes (pures) sous la

forme :
imi(x,g)
q(x,€) = e(x,§8)e ’
ou nous avons noté £ =(§',E€") € G CZ:RN‘\{O}, ou 9, (x,€) est une fonction
de "phase' sans propriété particuliere d'homogénéité mais de la forme

+

¢ (x,8) = x'-§'+‘P(1)(x,§) >
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2,(1)

7Y
i
1,1 det(-——————)
”" "
axj§k

ol wil)(x,g) €S

(Ux G, M) et ou > C > 0 pour

(x,€) € UxGY, T assez grand.

Le symbole e(x,§) sera cherché dans une classe Sm’k(U><G,M), avec
e nul hors d'un voisinage conique fermé I' ¢ Ux G, assez petit, de (0,0,no)
dans i_%+ x R x (RN \0) ; la fonction e(x, &) sera supposée, meme sans
mention explicite, identiquement nulle pres de § =0 .

(1)

satisfait a 1'équation
3(1) 54(1)

La fonction ¢

3 (1) + + 1/2 1
= ¢ = tla(xy8'+ =, = )+m(x,§"))7(x,E) € UxG
(4.1) on + ax!' dx"
(1) n "
q)+ 'x =0 = X -8
- (o]
(1)

La construction de @+ ne se réduit pas immédiatement a un résultat

classique car il faut analyser la dépendance par rapport au grand parametre
I€i.

La construction de solutions asymptotiques est basée sur

1% 1%, 3%, , 391 awil)
(4.2) e “P(x,D)(e ~el(x »y,8)) = [—(_2)% 4 a(x,E' + —=— , ) s
ox ox' 3x"
o
+ m(x,ﬁ')]e(xo,y,g) + £p(e)modsm+1,k+2
sie€s™E ous - a 2. g a, 2+ c et ont les a,(xsE) j=0
ol Ly =8 3kt T, % onT 0E) =0...p,

o j.—-i J
c(x,€) sont dans la classe 81’1(ﬁ§+1xRN\O,M).

La résolution de 1'équation de phase (4.1) et d'une suite
d'équations
£ (e.) = £,
P J J

e.l = ¢,
i'xg=0 = 7]

permet d'obtenir une &(x,&) € S°’° ayant une trace voulue sur x, = 0 et
telle que dans un voisinage w de O dans ﬁf+1 on ait
ie ie ¢ gt
Tt p(e t .
e (e e )hax BN
Pour obtenir une solution asymptotique au sens ordinaire il faut ajouter

des termes complémentaires ''plats" sur M.
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b) Schéma de la preuve du théoreme 2

La preuve est beaucoup plus compliguée que celle du théoreme 1.
Désignant par A une fonction d'Airy convenable on cherche cette fois des

paramétrices sous la forme (voir Melrose [23]):

(4.3) Ef(x.y) = [ oH(P(xgsy18) - ©(0,2,8))

a(xo,yyz,g)A'(g(X,g))4-b(xo’y,zsg)A'(g(x,g))f(z)dzdg

A(Q(O’29§))
ou a et b sont des symboles peu réguliers, et ou les "phases" ® et [ sont
de la forme

1

(1) € Sl, [} et

P(x,§) = x'-§'+-@(1)(x,§) avec @

C(x,g) € s2/32/3

et sont determinées par diverses équations.
La principale difficulté est d'obtenir un calcul assez précis
de la composition a(x,Dy) Ef ou a est un opérateur pseudo-différentiel

sur Y. Nous renvoyons pour les détails a [21] .

c¢) Schéma de la preuve du théoreme 3

On ajoute une variable supplémentaire t et on analyse des

solutions asymptotiques pour Dt+ P.

d) Schéma de la preuve du théoreme 4

Elle est fondée sur un argument classique d'unicité microlocale.
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