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XXII.1

Nous donnons dans cet exposé deux types de résultats dont les
démonstrations détaillées paraitront ultérieurement .

Dans la suite P(x,D) désignera un opérateur différentiel d'ordre
m a coefficients C~ définis dans Qs voisinage ouvert de 1l'origine dans RrR" .
Son symbole principal est noté p(x,3).

Le premier résultat est une généralisation au cas ou les
coefficients sont C (au lieu d'étre analytiques) des théoremes 2 et 2'
de L1]. Soient M une variété et S une hypersurface, toutes les deux

c”, satisfaisant
0OeMcScq.
On pose :
£ =N(S)|, A=Rep B =1Imp;
H, désignera le champ hamiltonien de A.

Théoreme 1 : On suppose :

i) Pour tout v € £, la projection de HA(Y) n'est pas tangente a M ,

ii) 1I1 existe un entier impair k=1 satisfaisant

Coadel . K
Alz_HABlz_O pour 0< j<k et HABlz;é o,
.. . . k-1 ,
iii) Pour tout y €% et tout j, 0<j<—5—, H 3 (y) est engendré par
HYB
A

HA(Y) et l'espace tangent de ¥ au point vy.

Alors il existe U c (2, voisinage ouvert de O, et deux fonctions

a et uC dans U, plates sur UNM, u# 0 dans U\M, telles que

Pu+ au=0 dans U .

Théoréeme 1' : Sous les hypotheses du théoreme 1, pour tout entier £ 2m

£ .
il existe Uc(Q, voisinage ouvert de 0, u€ C (U), (u n'étant C’e'+1 au

voisinage d'aucun point de UilM), a€ C°(U) tels que

au€ C°(U) et Pu+ au=0 dans U.
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Remarque 1 : Notons que si les coefficients de P et les varieétés

M et S sont analytiques il est démontré dans [1] que 1'on peut prendre
a=0 dans les conclusions des théoremes 1 et 1'. En général, il n'en
est pas ainsi dans le cas des coefficients C” comme le montre 1'exemple

suivant. Soit L 1'opérateur de Hans Lewy dans Rs

L = -iD, + D2 - 2(x1 + 1x2)1)3

I1 est bien connu (voir H8rmander [3)) qu'il existe une fonction f€ dDCR3)

telle que la seule solution 01 de
Pu = Lu+ fu = 0

est la solution triviale. Pour cet opérateur P les hypotheses des
théoremes 1 et 1' sont satisfaites avec M réduit par exemple a 1'origine.
On ne peut donc prendre a=0 dans les conclusions de ces théoremes.

Des exemples similaires peuvent etre obtenus a partir des opérateurs

du premier ordre dont les seules solutions sont les constantes, donnés

par Nirenberg [5].

Nous passons maintenant au deuxieme type de résultat de nature

différente des théoremes 1 et 1'.

Théoreme 2 : On suppose :

i) I1 existe € C (Q), réelle satisfaisant

ii) I1 existe y€C (Q), réelle y(0) = 0 Vy £ 0, et des constantes
C> 0, a € [0,o[ telles que pour tout x€(

lp(x,V\y(x))I = ¢clyea)|?,

iii) Xy = O dans Q. .

Alors il existe U c (Q, voisinage de O, et deux fonctions a et u

(=2}
C dans U avec suppu= UN {y=20}, suppac UN {y 2 0}, et telles que

Pu + au = 0 dans U .
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Exemple : Soit P l'opérateur des ondes dans R°
P=D: -0 -D2 .
3 1 2

I1 est immédiat de vérifier que le théoreme 2 s'applique en prenant

¢ = X3-+X1 (donc X::2(ax3-ax1)) et ¢ = X2 .

Idée de la démonstration des Théoremes 1 et 1

Aprés un changement convenable de coordonnées on peut supposer
que les variables de R" sont (x,t,y) = (x1,...,xr,t,y1,...,yz) avec
r+1+4 = n, r 2 1. Dans ces coordonnées S est définie par Xy = 0 et
M par x=0 et t=0. ¥ est alors donnée par

X:O, t=0, T\:O, §'=(§2,...,§r)=0 9 T=0.
Grace a i) on peut supposer que l'on a
atplZ £ 0.

Le point essentiel de la démonstration est la construction d'une

. * z o . b . 4 . .
fonction C & '"presque caractéristique'" pour P, c'est-a-dire vérifiant

p(x;t,y,V¢) = O(tN) pour tout N> O.

et satisfaisant les deux propriétés suivantes :
(1) M= {3=0]}

x|2+ %) (x> 0) .

(2) Red= 0= Ims =K(|
L'invariance des propriétés i) ii) et iii) par multiplication par un
symbole non nul est cruciale ici, elle est démontrée dans [1] meme dans

le cas des coefficients Cm.

On construit u par un développement asymptotique de la forme

[eo)

u(xstsY) ~ Z E-(@(x,t,y))ll.(x,t,y)
j:O J J

avec -E-Ej(z) = E (z) et , dans le cas du théoreme 1 ,

dz j-1



E (Z) = e .
o

(Notons que (2) implique que EO(@) est C et est plate sur M). Dans le

Z£+1/2

cas du théoreme 1' on prend Eo(z) = . Les u sont déterminées par

les équations de transport habituelles.

Le reste de la démonstration se fait alors sans grande

difficulte.

Idée de la démonstration du théoreme 2

~ ”
Apres un changement convenable de coordonnées, on peut supposer

que les variables de R" sont
(t1Y) = (t,yl,---,yn_i)
et que 1'on a

o)
t =t X == .
W( ’Y) et ayl

P s'eécrit alors

P(t,y,Dt,D ) = q(t,y)Dz + ZE:::::: qY .(t,y)ﬂY D% .
y ly|+jSIn ! y

0< j<m

La condition ii) implique que 1'on a
o
lqtt,y)] = clt]* .

Alors que la fonction phase & a joué le role crucial dans la démonstration
du théoreme 1, ici la fonction phase réelle ¥ ne servira qu'a réduire P
a son équetion de transport. Une construction plus minutieuse a la
Cohen [ 2.1 (voir HUrmander {3;, [4]) est alors utilisée pour obtenir les
fonctions a et u.

On cherche d'abord une solution approchée de Pf =0 par la méthode

de 1'optique géométrique sous la forme
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b b

f~e1T\P(bo+—%—1—+:§-+.....) .

les bJ étant données par les équations de transport habituelles. En fait
on prend b dépendant du grand parametre T comme suit
On pose T"6 2 (&5 petit et p> 0 Tixé) et on prend b (t,y,b)-c (tyyle 2 (t,0)

avec cO(O,O) £ 0 et

1 1
8(ty0) = -——= - ———e(——-)(t-a)
52 ot 2

pour

n
A
1
0of =

N =

ou eECm(R), 8(s) = 1 pour szé- et o(s)
On pose aussi

eéx‘]/z .

I1 est alors assez facile de construire une fonction c(t,y,5)

ayant le développement asymptotique

c -% T c. 8 quand 5 - O .

(En fait c est C des variables t,y,6e: de t-g ). En posant
o]

.. =2p
Vit y,6) = oi0 @(t,y)e@(t,b)

Co(t'}’)(i + C(tay’é)) ’
on obhtient finalement
(3) Pv = rv

ou r est Coo de (t,y,5), plate en & = O.

Maintenant la construction de u se fait grosso modo comme suit.

S'inspirant de [2] la premiere idée et de poser

1 1 1
vk(t,y) = v(t,y,E) pour = <t <4—

. . n ® . A L.
(en fait on ramene Vk d'une maniere C a etre nulle au voisinage des

. 1
points — et E:T) et de prendre
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La ou lvkl = lvk+1| ou bien Ivk' = lvk—l” u est susceptible de s'annuler
il faudrait alors s'assurer que Pu soit suffisamment nulle en ces points
pour que l'on ait %F de classe . Ceci nous oblige a modifier un

peu la fonction v satisfaisant (3), ce qui se fait a 1'aide du théoreme
de prolongement de Whitney appliqué dansIRn+1aux:surfaces 6 = 0, ainsi

qu'a celles définies par

lvetyy,0)] = Ivttoy, 225
lv(t,y,8)] = |vit,y, —1—%”-

., . p . L sps . Pu
La démonstration du théoreme se termine en vérifiant que la fonction a=—

vérifie bien les propriétés annoncées !
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