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XVII.1

On se propose d'étudier le probleme de Goursat non-linéaire
dans 1l'espace des fonctions holomorphes, puis dans les espaces de
Gevrey.

Le probleme de Goursat a été l'objet de nombreuses études ;
signalons en particulier les travaux de Lednev [ 5], G&rding [2],
Friedmann [ 1] et Persson [9]. Nous allons donner de nouvelles démonstra-
tions d'une part du théoreme de Lednev, d'autre part d'un théoreme d'exis-
tence et d'unicité dans les espaces de Gevrey. On trouvera dans [ 13]
d'autres applications de la méthode proposée. Tous ces théoremes peuvent
se déduire du théoreme du point fixe dans des algebres de Banach, algebres
qui sont définies par 1'intermédiaire, soit du formalisme des fonctions
majorantes de Cauchy dans le cas holomorphe, soit d'un formalisme de séries

formelles dans le cas Gevrey.

§ 1. LE THEOREME DE LEDNEV

On considere au voisinage de 1l'origine de e 1e probleme de

Goursat non-linéaire

(1.1) {Dau(X) = £(x,D"u(x)),

u = O(xa),
ou x-= (xl,...,xn) € ¢", «€ N", B désigne une partie finie de
{Bez"; (Bl < [aj et BAal,

ou B= (Bi""Bn) ’ [B' = B. 3

1Y

H™MBs

J
B

B
Du-= (D u)BEB .

J 3,
L]

ou D;iu désigne la primitive de u par rapport a x° qui s'annule avec x

la fonction f est une fonction de x€ Gn et de n' = CardB variables

complexes y = (yB)BEB qu'on suppose holomorphe au voisinage de l'origine

de mn+n'
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On pose

AB = Dny(0,0), B€ B,

et, pour tout §E€ (Rﬁ)n, on définit la fonction spectrale de Lednev

o(€) = 2 A

BEB P
iBi=jal

[gP

On a alors le théoreme suivant du a Lednev.

Théoreme 1.1 : S'il existe E€ (Rﬁ)n tel que p(E)< 1, le probleme de

Goursat (1.1) admet une unique solution holomorphe au voisinage de 1l'ori-

gine de c” .

Pour prouver ce théoreme, on peut supposer a =0 (prendre p%u
comme nouvelle inconnue), puis f(0,0) = O (prendre u- f(0,0) comme

nouvelle inconnue). Il s'agit donc d'étudier le probleme
B
u(x) = f(x,D u(x))
ou Bc {BEZ"; [B]<0 et BZ 0}, £(0,0) = O sous la condition

p(§) = ¢ IABIEB < 1.
BEB
[B[=0

A cet effet, nous allons montrer que l'application
B
T: u€ €{x} - £f(x,D ul(x)) € €{x}

est une contraction stricte dans une boule fermée d'une algebre de

Banach, qui sera définie a 1'aide de la notion de fonction majorante.

§ 2. FONCTIONS MAJORANTES

Siu= % u x% 0= < ¢ x“ sont deux séries formelles avec
n a n
a€ N a €N

u, €@, d)aE R_, on note u<< ¢ la relation (¥#a € N") ([ua[ s{)a).
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Si 0 est une série convergente, on note [10] Bo 1'espace de Banach

By = {u€ €{x};(dC=0)(u<< cH)
pour la norme
lullg = Min {€c=0; u<<C6).

- ’, ~ A .
Selon une idee due a Gevrey [3], reprise par Lax[4] sous une forme
simplifiée, considérons la série convergente
@ n

o(t) = xn —U
n=o (n+1)

d'aprés Lax {4], il existe une constante K> 0 telle que
2
(2.1) 87 (t) << Ko(t) .
Etant donné un parametre R> 0, posons alors
-1,.t, .
(2.2) @R(t) = K 7o8(g) s
on a donc
(2.3) 92(t) << P (1) .
R R

Nous noterons alors Br(§) 1'algebre (d'apres (2.3)) de Banach

associée a la fonction majorante ¢R(§.x).

Le fait de travailler dans une algebre permet de majorer tres
simplement une fonction composée.

Proposition 2.1 : Soient u€ BR(§) et R'> !|u||, alors —E:u appartient

R'
a BR(§) et
R’ lu
<< (K+-ﬁ:”“m—) PR(E.x).
L
Preuve : On a |u(0)| = HuH@R(O)<:R' car @R(O) < 1 vu que @§<kf@R . Ceci
1

prouve que est définie et holomorphe au voisinage de l'origine et

que
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R © n © n
== I E"h <1+ % “l%¥-@R(§.x),
n=o0 R' n=1 R'
d'apres (2.3), et on remarque que 1= K@R(O) << K@R(g.x). CQFD.
Proposition 2.2 : Pour tout 1>1, il existe c=c(N) > O tel que

TR << c@R(t) .
MR-t

I1 en résulte ceci : si u est holomorphe et bornée dans le polydisque

A= {xE€ En; EjixJ[ <MR}, on a, d'apres les inégalités de Cauchy,

TR
u<<M TR - E.x << cM(PR(Q-x) )
ou M = sup Juf . Lorsque u(0) = 0, ceci prouve que u<< S(R)@R(g.x), ou
A
lim E(R) = 0.

R-0

Proposition 2.3 : Il existe une constante C20 telle que

¥kKE N, D—k<PR(t) << chch(t) ]

Corollaire 2.4 : Pour tout a€ Z", [af s(i), 1'application D*: BR(8) — BL(§)
«

... . o -
est linéaire, continue de norme < c§& R

§ 3. PREUVE DU THEOREME 1.1

Le théoreme 1.1 résulte de la

Proposition 3.1 : Il existe R > 0, a > 0 tel que T: u - f(x,DBu) soit

une contraction stricte dans la boule fermée B'(0,a) C BR(§)-

Preuve (sommaire) : On peut écrire

f(x,y) = £f(x,0) + Z AByB+ Z FB(x,y)yl3
(3.1) PcB BEB
f(x,y) - f(x,2z) = Z A

e )+ Z GB(x,y,z)(yB—zB)

(yp,-2
B 7B B BEB
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ou les fonctions F, et G, sont holomorphes au voisinage de 1l'origine de

B g
1]
mn+2n ot

£(0,0) = F_(0,0) = G

5 (0,0,0) = O.

S

En utilisant la proposition 2.2 et la remarque qui la suit, on a donc

( f(x,0) << S(R)*PR(§.X),
(3.2) { Fy(x,y) << e(R, R (E.x) T [ R.f' )
y€B y\/
L GB(x,y,z) << g(RaR')('pR(g-X) ]_l R'R' R' R ?
veB T 7Yy T T

ou les fonctions €(R), £(R,R') tendent vers O avec (R,R').
Considérons alors un élément u€ B'(0j;a) ; vu la proposition 2.3,
on a
agB@R(E.x), si [B[=0,
- pP

yB = u << a§BDIBi¢R(§-xﬂ <<

as(R)@R(g.x), si[Bj <O,

ou e(R) tend vers O avec R. Vu 1la proposition 2.1, sous des conditions de

la forme
(3.3) a< cR'" et ae(R)< R' ,
on a
R c? (E.x) Vo= pPu (BE B).
R"--yB R I

Vu (3.1) et (3.2), on en déduit que
v = Tu << [e(R) + a(p(§)+-S(RyR’))]@R(é-X)-

Considérons alors un nombre p tel que p(§) < p < 1. Pour que

T{B'(0,a)) < B'(0;a), il suffit donc que
(3.4) p(E) + e(R,R') = p ,

(3.5) a< cR',
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(3.6) ac(R) < R' et €(R) < a(1-p).
Si u, u'€ B'(0;a), un calcul analogue montre que
Tu - Tu' << |[Ju-u'||(p(E) + e(R,R"))PL(5.x).
En résumé, la proposition est démontrée si on peut satisfaire a (3.4)-
(3.6). On choisit d'abord R' tel que (3.4) soit vérifié pour tout

R suffisamment petit ; on choisit ensuite a conformément a (3.5), puis

R suffisamment petit pour satisfaire a (3.4) et (3.6). C.Q.F.D

§ 4. PROBLEME DE GOURSAT DANS LES ESPACES DE GEVREY

Rappelons d'abord la définition des espaces de Gevrey utilisés.
Etant donné un ouvert Q C Rixmg , a € nP et d=1, on note Ga’d(Q)
l'algébre des fonctions u: Q - R admettant, pour touttyé Np,-YS(x et tout

6€ N1, des dérivées partielles continues DlD;u Q- R telles que

¥y€ENP, y<a et ¥5€ WY, suplnlnéul < cif"”iér:d .
Q y
De telles fonctions sont donc de classe de Gevrey d en y.

On considere alors le probleme de Goursat non-linéaire

Dzu(x,y) = f(x,y,DBu(x,y)),
(4.1)

u = O(Xa)a

ou x€ RP, ye€ R?, o€ NP, B est une partie finie de

{(y,é)ész]\lq sivi+ djof< [af et y<a} ,

B, _ (pYp® .
Du = (Dnyu)(Y,é)GB ]

la fonction f est une fonction de x€ RP, y € R% et de r= CardB variables

réelles z = (Zo)oe B qu'on suppose de classe Go’d au voisinage de
g+r

l'origine de RP x R 3 £ est donc continue en x et de classe de Gevrey

d en (y,z)-

On a alors le :
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Théoreme 4.1 : Le probleme de Goursat (4.1) admet une unique solution

de classe GOL’d au voisinage de 1l'origine de rP x RY.

Remarque 4.1 : Lorsque d=1, c'est a dire dans le cas analytique, on

peut donner un théoreme plus précis que le théoreme 4.1 et qui nécessite

une condition spectrzle. On considere le probleme

B
DzDSu(x,y) = f(x,y,D u(x,y)) ,

u = O(xayB),

ou (a,B) € NP x w9,
B < {('Y’b) S szzq;'yl"’ '6'3 iO(,[+ iB'v (‘Ysb))é (‘X,B) etysa:};

alors le théoreme d'existence et d'unicité vaut s'il existe (€ (R":)qtel

que

(¢) = 2 A e’ Pca,
lof=(pl *°
(a,é)EB

ou AO = Dzof(0,0,0), cEB .

Pour la démonstration détaillée de ces théoremes, on pourra se

reporter a [13] ; dans cet exposé, nous allons simplement indiquer le

formalisme permettant de démontrer le théoreme 4.1.

§ 5. SERIES FORMELLES GEVREY

Etant donné un ouvert U C R§ et un ouvert QcC R? s on note

c®'®(Ux Q) 1'algebre des fonctions u: UxQ - R admettant, pour tout 6€ N9,

des dérivées partielles continues D;u: UxQ - R. On notera
1 ,
t = {xli= (x fyeeas(xP])

et [U] 1'image de U par 1'application x- [x| . On considére alors une

série formelle en y dépendant continument de t

o)
= = L
¢ = q)(ta)f) 5:;1\1(106(1:) =
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ou les fonctions d')b U - R, _sont continues.
Si u€ ao’m('v(xﬂ), on notera u<< c (c=0) la relation
¥oemw, ¥xe U, sup[Dgu(x,y)[ < e (1)
Q
on considere alors le sous-espace

cg’ " Uxq) = {uec”TUxQ);( Jez0)(u<ch))

qui est un espace de Banach lorsqu'on le munit de la norme

lu|| = ”u||¢ = Min{c=20; u << cf} .

Le formalisme précédent est bien adapté pour majorer les opéra-
teurs de dérivation. Les opérateurs de primitive par rapport aux variables

xJ seront bien définis si Y vérifie la condition
x€U=> Ax€U, pour tout KE[O,l]p.
On a alors la propriété évidente
soit uEag’m, pour tout (y,8)€ (-N)PxN%, on a

v 10 Y nd
DY D u << HuHDtDy 0(t,y)-

Le formalisme adopté permet de majorer tres simplement une
fonction composée. Par exemple, si v est une fonction C’,w telle que
v(z) << y(2z) ou V¥ est une série formelle, si u(x,y) << @(t,y) et si la

fonction composée vou est bien définie, on a
Vou << V¥ EO(t,Y)Js ou [O(t,y)] = O(t,y)-ﬁ(t,o)-
Pour démontrer le théoreme 4.1, on utilise la série formelle
d oo’ a1k
Pp(t,y) = £ L k97D _(8.t)
ke k! R

o

qui dépend des parametres § € (R‘_’:’)p, IS (R"::)q, R>0 et d=1 ; cette série
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formelle est bien définie lorsque

te (Ul ou Yy = {x€ RP ; €. (x[ < R}.

On note Gg(uR><Q) 1'espace de Banach associ¢ a Og. Toute fonction de cet
espace est de classe de Gevrey d d'apres l'analyticité de @R sur
]—R,+R[.

Lorsque d=1, on remarque que
01ct,y) = o (B.t+coy) ;
R’ R ’

autrement dit, ¢g(t,y) s'obtient a partir de la série de Taylor de la
fonction y - @R(g.t+-g.y) en lui appliquant un opérateur de Gevrey

’ . . 7 ’ . d ~
L6,7,8]. Ceci permet d'établir les propriétés utiles des espaces GR grace

au

oo}

Lemme 5.1 : Soit ¢= I aka une série formelle >> O telle que 02 << 0 et

a_ 2 d-1 J=°
soit % = ¥ a k!%"'xK. on a alors

k
k=0
(5.1) 0hH2 «« od .
(5.2) 00" <« —2—= (%, pour tout nz1, ou [¢%] = »%-00).
n!

La propriété (5.1) montre que les espaces Gg sont des algebres

de Banach.
La propriété (5.2) permet de majorer tres simplement la composée
de deux fonctions de classe de Gevrey en procédant de la fagon suivante.

On pose

On a alors la

Proposition 5.2 : Si O=C<R' , on a

d r 4d c d
O oL ep] << Max(K, 5= )07 -

Indiquons enfin comment operent les "dérivations'" dans les algebres Gg .
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Proposition 5.3 : Pour (y,8) € (-N)P x NY te1 que fy[+-df6| < 0,

1'application ﬁlDY : Gg - Gg est linéaire, continue de norme

< ¢ §Yg6R"Yi'ibr.

Y20
Ce formalisme étant acquis, le théoreme 4.1 se déduit du

théoreme du point fixe dans une boule fermée B'(0j;a) de 1'algebre Gg :

voir [13].
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