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¢ 0. INTRODUCTION

Le probleme que nous étudions est lié a ceux de la détermina-
tion des charges limites pour un cisaillement longitudinal d'un matériau

plastique, introduits par J. R. Rice [1] et G. Strang | 2]

(1) Trouver u minimisant j FVu[dx sous les contraintes

Ffudx =1 et u’aQ:O

Le comportement asymptotique de la fonctionnelle minimisée
évoque le probléme non paramétrique des surfaces minimales. Ceci permet
de définir des solutions faibles pour (1) et d'en prouver 1l'existence ,
cf. R. Temam [3] . I1 n'y a pas a priori unicité pour la solution de ce
probléme qui est, en outre, simplement astreinte a satisfaire une
condition aux limites 'relaxée'" similaire a celle intervenant dans
1'étude du probleme des surfaces minimales. a

L'objet de ce travail est d'étudier de fag¢on plus systématique
le comportement au bord des solutions faibles d'un probleme voisin qui

nous est apparu plus simple

(2) Trouver u minimisant f [Vu]jdx sous la contrainte u'BQ =g
Q

Apres avoir défini des solutions faibles pour ce probleme par
un procédé analogue a celui de R. Temam _ 3] nous étudierons le comporte-
ment au bord des solutions faibles appartenant a un ensemble (non vide)
particulier if. Ceci nous permettra de montrer l'existence de solutions
régulieres du probleme (2) lorsque d() est de courbure moyenne positive.
Lorsque 3 ne vérifie pas cette derniere hypothése, nous montrerons
l1'existence de solutions faibles présentant un '"'saut'" sur certaines
positions de 3Q. Alors que ce phénomene admet une interprétation géomé-
trique simple dans le cas du probleme non paramétrique des surfaces
minimales, il conduit ici a envisager le "glissement'" du matériau plasti-
que (cf. H. Matthies, G. S. Strang et R. Temam [4]). Alors que les
résultats que nous obtiendrons seront vrais dans le cas d'un ouvert )
de Rn (n=2), leur interprétation mécanique n'est valable que dans le

cadre bidimensionnel (n=2). L'étude du probleme tridimensionnel

correspondant a été entreprise par P. Suquet _5., R. Temam _3). G. Strane.2_
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§ 2. FORMULATION DU PROBLEME, SOLUTIONS FAIBLES

Soit O un ouvert borné de R’ dont le bord 3. est une variété
C}, () étant localement situé d'un meme coté de 3(;. Soit g une fonction
donnée dans Ll(aﬁ).

Par analogie avec le probleme des surfaces minimales nous
étendons a Ll(Q) la fonctionnelle a minimiser en (2). Plus précisément. nous

posons, pour €€ L0,1] et g€ L1(BQ)

I [vr. n aei f n
(3) e(e,gsu) = sup €0 + ¥ =——ujdx - T 0.v.g d%}
pEQ (ﬁ)n+1 q o izlaxi 30 -1 ii
nooa
2z o6y =1
1=0

ou on a noté v= (vl,...,vn) le vecteur unitaire porté par la normale a

9} orienté vers l'extérieur de (. En intégrant par parties, il vient le

Lemme 1 : La fonctionnelle e(e,g; - ) (a valeurs dans RU{+®}) est
convexe, semi-continue inférieurement et propre dans Ll(Q). Son domaine

est BV(Q}) et de plus pour tout u€ W1’1(Q)

(4) e(e,gju) = f (e+ IVu[2)1/2 dx + J" fu-gfas
Q N

L

Nous étudierons donc la formulation faible de (2) suivante

(5) Trouver uc€ L1(Q) minimisant e(0,g;u) .

® 1a condition aux limites sera

La maniere dont nous avons affaibli
justifiée a posteriori par les théoremes 2 et 3 ci-apres. L'existence de

solution de (5) dans BV((Q) se démontre aisément. "

"'relaxeé" dans la terminologie emnloyée par R. Temem LS}
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v 2. RAPPELS SUR LE PROBLEME DES SURFACES MINIMALES

Ce paragraphe a pour seul but de rendre cette exposition
autonome, nous renvoyons a G. Gilbarg et N. S. Trudinger [6] pour une
bibliographie extensive.

L'équation des surfaces minimales s'écrit

Su

(1+ [Tul

(6) div = 0 dans O

2)1/2

il s'agit d'une équation non uniformément elliptique la dégénerescence

apparaissant pour [VVu| — + et portant sur la dérivation " dans la
Yu_ o w
[ul

direction
Nous utiliserons les deux résultats suivants :

Lemme 2 : Soient u€ Ll(Q)n Wi;i(ﬂ) une solution faible de (6) dans Q
et B(X,R') une boule contenue dans (). Pour tout R tel que O<R<R' on a

n+1/2

[ ull < K(n)max(1, (R = R) ™). {[jul] . (®Y)

}
L” (B(X,R)) L (B(X,R'"))

Le résultat ci-dessus est prouvé dans A. Lichnewsky (7], 1e
théoreme ci-dessous, du a 0. A. Ladyzenskaya et N. N. Uralceva, figure

dans D. Gilbarg et N. S. Trudinger [6, th. 14.2].

Théoreme A : Soit uE(}l(ﬁ) n c?(ﬂ) une solution de (6). On a alors la

majoration

| Vul| < C, +C,. | Vu - . n
L~ () 12 L (30)

Nous utiliserons aussi les solutions généralisées du probleme

des surfaces minimales et ferons un large usage des résultats de

R. Temam [ 8], A. Lichnewsky [7,9]. Les principales propriétés de ces
solutions généralisées sont résumées dans le théoreme ci-dessous ; le

lien avec les solutions généralisées que 1'on peut obtenir par les méthodes
de E. de Giorgi, M. Miranda et E. Giusti est précisé dans 1. Ekeland

et R. Temam [ 10} .
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Théoreme B : Supposons () et g comme ci-dessus. Il existe une solution

(7) Trouver u minimisant f (1+ | Vuj

’ ’ - ’ ~ N . .
généralisée u du probleme des surfaces minimales

’2)1/2dx sous la contrainte

Q

u=g sur 3Q.

qui possede les propriétés suivantes

(a) T est unique a une constante additive pres
(b) T E€ c7(Q) et vérifie 1'équation (6)
(c) toute suite minimisante dans Wl’l(Q) de (7) :
~ -
(un)nEN converge vers 1 au sens suivant

u - o dans Li(Q)/R

Vun - Vu dans (L:OC(Q))n

(d) Si I' est une portion de 3 de classe C;, de courbure moyenne

positive ou nulle sur laquelle g est continue alors

=g sur T . nm

§ 3. UN ENSEMBLE PARTICULIER DE SOLUTIONS ; PREMIERES PROPRIETES

Supposons € > 0 ; le probleme

(8) Trouver u minimisant e(e,g;u)

1/2

se ramene, en posant v = ueg et h=

-1/2

, a une formulation faible
de (7) [cf.[10]).0n obtient donc une solution généralisée Ui_ a l'aide du
Théoreme B. Ceci étant nous définissons un ensemble de solutions de ( 5)

par

Définition : On désigne par 4 1'ensemble des points d'adhérence dans

L1(Q) des suites ﬁs, E>0, ™0 .

Théoreme 1 : 3 est un ensemble non vide et fermé dans BV(::) de solutions
de (5). De plus les éléments de ifappartiennent a LTOC(Q)- =
Preuve : Il résulte de (3) que

e(0,g3u) = e(e,gju) < e(0,g3u) ~ <
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. e d - . . . .
ceci entraine que les suites (ug)g\‘o sont des suites minimisantes de (5)
bornées dans BV(Q). La semi-continuité inférieure de e(0,g;.) implique

la premiere partie du résultat.

-1/2

£ u
1>

laquelle on peut appliquer le lemme 2. Il vient : si B(X,R') c i , O<R<R'

Posons v = PV, est une solution faible de (6) a

e 2 |

+1/2
e TR

) < K(n)max(1, (R'-R)" 1) (=" /2|y ||
L”(B(X,R)) ‘L

1/2

(R")
1(cz)

en multipliant par ¢ on obtient une estimation a priori qui fournit

le reste du théoreme . ]

[oe]
Remarque : 1) L'estimation a priori dans L ci-dessus n'est pas

loc

conséquence directe des "injections de Sobolev'.
2) 1I1 n'y a pas a priori d'unicité pour la solution de (5)
c'est ce fait qui nous a conduit a n'étudier qu'une famille particuliere

de solutions : <g- n

¢ 4. ETUDE DU COMPORTEMENT AU BORD

Nous commengons par construire une famille de fonctions

barrieres pour les problemes (8) qui soit indépendante de ¢

I1 nous suffit de faire cette construction de fagon globale
lorsque 3Q est C§ et de courbure moyenne partout strictement positive.
Les techniques de localisation déja utilisées dans A. Lichnewsky [ 9]
s'appliquent ici aussi et permettront d'en déduire les autres résultats.
La méthode de construction que 1l'on utilise s'inspire fortement de

J. Serrin [11] et D. Gilbarg- N.S. Trundinger [6].

Lemme 3 : Soit () un ouvert borné de R" dont le bord 3Q est une variété
63 ; Q étant,localement , situé d'un meme coté de dQ. Supposons la
courbure moyenne de 3 strictement positive. Soit g une donnée au bord
g€<32(aQ). Pour tout M>0 il est possible de construire un voisinage

¢ de 30 dans R" et une fonction @€<32(érﬁ_§) tels que

(a) ¢ et @ sont indépendants de €€ 10,1]

(b) P est une sur-solution de 1'équation d'Euler associée a (8)
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(9) div 172 < 0 dans QN @ pour €€ J0,1,
(e+ [ #j7)7" <
(c) P=g sur a7 ;3 P~ M sur 30 1) ¢ . n
Remarque : Ce résultat n'est pas valable si 1'on suppose simplement la

. . . ~ d ~ -
courbure moyenne positive ou nulle. Ceci peut etre montré a 1'aide d'un
contre-exemple au théoreme 2. Dans le cas du probleme des surfaces mini-

males la courbure moyenne de dQ) peut etre prise positive ou nulle. L]

Preuve : (a) La variété 23( étant c; et compacte on peut paramétrer

un voisinage '"tubulaire" V de o dans R" par 1l'application
(10) xEV : 'uu—)(d(x)9y(X)) € ]—(X,CX[ x of2
ou on a noté :

d(x) = distance (x,9Q) si x€VNQ

- distance (x,3Q) si x€V-Q

li

projection de x sur 3Q

y(x)

L'application définie en (10) étant un difféomorphisme C? 3 nous utilise~
rons le calcul des dérivées de cette application explicité dans J. Serrin
(11], bp. Gilbarg et N. S. Trudinger (6]. Soit g le relevement de g dans
() : B(x) = gly(x)).

(b) Nous cherchons maintenant la sur-solution ®(x) sous la
forme 9(x) = é(x)+-w(d(x)) ou | est une fonction c? de R dans R de

dérivée {'> 0. On doit avoir (9) pour tout €€ 10,1] , soit de maniere équi-

valente
) 2 L yo 3¢ 320
(11) (e+ [Vo[Z) Ao - > eIl
i,3=1 9%i 9%j °%i%%;

Pour calculer les divers termes de (11) nous explicitons les

dérivées de d ;3 en notant ("1)2:1 les courbures principales de 3() en

=1
y(x) * il vient

. . . s - . 4 . P .
¢ Nous orientons ici la normale a 3 vers l'interieur de (), ce qui permet

d'obtenir le signe usuel pour les courbures.
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AP = AF + Y'ACA(x)) + ¢ Vdi2

_ n-1 n (y(x))
_ ] on
(12) R R =y o ) rr e
en utilisant le fait que |%/d| = 1.

Pour le second terme de (11) nous avons

Dooae 3¢ 3% 1
2

> =
i,j=1 ax axJ dxX, ax i

™M=
o/lOJ

_a ((\V7212)
3
1 i

On observe que “/d.\/g=0 si bien que

Nol2= Wal2+ 2y Vd. Ve yi2) 7ai% - (7512 2 .

Finalement

- 2 n
3P 3P 3% 1 2 28z 3[Vei Y 2d(x) 3 yey =2
(13) RS h - = v =£ + 5 —"/g'*\'/'\l/"
i;%;l axi axj ax.axj 2 in1 axi axi 2 io1 axj axi

nous venons d'utiliser le fait que

n
2y Py @2 Ly Byn(7a)® oy
= 1

i=1

En regroupant les divers termes de (12) et (13) et en utilisant le fait

que /g-\/d=0 on met (11) sous la forme équivalente

n-1 ", n-1 i

-, 2 - i 2, - i
(14) (e+ Vg )(Ag-\y'(.z m)+\l/") + (¢') (Ag-\ll'(.Z 154
i=1 i i=1 i
n n
_ ’ 9_& é_- - 2 - a é_ - 2 <
/2 ¥ 52 55 Vel § o = (IVel®) <o
i=1 i 1 = i
(d) Nous choisissons d'abord ®. Pour cela on remarque que la
n-1 %i(y(x))
fonction : x Aaw— ¥ T % (y(x)).d(x) est continue, et que du fait des

i=1
hypotheses et de la compacité de 3

))
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1 n-1
—_ T x.(x) > v > 0 sur 3N -
n-1 . 1
i=1
Ceci fait qu'il est loisible de choisir o 0 <a, <a tel que sur

1’ 1
o = {x]0 < d(x) < a, } on ait

"
n-1 i .
5 _TTT7T;E_ 2 B>0.
i=1
n .- n
.. - 1 -2 -2
Les quantités [ag/, i§- = %5- é—-[§7gi [ et T | e iVe[©] sont
. X. OX. . 0X.
i=1 i i i=1 i
majorées par des constantes C_, C,y, C, qui ne dépendent que de Hg“
e c2ka)
et de la géométrie. On remarque enfin que i%% i < [Val <1 .
L'inégalité (14) sera donc vérifiée si
(e+ iVé[z)(C —\y'B+\y")+\y'2(C -y'B)+C o+ Cy'< O .
1 1 2 3
2C
Nous choisissons | tel que {'"=0, W'meaX(TT—'p) ou p est la racine posi-
tive du polynome —01X2-+C3X4-C2. Ceci garantit que 1'inégalité (14) est

vérifiée.

(e) On modifie encore la constante V' de fagon a vérifier les

2,  M+gl
autres propriétés requises. En prenant V' 2 max( 5 1P ) on obtient

%q

une fonction

P(x) = g(x)+ y(d(x))

qui vérifie @i{xid(x)::al} = QIBOT]Q =M

Ceci acheve la démonstration du lemme 3. On remarque que toutes les
constantes ont été déterminées indépendamment de €.
En utilisant les techniques de localisation developpées dans Ca]

le théoreme 1 et le lemme 3 ci-dessus permettent d'obtenir le

Théoreme 2 : Soit Q un ouvert borné de Rn dont le bord 3 est de classe
@1. Supposons que I soit une portion de 3Q de courbure moyenne strictement
positive et de classe C;- Pour toute donnée g€ Ll(BQ) n CP(F) les

solutions de (5) appartenant a < sont continues en tout point de ' et
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lvérifient u=- g osur o l.

Remarque : (a) Lorsque 8Q est partout de courbure moyenne strictement
positive et lorsque g est continue on a ainsi obtenu l'existence de
solutions faibles de (2) satisfaisant a la condition aux limites .

(b) Ce résultat peut etre étendu au cas d'un bord 3 moins

régulier suivant la démarche employée en [ 9]. =

§ 5. EXISTENCE DE SOLUTIONS REGULIERES

En employant conjointement le théoreme A et le lemme 3 nous

obtenons 1l'existence de solutions fortes pour le probléme initial [ 2J.

Théoreme 3 : Soit Q un ouvert de R" dont le bord 30 est de classe C'.
Supposons la courbure moyenne de () strictement positive. Pour toute
donnée g€<32+u(60)(u:>0), toute solution ¥ dans -§ du probleme (5)

1’00

appartient a W (Q) et satisfait la condition aux limites u= g en tout

point de 3(-

Preuve : On construit, a 1'aide du lemme 3 un voisinage & de 3 et
+
deux fonctions 9~ telles que
(a) 9" (resp.?”) est une sur-solution (resp. sous-solution) des éq.a-

tions d'Euler associées a (8) pour €€ ]0,1] dans QNG .
+

(b) @ = ¢ = g sur dQ
(c) sur 3(@NQ)-3q : ¢ 2| g . + 1
L ()
et ¢7 < -||gf -1

L7 (3Q)

(@) ¢ € c2@anv) .

Nous appliquons a la suite ﬁg approchant U le principe du

. N . - ~ + . 2
maximum ; il vient ® < u_ < ¢ . Ceci entraine que

+
A < Sup||[Ve-| . Du fait de la régularité supposée de
© L) L (3)

0 et de g,ﬁg € C;(ﬁ) N @2(1) et on peut appliquer le Théoreme A a

u_ = 5-1/2ﬁ€ qui est solution de (6). Il vient
i

Il | i
hVuS| o < C1+C25\VU€ N .
L () L (32)
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d'ou

[ee]

H§7u€” - SVC:C1+-C2 Suplﬁ7¢iu
L (Q) L (3Q)

Le résultat est maintenant conséquence de cette estimation, le passage a

la limite s'effectuant comme vu plus haut. n

Remarque : Le théoreme d'injection compacte de Sobolev entraine que
sous les hypotheses du théoreme 3 la suite W convergeant vers & converge
uniformément vers & au sens de la norme c%(Q). Cette propriété semble

. ’, . ’, . ’ , . . ’ . ~s
interessante si l'on desire un procede d'approximation numéerique de wed.

§ 6. NECESSITE DES HYPOTHESES

Le résultat suivant, dont la démonstration reprend les idées
utilisées pour 1'étude du probleme des surfaces minimales (cf. J. Serrin
[11]), montre la nécessité des hypotheses. D'un point de vue mécanique ce

résultat suggere la possibilité d'un "glissement" du matériau plastique.

Théoreme 4 : Supposons que () soit uh ouvert borné de R" de bord

3 de classe c;- Soit x un point de 3Q ou la courbure moyenne de JdQ

est strictement négative. Il est possible de construire un voisinage V
de x dans R" et une fonction g€<33(BQ) tels que pour toute solution u de

(5) appartenant a £ :

u < min g(x) - 1 dans V N Q. L]
x€ VN aQ
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