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§ 1. INTRODUCTION

Le travail présenté ici se situe dans le cadre de 1'étude
de 1'hypoellipticité analytique (en abrégé h.e.a) d'une famille bien
précise d'opérateurs (en gros, les sous-elliptiques avec perte d'une
dérivée ) : on peut dire que cette famille est celle qui vient '"juste
apres" les elliptiques et le probleme de l1'h.e.a. s'y pose de fagon natu-
relle.

Avant de commencer véritablement 1'exposé, il semble bon de

préciser tres evactement 1le vocabulaire :

Définition 1 : On dira dans tout cet exposé, qu'un opérateur P est h.e.a.

au voisinage d'un point X si et seulement si il existe un voisinage

0 de x_ tel que pour tout u€ 2'(Q)

Sing suppu c Sing supp Pu
Sing supp désigne ici le support singulier analytique.

Cependant, en général, quand on contredit 1'h.e.a. on établit

une propriété un peu plus forte, et on aura :

Définition 2 : P est non h.e.a. en X s'il existe une distribution

u € '(Q) sur un voisinage de x o telle que Pu soit analytique au voisi-

nage de X » sans que u soit analytique en X, -

Notons alors que P n'est pas h.e.a. au voisinage de X, s'il

existe une suite X, =X telle que P ne soit pas h.e.a. en X, pour tout n.
Ces nuances n'ont pas grande importance, cependant pour la
correction des énoncés il importe d'etre précis.
L'idée qui est sous-jacente a ce travail, et qui est due a
Treves (6., est de relier 1'h.e.a. de P et les propriétés symplectiques
de la variété caraétéristique Y de P. En effet, selon [ 6., si P est sous-
elliptique avec perte d'une dérivée et si son symbole principal p s'annule
exactement a l'ordre 2 sur une variété symplectique, alors P est h.e.a.
Le résultat de Tartakoff [ 5. va dans le meme sens puisque 1l'une de ses

hypothéses signifie précisément que T est symplectique. A 1'inverse, pour

les exemples classiques d'opérateurs non h.e.a. de la forme Dia-jé(x,DX)
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(Baouendi-Goulaouic[ 1] voir [ 3] pour des généralisations), la variété
caractéeristique ¥ , pour peu que ce soit une variété, est non symplecti-
que. Toutefois il faut rester prudent et ne pas vouloir relier trop
fortement 1'h.e.a et le fait que 5 soit symplectique : en effet, que
dire si ¥ n'est pas symplectique en un point isolé %2 Que dire de
1'opérateur :

24w - xEp)? ?

D + DZ + x2D
X 1 3

1 2
I1 semble donc que 1'h.e.a se décide sur des criteres plus fins

que le simple fait que ¥ soit ou ne soit pas symplectique. Notons a ce

propos que la conjecture de non h.e.a que formule Treves dans [ 6] (et

qui est confortée par tous les résultats qui suivent) est en effet beaucoup

plus précise.

§ 2. RESULTATS. EXEMPLES

Dans tout ce paragraphe P désigne un opérateur différentiel
d'ordre 2, a coefficients analytiques sur un voisinage de X, € Ifl, et
dont le symbole principal p est = O.

Nous établissons le non h.e.a de P sous trois hypotheses

(H.1) Il existe un voisinage () de X 1 E > 0 et une constante C, tels que

pour tout P€ 2(Q) on ait

Y < C{|| P¥*® + ||P .
Il o s ctlipeel o el

P* désigne 1'adjoint formel de P et n® 1'espace de Sobolev usuel d'ordre €. -
La seule justification de cette hypothese (en dehors de son
caractere technique) est qu'elle est satisfaite dans les applications
que 1l'on a en vue :
i) si P est sous-elliptique avec perte d'une dérivée (et alors P¥ 1'est
aussi),

ii) si P est un opérateur de HBrmander de la forme Z]X§'+ X0 les Xi étant

des champs de vecteurs réels, satisfaisant la condition de HYrmander.
On note T = p-l(O) < T*¥Q\O, et on se fixe un point

Po = (xo’go) € v (P est supposé non elliptique en X, !). On note P, le
Hessien de p en Po 3 P, est une forme quadratique positive sur Tp (T*0N0)

o
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et on introduit de fagon naturelle son noyau 20 = Ker P,- Enfin on note
o la 2-forme canonique de T*¥Q\O et Oo la forme symplectique qu'elle définit
sur Tp (T#Q\O0).

o
On suppose alors que
(H.2)  Par p, Passe une variété analytique V < I, isotrope pour o,
trancverse a la fibre et "maximale’ i.e. Tp V est un sous-espace
o
totalement isotrorve maximal de (Zo’co[? ) .
)
(4.3) La restriction de Go a Zo est dégénérée.
Remarque 1 : Sous les hypotheses (H2) et (H3), et si & est une variété

analytique, alors ¥ est non symplectique en tout point de V.

Exemple 1 : On verra par la suite ce que signifient (H2) et (H3) dans
le cas '"lisse'", mais il importe de vérifier tout de suite que ces
hypotheses sont satisfaites pour des opérateurs qu'il serait dommage de
négliger et pour lesquels ¥ n'est pas une variété ; par exemple pour
a.D2 + bD2 + C x2D2 + dt2 D2
t X y z
a, by ¢, d étant des fonctions analytiques. Au voisinage de

Py = (0,(040,1,0)) ¥ est la réunion de deux morceaux de variété, 1'un

symplectique, et 1'autre pas.

Théoreme 1 : Sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3), P est non h.e.a

en X -
(o]

Exemple 2 : le cas lisse . On suppose ici que % est une variété analyti-

que et que p s'annule exactement a 1'ordre 2 sur . On a alors Zo = Tp s

, . - . ’ o
et on vérifie aiséement

Lemme 1 : (H2) est implicué par la conjonction des deux conditions
(H'2) le rang de O'Z est constant au voisinage de Py

)

(H"2) le noyau de GIE en p est transverse a

(o]

T sn(r %)~
Po "o
1'espace tangent a la fibre en .
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L'hypothese (H'2) étant génériquement satisfaite, on a alors

dans le cas '"lisse'" le corollaire suivant

Théoreme 2 : Soit P vérifiant (H.1) ; on suppose que p s'annule
exactement a 1'ordre 2 sur la variété 5, et on suppose que ¥ est non sym-

plectique sur un voisinage de o et que Tp N (T 2)'L(O) est transverse
o o
a la fibre. Alors P n'est pas h.e.a au voisinage de X,

Remarque 2 : L'hypothese de transversalité est la en particulier pour

éliminer les opérateurs du type :
2 2 2 2
DL+ (x +y)Dy

Ce théoreme 2 situe nos résultats par rapport a Treves [ 6] ; il est

intéressant aussi de comparer a Tartakoff [ 5]

Exemple 3 : Considérons un opérateur P du type
N 2
P= 5 X, +X + ¢
. i o
i=1

les Xi étant des champs de vecteurs réels analytiques, et supposons que
les Xi(x) (i=1,...,N) sont indépendants sur un voisinage de X, i on est
alors dans la situation ou £ est une variété analytique, ou p s'annule a
l'ordre 2 sur 5 et en outre l'hypothese (H"2) de transversalité est
toujours satisfaite.

Dans [ ], les Xi sont au nombre de N = n-1, et T étant un
champ transverse aux Xi (i=1y...,n-1), Tartakoff considere la matrice

antisymétrique cij(X) définie par :
r 7 _ . _
in,ij(X) = cij(x)T(x)(modXi(x)) 1<i,j < n-1

et un cas particulier des résulatts de [5] est que P est h.e.a des que
la matrice ﬂcij(xo)] est non dégénérée.

P satisfaisant (H.1), le théoreme 2 implique que P n'est pas
h.e.a au voisinage de X des que la matrice [cij(x)] est dégénérée sur

tout un voisinage de X, -

Exemple 4 : Coordonnées adaptées : Il nous faut introduire ici

. . f s s n
quelques notations : on notera z la variable générique de R , et on

écrira z = (t,x,y,2'), t€é R, x€ ]ﬂl, yER, z'€ I& avec bien sur
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n = m+4% + 2. On considere aussi un certain nombre de champs de vecteurs :
XO = Dt H Xj = Dx_ pour j = 1,...,m 3
J
X . =x.D our j = 15...,m
prj ~ Yity  PORRI T Teree
x2p+j::D23 pour j - 1,...,4 ,

et on considere au voisinage de O un opératenr de la forme

<—~—-——————»
*) P- ) a. . (2)X.X.+ Pl(z,D)
0< i< 2met I rJ z

0~ j< 2mss

les aij étant des fonctions analytiques, et P1 étant un opérateur d'ordre
1, a coefficients analytiques.

Quitte a modifier P1, on peut supposer que a.. =a., - On
considere alors 1'hypothese suivante

(H.4) La matrice (aij(O)) est réelle et définie positive.

o< 1i<2m
o< j<2m

I1 est alors intéressant de noter :
Lemme 2 : P satisfait les hypotheses (H2) et (H3) si et seulement si
il existe des coordonnées telles que P s'écrive sous la forme (%),
(H.4) étant satisfaite, et p étant positif.

Le théoreme 1 résulte alors en fait du

Théoreme 3 : Soit P 1'opérateur (¥) ; on suppose que (H.1) et (H.4) sont

satisfaites ; alors P n'est pas h.e.a en O.

Nous esquissons au paragraphe IV une démonstration de ce
théoreme mais auparavant nous devons expliciter le premier point qui

est fondamental : +traduire l1'h.e.a en inégalités.
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§ . C. N et S D'HYPOELLIPTICITE ANALYTIQUE POUR P VERIFIANT (ii.1)

Dans ce paragraphe on suppose seulement que P est un opcérateur
différentiel, sans restriction sur 1l'ordre, et sans supposer que p doive
rester réel positif (une extension aux pseudodifférentiels ne pose
aucune difficulté majeure).

On suppose cependant que P vérifie (H.1) ; on a alors

‘Théoreme 4 : Sous 1'hypothese (H1), P est h.e.a au voisinage de x, si
et seulement =i il existe un voisinage () de Xy tel que pour tous
w' @ wc(Q il existe des constantes C et L telles que quel que soit 1'en-
tier k
i) {u€ @' (w), Pu € Hk(w)} =y € Hk(w') et

i)l o scrfglell o+ K

ul , )
H (w') H (w) L%(w)

w

On écrit u € HS(w') pour dire bien sur que ulw, € Hk(w').

D'autre part on a muni les espaces de Sobolev Hk des normes

a|l <k

el - ,Z el -

Remarque 3 : Il existe une version similaire du meme type pour P
h.e.a en X, ¢ il suffit de changer la quantification en : il existe

wo D w' > X, et des constantes...

Remarque 4 : On déduit du théoreme un corollaire du type : si P
vérifie (H.1) et est h.e.a , alors P est hypoelliptique Cm, et hypoellipti-
que Gevrey d'ordre s, pour tout s.

De fagon plus générale si P vérifie (H.1) et est hypoelliptique
Gevrey d'ordre s, on a un un résultat semblable en remplagant dans ii)

k! par (k!)S.

Indications pour la démonstration : L'hypothese (l.1) nous sert unique-

ment n dire que quitte a restreindre (2, P possede un inverse a droite R
continu de L2(Q) dans L2(ﬂ).

R opere de L2 dans L2, de 1'analytique dans 1l'analytique par
hypothese, et donc utilisant les foncteurs d'interpolation de Goulaouic

~ k ~
[2] R opere de Hloc dans ﬂ?oc 3 un controle précis des constantes donne
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l'estimation ii) avec RPu a la place de u. On obtient ii) en disant que

u-RPu € Ker P et en utilisant a nouveau 1'h.e.a de P.

Remarque 5 : L'idée d'interpolation a déja été utilisée dans L3 5 Ici
dans la démonstration effective du théoreme, on a été amené a réécrire les
foncteurs d'interpolation (en utilisant la transformation de Fourier)
essentiellement pour controler leur norme dans les espaces de Sobolev.
Noter aussi que cette démonstration permet d'obtenir des résultats

micro-locaux.

Remarque 6 : L'avantage des inégalités ii) par apport aux inégalités
dans le complexe (cf. Oleinik [4]) est qu'elles ne font intervenir
(chacune) qu'un nombre fini de dérivations et leur maniabilité semble

beaucoup plus grande, comme on va le voir maintenant.

Application : Supposons que l'on ait construit une famille de fonctions

up vérifiant des estimations du type :

HPu || <C p2k Lk e P pour k< op
PR () 1
IDl;up(xo)l 2 C, p2(k_k0) pour k< op
Ap
<
Huplle(w) Cse

(Cl’ (o] C3, ko, L, 6, €, A étant des constantes, I&,étant une dérivation).

2’

Alors P n'est pas h.e.a au voisinage de X, (ni en xo) .

En effet, si 1'on avait les inégalités ii), on aurait des

inégalités du type

o2Uk=kq) ci¥p?Ke™ P, ke XM pour k=< op .

Choisissant k::[c'p] pour ¢' < o, et faisant tendre p vers + ®on a

k e -2(k-kg) | g

et

— 0 si o' est assez petit .
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On aboutit donc a une contradiction, prouvant la non-h.e.a de

P, au 'UTxo) et aussi la non-h.e.a enxo, avec la remarque 3.

IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Nous allons esquisser la démonstration dans le cas ou P est de la

forme

(3%) P{z,D ) = a(z)D2 + b(z)D2 + C(z)xzD2 + Pz(z,D )+ Pl(z,D )
Z t X y z Z

ou z = (t,x,y,z') € IIXIR><]2XIRH—3 ’ P2 est un opérateur d'ordre 2 (dans
les seules dérivations Dz,) et P1 est d'ordre 1 (dans toutes les dériva-
tions).

On cherche une solution (approchée) de Pu = O sous la forme

. 2
(33 ) u(z) = u(t,x,y,2z') = elp yU(z,p't 2p X)

U étant une fonction de (z,t,x) définie sur QX Rx R . Ecrivant

in 2
(Pu)(z) = pze1p y(PpU')(z,pt,px), on trouve
o 1 1
Pp—P +-5'P2+-p—2-P3

avec

P® = a(z)D? + b&)D? + c(2)%° + A(2)

t X
P, = 2a(z)D D, + b(z)D D + c(z)xxD_ + Pl(z;(D , D ,0,0))
2 -t - y Y

t X X t X
Ps = P(z,DZ) .

(A(2) est le coefficient de Dy dans P1) . Figeant dans P° les coefficients

en 0, on écrit

avec

- N , 2 2
P, = a(0) DT + b(O)Did-c(O)x + A (0)
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Finalement, on a décomposé Pp en

Po=r +p
p o p
On construit une solution de PpU ~ 0 e¢n partant de POUO - 0 et
en résolvant ensuite les équations de transport 1” U, —PgUk_l .

On part donc d'une fonction U0 de la forme

- -2
60t —Gox /2

U (Z, ,X) e e 9
ol o (00,172 o 5 2 _a0)+o (5 € @)
- (05 ’ Yo T 0 0 .

Le point suivant est de résoudre 1l'équation de transport POU::F.
La forme de U montre qu'il faut considérer des espaces fonctionnels
contenant des fonctions a croissance exponentielle. On fixe & > iReb [,

5 différent de tous les nombres ReJl(O)-+(2v+1)o (vE N), et on a

Lemme 3 : si e_éitiF € L (R ), il existe U solution de ¥ U F telle

tl

que e_b TUE L (Il) ou T est 1'un des opérateurs :

1,D_,X,D

2 _2
X X

%2, %D_,D i,D-,D% )

Indication : On développe suivant les polynomes de Hermite dans L2(Rx)

et on est ramené a intégrer des équations différentielles

crenn) 2 wu - o

dans des espaces a poids exponentiel eélti

At

en e , opere par convolution dans les espaces a poids considérés :

Si 6<iRevq:, le noyau de (*¥¥%) &tant a décroissance exponentielle

on a une résolution "de type elliptique'.
Si & > Re*ar, on résoud (¥¥*¥%) comme un probleme de Cauchy en t =0,

et on vérifie que la solution est encore dans l'espace désiré.

Remarque 7 : Cette résolution de 1'équation POU = F mélange les méthodes
"problemes aux limites" et '"problemes de Cauchy'". La résolution par
probleme de Cauchy est naturelle puisque c'est ainsi qu'on opere pour les
opérateurs Di+~vf(x,Dx), (et c'est ainsi qu'on peut déterminer UO). D'autre

part, si on se limitait a cette résolution on ferait apparaitre par la
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suite des solutions a croissance exponentielle de plus en plus grande
ce qui nous empecherait de conclure.
En fait on a besoin d'estimations plus précises sur la solution

U de POU = F ; connaissant des majorations de D%F et DiF s i1 nous faut

~ L , - . .
aussi les memes estimations sur D%U et DQU 3 on ne détaille pas ici les

calculs. Enongons seulement le resultat

Proposition : Il existe un voisinage () de O dans Ifl, et une suite de
fonctions Uk analytiques surg}xﬁRz, verifiant :
- -
POUk N 6p Uk-l Fk—1

De plus, il existe des constantes 0, Sg? Co, Cc L telles

1’
que pour tout s<iso, tout entier k, tout p = 1, tout z€ Q et tout
(F,%) € R® on ait :

03 B2 D% U, (2,8, 3%)( = €, N oy plol+ted ool
‘ (C, s+ [af + Sy )5k
1(s+ lzl+ —+ ;525 }

et les memes estimations pour F

k

Les différentes factorielles et exponentielles de a,4,j expriment
la norme de Uk dans un espace de Banach de fonctions analytiques ; le
point important est de voir que si s est assez petit, [z] petit et p assez

grand devant k on a

k

ol = c.e (e < 1)

et

IFll < €

"Redescendant', on définit Uy a partir de Uk par la formule

(¥%%), et, o étant un parametre a définir, on pose :

u (z) = 2 u (2)
P k< op

Notant f, la fonction déduite de F,_ par la formule (¥%%) on
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remarquce alors que

1t'indice ko étant Le dernier o intervenir dans la somme qui définit up B
on tire alors des cstimations de la proposition, apres un bon choix des
parametres, des estimations du type
._g'p
lPu || < C e
p o
qui sont primordiales pour 1l'application du théoreme 4, comme on 1l'a
mentionné au paragraphe précédent.
En fait, on vérifie précisément les inégalités que 1'on a

écrites au paragraphe 3, et on conclut a la non h.e.a de P.

Remarque 8 : Tout opérateur (¥) ne peut pas en général se mettre sous

la forme (*¥) par un simple changement de variables. La technique habituelle
est d'utiliser les transformations canoniques ; on a évité (ou résolu)

cette difficulté en utilisant ici une méthode d'addition de variables :

en ajoutant p variables dans 1l'opérateur (¥*) (transformant ijy en Dx,+ijy
J

et par un changement de toutes les variables on se ramene a un opérateur

P de la forme (**) ; on fait alors la construction dans U_ pour P, en

vérifiant en fait des majorations plus précises que celles écrites ici

et qui nous permettent ensuite d'intégrer suivant les variables ajoutées.

Les démonstrations des résultats annoncés ici, seront publiées

ultérieurement.
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