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INTRODUCTION

Commengons par donner quelques exemples illustrant le type
d'opérateur que nous allons considérer
_a) - A+ |x|2 (Hermite). Plus généralement : — A+V ou V : ) Ih_est
Cf vérifiant : il existe & > O tel que pour tout a = (aa,...,an) € NI,

il existe Ca > 0 tel que :

[D*v(x)]| < c,-V(x) «o0lel pour tout x € R".

o o
1 n
On a posé : <xX> = (1+|x|2)1/2 ; DT = (-i)lmI g—mi... Q-Uh et
ax1 axn
Ial = Oyttt
2 d2
-b) (1+x%).(1- ——2)
dx
i
[N s RTINS
lol + gl <M la] + |Bl <M

est un polynome elliptique en (x,€) et positif. Plus généralement a(x,§)
est un polynome hypoelliptique en (x,f) prenant ses valeurs dans un cone
propre de @ de sommet O.

On peut remarquer que 1l'exemple b) n'est pas hypoelliptique
en (x,€).

Soit A l'unique réalisation dans L2(Rn) (i.e. le seul prolonge-
ment fermé comme opérateur non borné de L2(R™)) de 1'un des opérateurs
précédents. On se propose d'étudier la résolvante (A-h)_i, les puissances
complexes AZ, A et z € @ ainsi que le comportement asymptotique des
valeurs propres de A.

Nous suivrons le plan suivant

8§ 1. Réalisation dans L2(Rn) et résolvante.

& 2. A% et application

§ 3. Comportement des valeurs propres du problémes de Dirichlet sur un

ouvert 0 de Rn.

Les démonstrations détaillées des résultats annoncés ici paraltrons

ailleurs.
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§ 1. REALISATION DANS L2(R") ET RESOLVANTE

Pour décrire les propriétés des opérateurs que nous considérons
nous nous plagons dans le cadre des opérateurs pseudodifférentiels de
R. Beals [1]. On se donne trois fonctions continues
¢ (le poids en €), ¢ (le poids en x).et p (1'ordre) . R R - On

introduit la classe de symboles

83& = {p€ ¢ (R®™) : sup Ee—u_¢|a|_@|5||ag D p|] <+ pour tout o et B}

RZn

Sous des hypotheses techniques convenables ([11) on obtient une bonne
théorie pour les opérateurs pseudodifférentiels associés a p par la
formule habituelle
(1) p(x,D)u(x) = (2n)-nf ei(x’g).p(x,i).ﬁ(g)dg pour u € £ .

Rr"
espace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide ou u désigne la
transformée de Fourier de u .

En particulier on peut prendre

o} 62

O(x,8) = <E> 1, o(x,E) =<x>2; 6., 6. >0 et

1’ "2

% = k.Log{ + h.Log®= (k,h) ou k et h sont réels, ou encore

6
0(x,8) = @(x,8) = (1+ |x|+[g]) 1.
Ces exemples ne vérifient pas les propriétés imposées dans [1].
Cependant les résultats de [ 11 subsistent ([3,).

Dans tout ce qui suit nous supposerons que (§,9) vérifie

il existe ¢y 0> 0 telles que

0.9 = C(1+|x|+|€|)e pour tout (x,E) € R2D .

On désigne par £$ ® la classe des opérateurs définis par (1) pour
9

p € S% @ - "
9
Soit a(x,D) € £b?@ . On suppose que a(x,D) = qo(x,D) + al(x,D) ou

Yo . e
ags ay € £¢,¢ vérifient
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a B (0) -lal ,-1Bl
(k) jlag o agl = e Tagl p7lelo
a B (1) -lal-1  -IBl-1 , , 2n
Iag Dx ay l < C( ,B) Iaol.b P , uniforméement sur R
1
1
(E,) Cire < lal 5 ¢, >0
(E2) I1 existe une région ouverte A du plan complexe du type
AN Im\

0 >=Rek
et des constantes C, C> 0 telles que :
IaO(x,E)-KI =2 c|n]
-Al 2 e
|ao(x,§) Al 2 e |ao(x,§)|
pour tout A € A et |x] + €] = ¢ .
Remarques : a) (E)) et (E;) sont des conditions d'hypoellipticité du type

H8rmander.
b) (E2)est satisfaite si 1'on suppose par exemple que
ao(x,g) prend toutes ses valeurs dans un cone propre de € ne rencontrant

pas ]'“ ’ OL-

Sous les hypothese précédentes on a le

( Théoreme O : a) a(x,D) admet une et une seule réalisation A dans
%thRn) . En particluier si a(x,D) est formellement autoadjoint, il est
iessentiellement autoadjoint.

b) Il existe A, > O tel que pour A € A et Al 2 A
‘(A-—h)—i existe .
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c) Toute demi-droite D contenue dans A est un rayon de

. - -1 .
croissance minimale pour (A-A) = i.e. on a

lea-mY

- 1 -t
. 2~0(-I—x|) pour [ +o , A € D.

2
3L

Indications sur la démonstration : On construit une paramétrix a gauche

et a droite pour a(x,D) -A par approximations successives. Pour tout

entier N> 0 et A € A 5 A £ O on construit des opérateurs

B = b +...+ b et CN,?» = co,?»+ eaet CN,?» avec

(d) (a(x,D)-h).BN’h = 1+RN,7\

(8)  Cya(atxiD)=A) =148

Les symboles de bj 2\ et cJ. 5\ sont donnés par les formules de récurrence
9 9

-1
bo,?» = %, " (ao—?\)
-1 B 1 o o
_ s aemt2 1 ..0%
j+1,A (ao ) la|+i+k=j+1 ol ° ay k,\
0<ks<j, i = 0,1
c. = =(a -7\)-1 :m_._*,., -j;, p%a, .3%¢
J+1,2 ° |a]l+itk = j+1 o 1 ks 2

OSk Sj’i 20,1

Pour N assez grand on prouve alors que

1 1
”RN,KH 5 o = O(Tx-") et “SN,'/\” 5o o = O(W) lorsque |A| = +w,

L ,L L ,L

AMEA . Le théoreme O en résulte .
d a2 2 4
Exemp_les : 1) a(x, ﬁ;) ===y + X +x est essentiellement autoadjoint
dx
t)

autoadjoint de domaine : D(A) = {u€ H(R), x*.u € L3(R) }

2) Les exemples cités en introduction vérifient clairement

les hypotheses du théoreme O.



§ 2. ETUDE DE A”

On conserve les hypotheses du I. On suppose de plus que

- 0l ¢ A. Pour Rez< O on pose : A? = 9; I XZ(A—K)—ldK ou T
- r
est un contour du type
A ImA
\<\,.
)Y —SRe A
/
- £ < '
Pour z quelconque on pose : A? = A% z.A out € N, Rez< 4. A? ne
dépend ni de £ ni de I' ([5)).
. . _ A z
Enfin posons : 8 , % om _rr A bj,z(x,i)dk pour Rez< 0. on a
. 2 Rez.u.1
Théoreme 1 : a) {A €L si Rez <0
A% € £Rez.uo si Rez 20
[ee]
b) o(A%) . ¥ a. pour Rez< O
. Ji2
j=o
N z . s z
ou 0(A“) désigne le symbole de A“.
c) a = aZ et
042 o
94
a _ z(z-1)...(z-h+1) 221
irz T f=y h? Vi, %o

LS h.p "(J’J)
. €L 1
~ou YJ,h
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o)
Théoreme 2 : On suppose de plus que [ao(x,g)[ > C1(1+-|x|4'|§l) 1
ou C., 5,>0. On a alors

1’ ~1
a) I1 existe ro> O tel que pour Rez< T > A% est nucléaire .

(z)

b) Si K est le noyau-distribution associé a AZ on a

(z)

Tr AZ =|f K (x,x)dx et z » Tr A?

Rn

est holomorphe dans le demi-plan : {Rez< -r.} -

c) Pour x££y, zw K(Z)(x,y) se prolonge en une fonction entiere.

L'intéret de 1'étude de Tr AZ est renforcé par la :

L

Proposition (Seeley [5]) : Soit A un opérateur fermé de 1'espace

h11hert1en X de domaine D(A) dense dans X. Supposons qu'il existe ro >0

tel que (A A+ I) Vo et (A A+ I)7Y0 soient nucléaires. On a alors
#*
Ind A= Tr(A A+ I)% - Tr(aA +1)2 pour Re z < -r,

Nous allons poursuivre

1'étude de Tr AZ sur le cas particulier suivant : soient h= (hl""’hn)
et k = (k 1,...,k ) deux multiindices d'entiers > 1. On suppose que
N
z: a. est quasi-homogene ; c'est a dire - :
h h k k .
1 n 1 n m-j
aj(P -xi,---,p 'xn’p -51,---’9 -gn) =P aj(xag)
2n

pour tout x,§) € R , p> 0. On suppose de plus que a, est quasi-ellipti-
que en (x,§) i.e. (x,€) # O entraine a (x,8) # 0. (det a (x,§) # 0 pour
un systeme).

Posons : I(z) = Tr(A%). On a les résultats

Théoreme 3 : a) I est holomorphe dans le demi-plan
T(h,+k.)
{Rez< - ———2-1
m

b) I a un prolongement méromorphe a @, ses poles sont
simples et appartiennent a la suite
. n
2= 425 (h k)
J i=1




c)
m J\ Zj
Res(I,z.) =-————————-.j A Yb. . (0)d\ do
j . n+1 J,?\
i(2mn) Sh,k T
n
. 2 : . .
ou s, . = {(x,5) € RZ®, PR TR S
h,k ¢ i i
| i=1
Théoreme 4 : I est holomorphe en O et
1 e
1(0) = ——— . [ v (o)dt.do
m (2“;)1'1 Ish . ° Z(hi+ki)’—t
9

Remarques : (:) les bj 5\ intervenant dans les théoremes 3 et 4 sont

9

définis par

by 2 (x0E) = x(x8).(a (x,8) - M) 7

-1y 1 L« o
b, (x,8) = (a_=-2) L v =3 a.-D'b
j+1,h ° i+k+ (| h+k)=j+ ol 1 kyh
0<k<j
‘ 0 =i zlxilz/hi + l’éilz/ki < 3
ou : x(x,8) = { . ®, 2n
1 si . e — . 21 5 x € C(R™) .

(:) Compte tenu de la proposition précédente le théoreme 4
permet d'exprimer 1l'indice de A en fonction de son symbole. Dans le cas
d'un opérateur elliptique sur une variété compacte cette remarque est
a la base de 1'une des démonstrations du théoreme d'indice de Atiyah

et Singer.

§ 3. COMPORTEMENT DES VALEURS PROPRES DU PROBLEME DE DIRICHLET

Dans ce paragraphe on suppose pour simplifier que a(x,D) est
différentiel d'ordre m > 1 et que les hypotheses générales (Eo), (El)’ (E2)

sont satisfaites. On suppose de plus

(H,) I1 existe c,, 6,> 0 telles que

1 1 1
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®q 2n
01(1+ Ix] +1g]) * < ao(x,§) pour tout (x,§) € R

Soit () un ouvert de R" . Comme dans [4] on construit la réalisation
de Dirichlet AQ de a(x,D) dans Q de la maniere suivante : A désignant
*
l'unique réalisation dans L2(Rn) de a(x,D), on pose : B:%(A+A ).
Quitte a faire une translation sur A on peut toujours supposer que B > O.
On désigne alors par V(Q) le complété de C‘:(Q) pour la norme du graphe de

B1/2.

Posons : a(u,v) = (a(x,D)u,v) o Pour u et v € Cc:(Rn). On constate
que o se prolonge en une forme sesquilinéaire continue et coercive sur
v(Q) xv(Q). A, est alors 1'opérateur engendré par le triplet variationnel :
(0,V(Q)s L2(Q)) et le lemme de Lax-Milgramm.

Introduisons le réel

& = sup{ p>0 : il existe C > O vérifiant ai < C.$.9 uniformément
2n
sur R™ }
Exemple : Si a(x,f) est elliptique en (x,§) de degré 2m alors & = '%n-
En général on a : O<6<-:l-.
Proposition : Il existe une région R& du plan complexe du type
" lmAl = c|a|?7®
> Re A
[ImA] = ¢]a]1-®




'
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telle que (A.Q--7\)—1 existe pour tout A€R.. De plus (AQ--K)—'1 est

compacte.

Soit alors(lj) la suite des valeurs propres de %D’ rangées

j=1
suivant les modules croissants, répétées selon leur multiplicité algébri-

que. Pour étudier le comportement asymptotique de la suite (Xj)j

=1
posons : N(t) = j 1 . Nous allons comparer N(t) a
ReA.<t
J
N_(t) = (2n)™™. I dx f d€ lorsque t— +o .
Q (x,€)
@) a x,8)< t
Théoreme : On a : N(t) = Nn(t)(1+ 0(1)) t » +» sous 1l'une des trois

hypotheses suivantes
(i) Q=R" et il existe C, t0> 0 tels que NQ soit absolument continue

Ny (t)
t

sur Jt_,o[ et N'(t) < C. pour t > t_ .

i
t(ii) (1) 1I1 existe une famille croissante d'ouverts (Qr)r

!
gQr = (2 et des constantes C1, N > 0 telles que

21"’

[ oax| d§sCl.r_n.NQ(t) pour t =21 et r =1
§ Q-Q. a (x,8)<t

(2) 11 existe « € J0,1[ ; v, C>0 tels que
t"'“NQ(t') < y.t'“.NQ(t) pour t'2t = C

(iii) (1) Q= R"K, K compact et il existe un voisinage ouvert Q, de K,

des constantes Cl’ N > 0 tels que

I dx dg < C1 .t-n. Nn(t) pour t = 1

Q4 ao(x,§)St

(2) = (2) de (ii).

Remarque : Sous l'hypothese (i) on a le résultat plus précis
N(t) = N (£)(1+0(t7°%)) pour tout o €]o,1/2[.

- . t b P . . . ..
Exemples ) SiQ es orné régulier et a, uniformément elliptique

on retrouve la formule de Garding.

2) ( borné régulier et a formellement hypoelliptique de
o
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force constante P({£) avec P(E) = C|§|d, d > n alors (ii) est vérifiée.

3) Pour Q= R" (i) est vérifiée des que ao(x,i) est
polynomiale en (x,£). Cela résulte du fait qu'il existe y réel > O,

h rationnel > 0 et k entier 0 < k < 2n-1 tels que

-
lim lt'h.(Logt)“k.I dxd§J =y
t> +o o ao(x,é)st

Ce dernier point étant un corollaire du théoreme de résolution des
singularités de Hironaka.

4) Q=R -K; a (x,8) = P(E)+V(x) ol V vérifie les
propriétés de 1'exemple a) de 1l'introduction et P est hypoelliptique

a coefficients constants.
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