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III.1

§ 1. INTRODUCTION

On désignera par x = (x1,...,xn) =(x1,x') le point courant de

n

R , par H 1'hyperplan d'équation x, = 0, par B(0,a) (resp. B'(0,a)) 1la

boule ouverte de Ifl(resp. H) de ce;tre 0, rayon a> 0. On notera N la
direction (1,0,...,0) et, pour 6 > 0, K(a,5) 1'enveloppe convexe de
B'(0,a) U {bdaN}.

Soit P(x,ax) un opérateur différentiel d'ordre m, a coefficients
analytiques, hyperbolique non strict dans la direction N en tout point

d'un voisinage V de B(O,r) (r > 0). On note

m
P(Xsax) = .2 Pj(xaax)
j=o
la décomposition de P(x,ax) en polynomes homogenes de degré j en ax’

Pj(x,ax). On suppose donc

(1.1) P (x,E) = 0, erer™1l, xevoa g, € R

On supposera de plus que le coefficient de QT dans P(x,§) est identique

a 1.

x'

Ve

;1 aN X4
On considere le probleme de Cauchy suivant : soit & > O assez petit et
a<r
¥ f, définie de '"classe Y" au voisinage de B'(0,a) U K(a,d)
o -1 ., .. . —
(1) ¥ v% ..., v" " définies de "classe y" au voisinage de B'(0,a)

dans H existe-t-il une et une seule

u, définie de 'classe Y" au voisinage de B'(0,a) U K(a,d)
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telle que

P(x,d Ju = f au voisinage de B'(0,a) U K(a,d)
(11) X

(u,...,az_lu)lH = (vo,...,vm—l) au voisinage de B'(0,a) dans H.
1

Si la réponse a ce probleme est positive, on dit que le probleme (I)-(II)
est bien posé dans la classe Y.

On sait que le probleme (I)-(II) est en général mal posé dans
la classe 693 par contre, si'l'on définit pour 1 < ¢ < +=» 1'espace des

g-ultrafonctions

(1.2) ¢°@) = {f€c” (@), ¥K= Q, ¥h>0,
3CK’h, Iaif(x)l < Cg oy h'“’(laiz)", x € K, ¥a}

H8rmander (4) a prouvé que le probleme (I) - (II) était bien posé dans la

classe Qd, pour 1 < o < 1£Eﬁ en supposant P(x,ax) = P(ax) a coefficients

constants. Ce résultat a été étendu au cas des coefficients variables assez
réguliers par Leray-Ohya (7), Beals (1),..., mais sous des hypotheses tres
restrictives sur la géométrie des caractéristiques de 1l'opérateur P(x,ax).

Le seul résultat général est du a Ivrii (5), qui prouve que le probleme
2M-2

2M-3 ’
majore la multiplicité maximale des caracterlsthues de P(z,az) dans la

(I)-(II) est bien posé dans la classe Q des que 1<co< ou M > 2

direction N, i.e.

oP aMp
(1.3) P(x,8) = == (x,€) = ...= ——(x,g)—O, xEV,EERT =€ =0.
B§1 3§

D'autre part, J. M. Bony et P. Schapira (2) ont prouvé que le probleme
(I) - (II) était bien posé dans la classe @ des fonctions analytiques et
dans la classe ObN des hyperfonctions analytiques dans la direction t N,

au sens du

Théoreme O : (Bony-Schapira ( 2)). Si f est une hyperfonction analytique
dans la direction *N, et (v9,...,v™ 1) un m-uple d'hyperfonctions, le
probleme (I)-(II) admet une solution unique u, hyperfonction analytique

dans la direction ¥ N.

Nous étudierons ici le probleme (I) - (II) dans des classes de

g-ultradistributions ; plus précisément, le sous-espaée qum (Q) des o-
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ultrafonctions a support compact dans () étant muni d'une structure natu-
relle d'e.v.t.£.c., on définit 1'espace des o-ultradistributions sur

Q par :

(1.4) 2’ @) = (onmp(m)' 1<o<+w

Nous notons (Hk), k =2 1 1'hypothese suivante :
ks ) v n ¢ R
(1) Ic, Il Ip_ (s« im0 = c|pm(x,§+1nN)l x€EV , E€RY, 1
Nous démontrons alors le :

lThéoréme 1 : Le théoreme O demeure vrai si l'on y remplace partout

ion" " istri ion'" de 1< o< inf(3/2,—=).
"hyperfonction'" par '"o-ultradistribution es que T

Remarque 1 : Si 1l'opérateur P(x,ax) vérifie (1.3), il est facile de
montrer qu'il vérifie aussi (HM) ; le probleme (I) - (II) est donc bien
posé dans la classe 7«(; des que 1 < o < inf (g-’_f:_d:l)' Ce résultat est opti-
mum pour M = 3. En fait, il est probable que sous 1'hypothese (Hk)’ le
résultat optimum est que le probléme (I)-(II) est bien posé dans la classe

% x).

; , pour o < inf(2, =1
Remarque 2 : Les conditions (Hk)‘(conditions de Lévi) sont des conditions

. e sos , . e i s s n
suffisantes, mais évidemment pas necessalres j ailnsl sl P(ax,ax,) est u

1
i ' ; trict P(3_,xd_,)+ 3™
opérateur hyperbolique, 1'opérateur hyperbolique non stric x*1%x1 7+ o,
1 2
vérifie (Hm) mais pas (Hm—l) 3 on peut pourtant prouver, en adaptant
la démonstration du théoreme 1 que le probleme (I)-(II) est bien posé

o] -1
dans uN pour o < Tﬁé%T:;T (dans le cas de la classe ¢, cf. Menikoff (8)

pour des résultats voisins).

Remarque 3 : En utilisant un argument de dualité que m'a communiqué
P. Schapira apres 1'exposé (cf. Schapira (9) pour des considérations
voisines) on peut sans doute déduire du théoréme 1 un résultat analogue

o
dans les classes ( - Compte.tenu du résultat de Ivrii (5) pour M = 2,

on obtiendrait alors une généralisation du résultat de HBrmander au cas

des coefficients analytiques.

Les résultats exposés ici sont le fruit d'un travail fait sous

la direction de / en collaboration avec J. M. Bony 3 je le remercie de

son soutien constant.
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Notations : ”uHK = sup |u(x).
x€K

1

' T (mod R+) signifie que I'' N sN- ccrn SN_l, r, r

N

étant des cones de R et SN_1 la sphere unité de RNInnu'la distance

euclidienne. GN sera librement identifié a R2N y si z, § € ¢N , on notera

N
<zy(> = T 2, €y |z] = <z,E>1/2

Enfin, la (n-1)-boule de centre z,» rayon go’ rayon R est 1'ensemble

des z€ eV tels que <Z’Eo> =0 et lz-—zol < R.

§ 2. INEGALITES HYPERBOLIQUES

En utilisant une version locale du théoreme des tubes de Bochner
due a Kashiwara, il est facile de prouver l'existence de Ch > 0, r, > 0,
telle que P(x,E) s'étende holomorphiquement a 1'ensemble
{z,x€V, |yl <r}xe" avec (cf. Bony-Schapira (2)) :

P (2,0) = 0, x € B(O,r), y s ’lgll < ¢ (Immalln'|+1gr])
(2.1) = {lg,l < c, lgr]
¢ = (B +in,» &' +in') \'“1' < ¢ (lmz[[g'] +]n']

Le résultat essentiel de cette section est alors le suivant

Théoreme 2 : On fait 1'hypothese (Hk), k =21 ; pour tout C/ > C, , il

existe C et ré telles que

(2.2)  # (2,¢), x € B(O,r), |yl < x!s |Img > €} (|Imz[[ReC'| +|Img']),
el = 1.

ks+ o
(2.3)  lmg,| 12{2) (2,001 < ¢l (z0)[, s=0,.usmy Lol = 0,1,...

Pour démontrer le théoreme 2, nous utiliserons le théoreme suivant sur

la croissance au bord des fonctions holomorphes dans des tubes
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lThéoréme (Komatsu (6) Th. 11.6) : Soit Q un ouvert de R", V un voisina-
ige de Stein de Q dans ﬂin, Q = R'N V et T un cone ouvert convexe de Rn;

'si P est une fonction positive croissante sur 0,+ co[ s £ un vecteur uni-

taire de T et F € 3((R" +il) N V) telle que

¥KccQ, 3L,C sup |F(x+itg)| < cup (%) ¥t > 0 assez petit
x€K

alors, pour tout sous-cone r''cc '(mod ]R+),

¥Kccq, 3L,C sup |F(x+iy)| < Cp.(rl-'sr-l) ¥yer', |yl assez petit.

- x€K
Démonstration du théoreme 2 : Remarquons d'abord que si F est une
fonction holomorphe dans les tubes (2.2), majorée par C(C}'l)llmglrk ,
alors %—g— sy j = 15...,n est majorée par C'(Cl'l)llmglrk"1 (il suffit
J

d'écrire la formule de Cauchy, cf. HBrmander (4) lemme 5.1.3). Or on a

P(a)(z,C) Psl?)s(Z,C)

(a) -1 d m-s d

& P % (2,0))P (2,0)7 = 5% ( + P (2,¢)
agj m-s m a;j Pm(z,l;) Pm(z,c)?‘ ?:j m

I1 suffit donc de prouver 1l'estimation (2.3) pour Iocl =0y s=14...,m et

pour Ja| = 1, s=0. Comme la démonstration de (2.3) pour |a] = 0 a

partir de 1'hypothese (Hk) est identique a la démonstration de (2.3)

pour s=0 et |a] = 1, nous nous limiterons a cette derniére.
Lemme 1 : EC, ¥x €B(0,r), E€ Rn, NER, j=1,...,n,

3P
(2.4) Inl lgg—‘;‘(x,g +iMN | < ¢|P_(x,€ + iqN) |

m
Démonstration du lemme 1 : On a : Pm(x,§ + iMN) = f_l (§1+ in —hj(x,g')),
j=1

ou les hj sont des fonctions réelles de (x,E') € B(0O,r) X Rn-1; on en

déduit

3P m
lﬂllggf (x,€+iMN) | < = [l [ ] g, +in-2 (x,8) ] smlP_(x,8+iqN) |
j=1  k=ly...,m

k£

D'autre part, si j € {2,...,n}, le polynome Ei - Pm(x,§1+§i,§2,...§j+§3,...,§n:

admet, pour §1,...,§n fixés, m racines u(j,g),k(ggj)’ k=1,...,m, holomorphes
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au voisinage de O (cf. Chaillou (3)); de plus, d'apres (2.1), on a

B (iy) - n, . (0) | Imp, . (iy) |
Ip’t' )k(o)l - limlr (j,8),k i (ng),k ' - 1lim (gé),k
Ji€), y =0 iy ¥ =0

£C
1yl h

On en déduit

oP
Il Ia—gj'f'(x,é + iV < mc [P (x,8+ 1M, §=2,...,n.

Lemme 2 : Pour tout C > C., il existe C et r! telles que

(2.5)  ¥(2,8), x€B(0,r), |yl =<rls [Img | >€/ (Imz[[ReC'| + [ImC ]),]g]=1
oP

(2.6) IImgil}.ac_'“_(z,g)l < clpm(z,g)l = 1yeeeyn.

- ]

Démonstration du lemme 2 : On applique le théoreme sur la croissance
oP

: . . m -1

.P

au bord a la fonction Y

» holomorphe dans les tubes définis par (2.1).
J N
On obtient 1'inégalité (2.6) dans le domaine (2.5) sous 1'hypothese supplé-

mentaire

lReCllsM“wC'l, lIm51IScﬂRe§ﬂ, a>0
ou M est arbitrairement grand. Mais si lReCIJ > Cﬁ]lkaC'l, Pm(z,g)"1 est
borné dans le domaine (2.5) (N est non caractéristique ; voir aussi (2.1))

car alors 551' > Chlg'l. Enfin, si IReClls CﬂlReC'l et |Im§1|:>a|ReC'|,
IImCI|:2a'|§| ("> 0) et Pm(z,g)"1 est encore borné. D'ou le lemme .

§ 3. THEOREME DE CAUCHY-COVALEWSKY PRECISE

Dans cette section, ( désigne un ouvert de Gn

et P(z,3,) un
opérateur différentiel d'ordre m, a coefficients holomorphes et bornés sur

Qs

m
(3.1) P(z,g) = & P.(z,¢)
j=o

la décomposition de P en polynomes Pj’ homogenes de degré j en (. Si

(S SZn—l, nous noterons
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(3.2) -%—(C) = sup |Pm(z,g)|-1 <+
m z€Q
(r)
P
(3.3) 7—(¢) = sup > . % |p(°‘)(z,g)||p (zo0)| 1ty 520,000,m;
m z€Q |al=r S n

1"=0,...,S.

Théoreme 3 : Il existe une constante Co’ ne dépendant que de m et n,
telle que, pour toute (n-1)-boule w de centre z normale {;0, rayon R < 1
et tout ouvert I de @, étoilé par rapport a 0, tels que ¥ C Q (ou

n
wy = {z€@, z=2' +MCy 2' €W, NE I1}), pour tout m-uple (uk)kzo,...,m—l

de fonctions holomorphes et bornées dans w et toute fonction f holomorphe

et bornée dans (Q, il existe une fonction u, holomorphe dans

(r)
P 1/r ,
) IZ(1)|<R"|Z( )|’ r=1,..,m}

(3.4) 'S(Qspvzo’CO’R) = {ZE Wy Co(ﬁ—(co)

solution du probleme de Cauchy

(3.5) P(z,az)u = f .dans 2(Q,P,zo,co,R)

(3.6) <a,§o>3u|uu = uy dans @, j = 0y...,m-1

de plus, u vérifie 1l'estimation

(3.7) lu(z)] <
ﬁ (P:E.r) /e 120 -1
c (1-C | =—( )) A )7,
° r=1 o\P, o R-|z " |
(r) .
(1), S Pm-s Iz(1)| r| 1/s
.lexpC |z | AN (_“(C )(' ) )'
' ( ° s=1y5...9m l:’m °\(R- |2z 1)
r<m-s
(1)
@ 1zl g (1) |m
.(1{?0 et AR I.Hf“Q)
on 2\1) - <z-zo,g>g et 2') - z-zo-z(l)g.
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On en déduit un théoreme de prolongement avec croissance d'une

solution au travers d'une surface non caractéristique (cf. Zerner (10)).

Théoreme 4 : Il existe une constante Co’ ne dépendant que de m et n,

telle que, pour toute n-boule QR de rayon R < 1, et tout ouvert I de €,

étoilé par rapport a 0, tels que Qp 1< Q (ou = {z+ A, ZEQR,
9

2n-1

R,I
AEI, CES
dans QR (resp- ), pour tout z, € aOR sy u se prolonge holomorphiquement

}), pour toute fonction u (resp. f) holomorphe et bornée

au voisinage de [zo, 2 + T, Co[’ o étant la normale unitaire sortante en

z, a aQR, des que

P(r)

m
(3.8) z, + TOQOEQR,I et Co(-l-'»’r(co sy T=0y...,m

)) 1/r 1(1)/2 < R1/2

de plus, u vérifie 1l'estimation

(3.9) sup [u(z)| <
z € [zo,zo+ Togo
P(r) T -I-‘- .].'.
mn-s 0412 s‘[ 1 m
CO[GXPCO T, 2 ) () ) (lully +3 (€)7o Il )
s=1y...ym\' m - R m
L r<m-s
Démonstration du théoreme 4 : On peut supposer T’L (l;o) < +o, sinon le

théoreme est vide. Soit alors To vérifiant (3.8) avec C0 plus grand que
deux fois la constante du théoreme 3.
Soit HTo 1'hyperplan d'équation <z-z ,{ > = -7 et wTo la (n-1)-
R1/2'L'1/2

(Y]

boule de centre Z, = Togo’ de normale €, rayon 3 tout point

2
T

de w_ est a une distance supérieure a To de COR’ et donc (cf. HUrmander
o

(4), Lemme 5.1.3)
k k -k
(3.10) [<dsg> ull, ski(2e)fully <)
T R
o
I1 suffit alors d'appliquer le théoreme 3, pour obtenir le théoreme 4,

avec C0 assez grand.
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¢ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Si " est un cone de r" s hous noterons T c 1'ensemble des
1’72

yer, s, < Iyl < € nous utiliserons la caractérisation suivante des

1

o-ultradistributions : si f € aQ + iI‘o oc)(a> 0) vérifie 1'estimation
9

2 ;

(4.1) ¥ Ky, ' T mod. ]R+, 3L,oc1> 0, sup Ii‘/(x+ iy)l < exp —-L—1
=

-V-O<s_<_oc1

alors sa valeur au bord b(f) est une og-ultradistribution sur

” ~
(Komatsu (6)) ; réciproquement, on peut montrer que si f = E b(fj) y ou
Jj=o

fj € (Q + il"oJ cx) est une o-ultradistribution, il existe une décomposition
9

N .
f = ;;o b(éj), ou éj € ola+ iI“;’),ai) vérifie 1l'estimation (4.1).

Compte-tenu de l'analyticité de f dans les directions N, et

par linéarité, le théoreme 1 résulte facilement du lemme suivant

Lemme 1 : Soit aj < a<retbd' <5< C;l1(1+3r)_1 ; soit I" (resp-T'') un
cone ouvert convexe de R" (resp-{0} x Rn_l s de révolution d'axe vy € Sn—z,

de demi-angle 77;-), avec T'' = TN {x1= 0}, V (resp V') un voisinage de

B'(0,a) U K(a,5) (resp. de B'(0,a) dans H) ; soit

1
(4.2) FGG(V+ir0 <expL/e° ! ¥o<ec<a
)

~
RUL{Pp

1

(4.3) VJGO(V'+11"(') < exp L/¢e 1 Y o0<es<a
9

(X), H"}/jnvv_‘_irs’a

I1 existe une fonction u € 3(V(6') + il 1(6')), ou V(8') est un voisina-
0,0

ge de B'(O,ai) U K(al,f)'), I'(6') un sous-cone ouvert convexe non vide

de I, «* > 0, solution du probleme
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] * ~ _ ~ e o~ : _
i( ) P(Z,az)u = f (u’321u,.--,a u)IH = (V gesay
et vérifiant 1'estimation

' (4.4) < expL(6')/ 2= ¥0<e<al

“ﬁHV(é')+iI“ 16 7
| Ey 0

3 k
50 E:J.

des que o < inf(
Dans la suite, nous faisons toutes les hypotheses du lemme 1,

sauf celle sur o. Soit p < 2 assez grand (p= 2 par exemple !), 1 et k des

réels positifs fixés a choisir ; pour a > 0 et 0 < € < a, on définit

2 2

X y 12 ' 2
(e) = n 1 1 ,x (y'-pey)
(4.5) Ba(S) = {z€0@", 50t 3 3t * 5 <1}
k'e™ Te a €
(4-6) G(EJ) = V+1i FE
9

si 1'on choisit p assez grand, k et 7 assez petit, il est facile de
prouver que Bé(Zs) est contenu dans G(e)y, ¥ 0 < € < a' (a'>0) et, en

utilisant le théoreme de Cauchy-Covalewsky précisé ; le

Lemme 2 : Le probleme (¥) admet une solution @, holomorphe dans
LJ B' (e), et vérifiant l'estimation
o<e<a" 21
(4.7) K < exp L/ —— ¥O0<e<al.
B' (&) P o-1
a, £

On note Q. (e,6a,) l'enveloppe convexe de B'(e) U {6a,N+ ipev}, et pour

6a1 1 ay 1
, , €fn, e

0O<t<ba,, Qéai(s,r) 1'enveloppe convexe de Baie) U }CT(Bais)),KT étant

1'homothétie de centre 6a1N+ipeY qui amene ipey sur TN+ ipevy.
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6a1N4-ip€Y

Y

TN N da,N

Lemme 3 : 4 se prolonge holomorphiquement a LJ Qg (8,6a1) et
o<e<a" 3

vérifie l'estimation
1 1 ~ =~

(4.8) i , < exp(L(6")( =+ ——,))(||1], + || ),0<e<d
| “Qbal(s’b al) . 2 k-1 I “Ba1(€) I ”G(s)

Démonstration du lemme 1 : La seule chose a vérifier est (4.4), qui

résulte de (4.8), (4.7) et (4.2) des que -%:+ ;_1 < 11 » donc
€ £

o < inf(3/2, 0.

Le lemme 3 résulte immediatement du

Lemme 4 : Si § est définie et holomorphe dans Q. (eyt)y T+ dr< bla, et
1

dr < Y(6')82, ii se prolonge holomorphiquement a Qga (eyt+dt), et 1'on a
1

~ 1 d ~ ~
(4.9) Hunnéa (e,7+ dt) S Coexp(L (6');%_1)(Hunnba (e,7) * ”fHG(e)’ 0<ega"
1 1

Démonstration du lemme 4 : On note I'(e,T) la frontiere de Qp o (e,t) dans
. 1 . .
Qg (5,6a1), et si z € I'(e,1), €, = §z,§;)*-1(né,né) la normalelen z a

T{eyt). Si T+ dt< 6'a1, il est facile de prouver les résultats suivants
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soit z € T(e,1) ; alors

i) =z est point-frontiére d'une boule de rayon p(6')e, contenue dans

Q

(ey1).
a

)
i) si 6<C;11(1+ 3r) 1,I€;I 2 CI’I(IImz”’ﬂél + |§é|), C{>Cp 5 en parti-

culier, la direction Cz est non caractéristique pour 1'opérateur P(z,3z).
iii) l%il > p(6')e
2 1
. . '
iv) si dt < p(8')e”, alors z+ dT|§Z|CZ € ﬁQbal(s,r+ dr)
Dans ijy...,iv, p(&') est indépendant de €, 0 < € < a". Soit u une solution

holomorphe du probleme (*) dans Qg (es7) et z € I'(e,7); compte-tenu du
1

théoreme 4, on a

P(r)

; 1/r
(4.10) si CO(P"' (gz)) 4 1/2 |§;l1/2 < p(é')l/zsi/z,
m

I‘=0,...,m

alors i se prolonge holomorphiquement au voisinage de Lz,z+ drlgilczll et

vérifie l'estimation

(4.11) |3 < c (& +
| IEZ,Z+dTl§;|Cz] o I ”Qbal(s’T)
m P(r) dT[§1| r/231 1/s
1 1 \my~ 1 m-s
+ Fl;(cz)(drlgzl) ”f“(i(s)exPCo dTlgzl o [Pm (cz) ﬁp%f) ! :
rs<sm-s

D'apres le théoreme 2, compte tenu de ii, on a

(r) (r)

P 1/r - | e

¥z €r(e1), (Pm (gz) < clgil 1 -%}EL{CZ) < clgll ks-r
m m

On a donc le meme résultat que ci-dessus en remplagant (4.10) et (4.11)

respectivement par

(4.10)" si C_C a2 < 5 (52, 1/2 lgili/z
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(4.11)' || ~s ¢ (|l + car ||| -
”uutz,z+dT|§1|C ] ° \ Qga (e,7) G(e)
& z "z 1

m r/2s

.expC 4T Z C1/S (—-—di——i )

°© _1;k-1 s=1 ep(8')E]
IgzI r<m-1 2

< C (expC'(8")—2— ) (||& + cdr || )

z

Compte-tenu de iii, si dtr < Y(b’)sz, (4.10)' est vérifiée pour tout point
z de I'(e,1), et donc, compte tenu de iv et (4.11)', u se prolonge holo-

morphique a Qg 4 (eyT+ dt) avec 1'estimation
1

" 1 1 ' d u ¥
(4.11) ”u”%a (e, + dar) S Coexp (L'(5") —S-f;_i)(\lu\l%a (evo) * 1Elge) -
1 1
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