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Soit M une variété riemannienne compacte, la solution du

probleme de Cauchy pour la demi-equation des ondes :

est donn6e par un noyau e(t,x,y) que la th6orie d’H8rmander-Duistermaat

(voir 6galement permet de d6crire comme un 616ment de 

ou A est la variété Lagrangienne associ6e au flot g6od6sique.
Le problème est d’obtenir une représentation aussi géométrique

que possible de liée aux geodesiques de M. Pour ce faire Y. Colin

de Verdiere dans 12i propose la fonction phase = 8(E (y)-!)
définie sur Q(M)x ou Q(M) est 1’espace des chemins de classe

Hi sur M, E(y) 6tant l’énergie ; qui est non dégénérée à un sens raisonnable

qu’il propose. Le calcul des variations montre facilement que Acn =’= A +
*

L’ennui est qu’alors on est sur un fibr6 de dimension infinie; et Colin

de Verdiere montre comment on peut se réduire à la dimension finie en

étudiant où T  +00 est arbitraire. L’objet de notre travail

est ainsi de donner un sens précis à une formule :

(M) est 1’espace des + chemins + d’origine x E M et d’extremite 

on verra que -~(6?t) E R$x R/ est une mesure bornée sur

que nous d6crivons plus précisément.

Un probleme du meme genre est pose par 1’equation de Schrddinger
avec un terme de potentiel en physique theorique et des formules comme

celle ci-dessus s’appellent des int6grales de Feynmann; on pourra trouver

dans S. Albeverio et R. Hobgh-Krohn [ 11 une approche rigoureuse de ce

probleme au moins dans le cas ou M = Rq et ou V(x) est un potentiel qui

s’exprime comme la transformeede Fourier d’une mesure à décroissance

exponentielle.

On peut noter que notre approche est radicalement differente

de celle de [ 1]. Nous aurons besoin d’un théorème de phase stationnaire

en dimension infinie, ceci fait ainsi 1’objet de la lere partie. Nous

appliquons ensuite ce résultat à la construction du noyau de 1’6quation
des ondes.
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§ 1. UN THEOREME DE PHASE STATIONNAIRE SUR UN ESPACE DE HILBERT.
i i 

.

Soit E’ X’ X  E (i,X,E) un triplet d’espaces hilber-

tiens r6els s6parables,i injective, de Hilbert-Schmidt et à image dense,
X est identifié à son dual, E’ est ainsi un sous-espace de E ; la dualite

(x,y) entre E’ et E prolonge le produit scalaire (x,y) de X. La norme de

X est lxi, celle de E II xII ’ cell e de E’ On note vtla mesure de
Radon sur E image par i de la mesure cylindrique gaussienne de variance t;

on note vl la mesure sur XI - X obtenue en radonifiant dans X’ la mesure

cylindrique gaussienne de E’.

Decomposant i = ;2 p j ou j : X - X est de Hilbert-Schmidt symé-
trique positive, I est isometrique X - E ; on obtient ainsi une base

hilbertienne dans X (e )n N de vecteur propre de j; 0;
n n - n

F sont deux espaces de Banach, si E est reflexif et si E’ vérifie la

propriété d’approximation m6trique on peut identifier El 9 F avec les
TT

applications nucleaires de E - F.

On notera C~(E,F) 1’espace des fonctions indéfiniment Frechet
differentiables dont les d6riv6eg d’ordre quelconque sont uniformément

born6es.

Le but de ce paragraphe est d’étudier le comportement asympto-

tique d’ integrales de la forme .

ou A est une forme quadratique d6finie positive sur E, ou encore A: E - E’;

a(a,e) devant v6rifier des hypothèses appropriees- On note qu’en dimension

finie on sait que 1(9) -n/2 E a 8 donc "I(e) doit être d’ordre

-oo en dimension oo".

Nous voulons faire remarquer que notre r6sultat est tout à fait

distinct de celui de Albeverio et Hobgh-Krohn [1] puisque ceux-ci 6tu-

dient des formes: f e ie I oc est ue ee formelle pourdient des formes Je a(a)daqui est une ’ riture formelle pour

L est une mesure ainsi

alors qu’en dimension finie on a :
. 1 19

et il y a done deja

~ 
de différence.
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Les hypotheses sur a(a,g) sont exprimées dans la definition :

Définition 1.1 : :

On a not6 pour f E qui est la transform6e de Fourier d’une

mesure cylindrique 11 sur E’ = sup lliiill où 11. = 11. est
o 

iE I 
1 1 

i~ 
1

une mesure born6e sur EI/E 0 ::, E! , E. d6crit les sous-espaces de dimension
i 1. :L

finie de E.

Dans ces conditions Ilimage par i’ de la mesure est

une mesure de Radon born6e sur X qui a des moments d’ordre quelconque.

Remarque : 1) Lorsque dimE + 0), si a(0152,6) est à support compact en a

et a E S m =&#x3E; a E m,pet a 6 S 
dim E = + m , l a condition a( a , g ) E T ’ impl i que

I,P/2 
2) Lorsque dim E= +oo , la condition a(0152,e) E Tlm,p implique

essentiellement que a(a,e) n’est pas à support born6 ; il est prouv6

dans [9] que a(a) = +00 =&#x3E; 4&#x3E; analytique.

Ceci va se r6v6ler très g6nant pour isoler Ie comportement au

voisinage des points critiques mais on va 6tudier ce qui se passe dans T ’’.

La m6thode consiste à faire un Parseval dans I(e) avec d’une

part a(a,e) et d’autre part On obtient

= ~ 1 (a(a,e))~ est le,déterminant de Fredholm de

l’application nucléaire dans ioA est inversible

dans I(Xc). La justification de ce point demande un peu de soin car

lorsque Ilon 6crit

1(6) = (J e dB(a) Ie -a de la 2eme integraleI(e) = J 
E 

e 
2 

X dv(m) Ie de la 2;me int6grale

est d6fini seulement comme une variable aleatoire mesurable

obtenue en prolongeant par continuit6 E 1’application X - 

qui A a E X associe la fonction~ -~ (a.~). C’est une difficult6 que 1’on

trouve frequemment en dimension infinie ; il faut considérer des prolonge-
ments v (9 mesurablw convenabl es .

De toutes facons on a vu que I(e) est d’ordre -m en 0 et on
.4 I- m ,

sont les valeurs propres dans X de i’Ai . Developpant exp ~ - 1/2((1 + ~l
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on est amené à estimer des int6grales de la forme.

. Lemme 1 : Soit L 1 ,...,L q des operateurs de X(Xc) auxquels on associe201320132013201320132013 

A 
. 

q C A cI ar i L . i’ = L . des opérateurs de E ® E on a 1’inegalite :p 
J J 

P 
IT 

g

La preuve est simple mais ce lemme est très utile en dimension infinie car

il permet si 11 est gaussienne par exemple d’ associer aux operateurs
. de Hilbert-Schmidt dans X des fonctions de 

v

I

Preuve : ~.) Il est facile de voir que 1’hypothese sur A entraine

ou les e. sont ort honorme s dans X.
J

2) Si est nucléaire

On a done :

I 1 :0n suppose qgeX i est nucléaire. Soit A défini positif sur E,Th6oreme 1 :On suppose qaeX4-.PE est nucleaire. Soit A d6fini positif sur E,

a(ex.,9) E T°’(ExR’’) . L’intågrale I(e) 

avec c(e) E et on a Ie d6veloppement asymptotique

Comme il nous faut considerer des int6grales I(e) ou on a une condition de

support sur a(a,G) on etudie : .
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supped (a 11 all  2r} où est arbitraire. On fait alors I ’ hypothèse :

(H) : La forme quadratique sur X induite par A s’exprime par :

où les e. sont orthonormes dans X et on a : «
J

Sous (H) on a aisément :

On suppose également que a(a,g) E avec 2-(p + s) = s &#x3E; 0 et on prouve

alors :

I Lemme 
3 : . Sous 1’hypothese (H) si avec s= 1 - (p +s ) &#x3E; 0

Ceci permet d’obtenir la proposition qui nous sera utile dans la

suite.

i Proposition 1 : Supposons sous (H) satisfaite avec e  1/2. i~r &#x3E; 0,

On aura également besoin de versions avec parametres de ce r6sultat qui
s’ obt i ennent d’ une façon analogue.
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§ 2. LE NOYAU DE L’EQUATION DES ONDGS

On a D(M) (O,1J .... M de classe Hi} 11;: O(M) H M x M
associe a y - (Y(0)?y(l)), on rappelle que Q(M) c C(M) (chemins continus

cette condition est essentielle pour que soit bien d6fini).

On a E(y) = f g désigne la métrique riemannienne
o

de M. On peut munir Q(M) d’une structure de C~ variété di.fferentielle que
nous allons rappeler.

1 = ~0,1~ x M fibre sur [0, 1] (muni de sa structure de variété à

bord compacte) H1(~0,1~,M) _ Q(M) est 1’espace de sections globales de

classe H1.
VT8 est 1’espace desvecteurstangents verticaux de 6

VTE = ~ (t, x,v) 6 [0,1J x TM) qui est un fibre vectoriel sur e-

YTE est muni d’une structure riemannienne par

(t,x,v).(t,x,v’) = gx(v,v’) . On en déduit une application Exp : VT8 &#x26;

(t,x,v) -· (t,exp xv) au voisinage de la fibre nulle.

Soit y 0E Q(M) 
, 

une section de o(t),v)
v E T (t) M t E [O,1l} 

I 
est aussi un fibr6 vectoriel sur [0,11 mais

seulement de classe H1. est donc un espace vectoriel.
.0

K(y0) = E H1(VTt ,y 0»’ 11 a (t) 11  s tE un ouvert 

o 
0

Si EP 1’application oe-Exp a realise une bijection de Y suro

. Les applications Y permettent
o

de definir la structure diffêrentielle deQ(M).

On peut montrer dans ces conditions que y -~ E(’y ) est COO Cl(M) -· R

A est associee au flot geodesique. Si = e(E 1/2 (y)-t), Colin de
Verdiere montre que C _ géodésique de longueur t car:

implique ’y E COO ( dt derivee covariante Ie long de Y ).
I1 est facile alors de voir que (dE)(Y).bY - 

g(&#x26;y(0),y(0)) et donc

a la métrique). On va s’inspirer pour augmenter le nombre des variables de
1’etude chemins geodesiques par morceaux de Milnor 17 1 et également de
Y. Colin de Verdière [2J.
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Lemme 2.1 : : Soit K-(M) = (espace deR. g6od6siquw, de longueur  T sur M3
~ 

KT (M) est une partie compacte de 0 (M), J¡. T &#x3E; 0.

Preuve : Soit p Ie rayon d’injectivite de M, t1 E J 0, 1[ tel que Tti  P
l’application e O,t 1(y )= est une bijection bicontinue de

2 ° KT (M) sur ((x0 X I E M , x0x1 :!5; t1TI. On se sert du fait que y(O) et

ne sont pas conjugu6s Ie long de y.

On définit comme 1 2 ] :

Définition 2-1 : 1) Soit M 0 = (X’= (x,x 1’*’*’xN-11 y) E M tels que
on fait correspondre bijectivement à ’x4 un chemin de n(M)

1. 1+

g6od6sique par morceaux par : = 0 i N w(x) est sur

Ji/N, la g6od6sique minimisante parcourue avec la vitesse- i 1+

N
Si T/N  p Q (M) est un voisinage dans n(M) de KT(M), car étant donne

depend continuement de xo et xi On fixe maintenant 
T

Soit U ouvert (suppose assez petit de
On def init dans Õ:(M) une application mu de la maniere suivante.

_1 .

meme a la boule de rayon p ) est bien def ini ;

est une application repere orthonormée

Proposition 2-1 : L’application : (M) wux T est un C°° diffeomor-
phisme. On notera ainsi P., 1’application réciproque.
On utilise pour ce faire les cartes sur Q(M) definies plus haut. Ceci

) Permet_ d°nC d’utiliser sur la carte aU’ On 6tudie la fonction
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: Proposition 2.2 :

Comme (d(3)(w,0)(0,.) realise un isomorphisme topologique de T sur 1’espace
des champs de vecteurs de classes H1 au dessus de w nuts aux points i/N,
d = 0 resulte de la formule de la variation première (voir
Milnor [7]).

pour 6y et 6y E le resultat se deduit alors de resultats de
1 0

J. Milnor I 7 i , et de la théorie du probleme elliptique.

Ceci se déduit du lemme de Morse.

On termine en prouvant que :

avec les conditions suivantes :

k(t, x, y) E C (Rx MxM).

A 1’aide de la proposition 1, on 6crit
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on a ecrit ; J

la somme et ant localement finie sur C. On montre ensuite que l’on

peut également écrire le noyau COO sous une forme analogue.
Pour exprimer le résultat obtenu il est nécessaire d’introduire une

def init i on :

Definitions : 1) Soit un fibre différentiel sur une variété

riemannienne compacte M de dimension q. On d6signe par

ou Q est un famille indexee par d’ ouverts de F, les 7~v sont des
C diffeomorphismes Q __ Q vou 0vest un ouvert de M x E ou Ev est
un espace hilbertien reel separable, 7~v preserve les fibres ; enfin 11
est une mesure gaussienne sur E,,.

On a alors sur chaqueQ une mesure born6e

avec
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2) Soit X un ouvert de Rn on désigne par :
co ’

C(a) (X x F) = a(xdy) : x E X - M(F) (espace des mesures de Radon bornées

sur F) I a(x,dy) peut s’exprimer sous la forme :

ou E supp a c XXQ, on suppose en outre que * x E Xv v v

les fonctions Y - sont bornées et en x elles sont nulles sauf

pour un nombre fini des indices~ que localement

3) On fait remarquer que lorsque F est compact de dimension

finie (les espaces Ev sont alors de dimension finie) C0152)(X,F) =v (a) 

(mesures sur F de la forme oùa(x,y) E f (X x F) supp ac 
li étant une mesure lebesgui.enne arbitraire sur F. On peut ainsi considérer
un element de C~~~ comme une mesure supportée par un voisinage de

U (1 v .
vE N -

4) est ainsi un fibre conique au-dessus de X x M.

On désigne par (a,f) le couple forme par un ensemble CL d6fini plus haut

et d’une famille de poids sur 1

00

E  +00 quand dim E - +00, seuls N des sont # 0 lorsque
j=l ~ 

v v ~

dim E - N .v v

L’ espace des symboles de type o  p  1 et de degré m + (f)/2 est

on a une écriture :

avec des conditions sur les supports coniques cette fois et en outre si

On rappel l e ainsi. qu’ une fonction

dans une carte locale quelconque de M on a une fonction qui vérifie des

estimations :
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Dans ces conditions lorsque F est un fibré dont la dimension des
- I - ~- ’8.T J..... .

( au sens de ~ 5 ~ ) X x F x ]R* 6tant un fibre conique sur X x M.
La donn6e d’ une mesure de (0,)

une mesure sur F 
y 
par :

On vérifie en effet que cette expression ne depend que de la mesure

(a)a(x, dY ) 

Théorème : Soit e(t,x,y) le noyau de 1’equation des ondes d’une variete

riemannienne M compacte de dimension q. On peut trouver une famille a

d’ouverts 0 v (M) de O(M) dont la r6union est un voisinage de 1’ espace des

des mesures gaussiennes 1

une mesure

telle que :
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